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ВЛАСТИВОСТI ОБ’ЄМНОГО ПОТЕНЦIАЛУ ДЛЯ ВИРОДЖЕНИХ
2⃗b-ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ ТИПУ КОЛМОГОРОВА

Розглядається задача Кошi для виродженого рiвняння типу Колмогорова з 2⃗b-
параболiчною частиною за основними змiнними iз залежними лише вiд часової змiнної t ко-
ефiцiєнтами. Встановлюються властивостi вiдповiдного такiй задачi об’ємного потенцiалу в
просторах Гельдера зростаючих при |x| → ∞ функцiй. З цих властивостей випливає коректна
розв’язнiсть задачi Кошi з однорiдними початковими умовами.

A Cauchy problem for degenerate equation of Kolmogorov type with 2⃗b-parabolic part wi-
th respect to main variables with dependent on only time-variable t coefficients is considered.
Properties of a volume potential which corresponding to the problem are established in Hölder
spaces of increased functions as |x| → ∞. From these properties a well-posedness of the Cauchy
problem with homogeneous initial conditions is implied.

Вступ. Розглядатимемо одновимiрну ча-
сову змiнну t i n-вимiрну просторову змiн-
ну x, яка складається з груп змiнних xj :=
(xj1, ...xjnj

) ∈ Rnj , j ∈ {1, 2, 3}, де n1 ≥ n2 ≥
n3 ≥ 0, n = n1 + n2 + n3.

Нехай b1, ..., bn1 – деякi числа з N . По-
значимо через 2⃗b вектор (2b1, ..., 2bn1), через
b – найменше спiльне кратне чисел b1, ..., bn1 ,
через mj – число b/bj, j ∈ {1, ..., n1}. Об’є-
ктом дослiдження в цiй статтi є задача Кошi
вигляду(
∂t−

n2∑
j=1

x1j∂x2j−
n3∑
j=1

x2j∂x3j−
∑

∥k1∥≤2b

ak1(t)∂
k1
x1

)
×

×u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1)

u(t, x)|t=0 = 0, x ∈ Rn, (2)

де для мультиiндекса k1 := (k11, ..., k1n1) ∈
Zn1

+ покладено ∥k1∥ :=
n1∑
j=1

mjk1j, Π(0,T ] :=

(0, T ] × Rn, T – додатне число. Припу-
скається, що коефiцiєнти ak1 , k1 ∈ Zn1

+ ,
∥k1∥ ≤ 2b, є неперервними комплекснозна-
чними функцiями на [0, T ] i такими, що ди-
ференцiальний вираз ∂t−

∑
∥k1∥≤2b

ak1(t)∂
k1
x1

рiв-

номiрно на [0, T ]×Rn1 2⃗b-параболiчний, тоб-
то iснує стала δ > 0 така, що для всiх

t ∈ [0, T ] i σ1 ∈ Rn1 виконується нерiвнiсть

Re
∑

∥k1∥=2b

ak1(t)(iσ1)
k1 ≤ −δ

n1∑
j=1

σ
2bj
1j .

Тут i – уявна одиниця.
Якщо n3 ≥ 1, то рiвняння (1) вироджує-

ться за двома групами змiнних x2 i x3. Коли
n3 = 0, а n2 ≥ 1, то є виродження за однiєю
групою змiнних x2. У випадку n2 = n3 = 0
рiвняння (1) невироджене.

Рiвняння (1) є виродженим рiвнянням
типу Колмогорова з 2⃗b-параболiчною ча-
стиною за основними змiнними. Для нього
iснує фундаментальний розв’язок задачi Ко-
шi (ФРЗК) G, детальнi властивостi якого
наведено в [1]. Функцiя G породжує об’єм-
ний потенцiал з густиною f вигляду

u(t, x) :=

t∫
0

dτ

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ]. (3)

Для випадку, коли рiвняння (1) 2-го по-
рядку, тобто bj = 1, j ∈ {1, ..., n1}, в [1] дослi-
джувались властивостi функцiї (3) в припу-
щеннi локальної гельдеровостi й експоненцi-
ального зростання при |x| → ∞ функцiї f .
Зв’язок гельдерiвських властивостей i пове-
дiнки при |x| → ∞ густини f i функцiї u та
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її похiдних з’ясовувався в [2] для рiвняння
(1) 2-го порядку, в [3] – довiльного порядку
при bj = b, j ∈ {1, ..., n1}. Тут ми наведемо
аналогiчнi властивостi (3) для рiвняння (1).

1. Означення норм i просторiв. Кори-
стуватимемось такими позначеннями: M :=

{1, 2, 3}; Ns :=
s∑
l=1

nl∑
j=1

(2b(l − 1) + mj)/(2b),

s ∈ M , N := N3; Z l
+ – множина всiх l-

вимiрних мультиiндексiв; kl := (kl1, ..., klnl
)

– елемент множини Znl
+ , l ∈ M ; k :=

(k1, k2, k3) – елемент множини Zn
+; |kl| :=

kl1 + ... + klnl
, якщо kl ∈ Znl

+ , l ∈ M ;

Nkl :=
nl∑
j=1

(2b(l − 1) + mj)klj/(2b), kl ∈ Znl
+ ,

l ∈ M ; qj := 2bj/(2bj − 1), j ∈ {1, ..., n1};
q′, q′′ – найбiльше i найменше з чисел qj, j ∈
{1, ..., n1}; m′,m′′ – найбiльше i найменше
з чисел mj, j ∈ {1, ..., n1}; x1j(t) := x1j,
j ∈ {1, ..., n1}; x2j(t) := x2j + tx1j, j ∈
{1, ..., n2}; x3j(t) := x3j + tx2j + (t2/2)x1j,
j ∈ {1, ..., n3}; xl(t) := (xl1(t), ..., xlnl

(t)),
l ∈ M ; X1(t) := (x1(t), x2(t), x3(t)); X2(t) :=
(ξ1, x2(t), x3(t)); X3(t) := (ξ1, ξ2, x3(t));

ρs(t, x, ξ) :=
s∑
l=1

nl∑
j=1

t1−lqj |xlj(t) − ξlj|qj , s ∈

M ; ρ0(t, x, ξ) := 0; ρ(t, x, ξ) := ρ3(t, x, ξ);
Ec(t, x; τ, ξ) := exp{−cρ(t− τ, x, ξ)}, якщо c –

додатна стала; [a, x] :=
3∑
l=1

nj∑
j=1

alj|xlj|qj , якщо

a = (a1, a2, a3) ∈ Rn
+, x = (x1, x2, x3) ∈ Rn;

|xl| :=
( nl∑
j=1

x2lj

)1/2
, xl ∈ Rnl , l ∈ M ; ∂t, ∂y –

операцïı диференцiювання першого порядку
вiдповiдно за змiнними t, y; ∂sy – операцiя ди-
ференцiювання порядку s > 1 за змiнною y;
∂klxl := ∂kl1xl1 ...∂

klnl
xlnl

, якщо xl ∈ Rnl , kl ∈ Znl
+ ,

l ∈ M ; ∆x′
x f(·, x, ·) := f(·, x, ·) − f(·, x′, ·);

d(x, ξ, α) :=
3∑
l=1

nl∑
j=1

|xlj − ξlj|αl/(2b(l−1)+mj),

якщо {x, ξ} ⊂ Rn, α = (α1, α2, α3) ∈ R3,
α1 ∈ [0,m′′], α2 ∈ [0, 2b+m′′], α3 ∈ [0, 4b+m′′];

d(x, ξ; γ) :=
3∑
l=1

nl∑
j=1

|xlj−ξlj|γ/(2b(l−1)+mj), якщо

{x, ξ} ⊂ Rn, γ > 0; d(x, ξ) := d(x, ξ; 1);
BR := {x ∈ Rn|d(x, 0) ≤ R}.

Зауважимо, що iснюють додатнi числа c′,

c′′ такi, що для довiльних {x, ξ} ⊂ Rn i γ > 0:
c′(d(x, ξ))γ ≤ d(x, ξ; γ) ≤ c′′(d(x, ξ))γ.

Однаково позначаються рiзнi сталi, якщо
ı̈х величини нас не цiкавлять.

Для додатного числа c0 i набору a :=
(a1, a2, a3), al := (al1, ..., alnl

), l ∈ M , невiд’-
ємних чисел alj, j ∈ {1, ..., nl}, l ∈M , таких,
що T < min

l∈M,j∈{1,...,nl}
(c0/alj)

(2bj−1)/(2bj(l−1)+1),

розглянемо функцïı [1]
klj(t, alj) := c0alj(c

2bj−1
0 − a

2bj−1
lj t2bj(l−1)+1)1−qj ,

j ∈ {1, ..., nl}, l ∈M ;
k(t) := (k11(t, a11), ..., k1n1(t, a1n1), k21(t, a21),
..., k2n2(t, a2n2), k31(t, a31), ..., k3n3(t, a3n3));
s1j(t) := k1j(t, a1j) + 2qj−1θ(n2 − j)tqj×
×k2j(t, a2j) + 2qj−2θ(n3 − j)t2qjk3j(t, a3j),
j ∈ {1, ..., n1};
s2j(t) := 2qj−1k2j(t, a2j) + 4qj−1θ(n3 − j)tqj×
×k3j(t, a3j), j ∈ {1, ..., n2};
s3j(t) := 4qj−1k3j(t, a3j), j ∈ {1, ..., n3};
s(t) := (s11(t), ..., s1n1(t), s21(t), ..., s2n2(t),
s31(t), ..., s3n3(t)), t ∈ [0, T ],
де θ(τ) = 1 для τ ≥ 0 i θ(τ) = 0 для τ < 0.
Введенi функцiї мають такi властивостi:
k(0) = a, alj ≤ klj(τ, alj) < klj(t, alj) < slj(t),
0 ≤ τ < t ≤ T, j ∈ {1, ..., nl}, l ∈M ; (4)
klj(t− τ, klj(τ, alj)) ≤ klj(t, alj),
0 ≤ τ ≤ t ≤ T, j ∈ {1, ..., nl}, l ∈M ; (5)
−c0ρ(t, x, ξ) + [a, ξ] ≤ [k(t), X1(t)] ≤ [s(t), x],
t ∈ (0, T ], {x, ξ} ⊂ Rn. (6)

Легко переконатися, що справджуються
ще такi нерiвностi:
−c0ρ(t−τ, x, ξ)+[k(τ), ξ)]≤ [k(t), X1(t−τ)]≤
≤ [s(t), x], 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn; (7)
−c0ρl−1(t− τ, x, ξ) + [k(τ), Xl(t− τ)] ≤
≤ [k(t), X1(t− τ)], 0 ≤ τ < t ≤ T,
{x, ξ} ⊂ Rn, l ∈M ; (8)
[k(T ), X1(t)] ≤ [s(T ), x], t ∈ [0, T ], x ∈ Rn. (9)

Означимо норми i простори функцiй. Не-
хай α := (α1, α2, α3) ∈ R3, α1 ∈ (0,m′′],
α2 ∈ (m′, 2b+m′′], α3 ∈ (2b+m′, 4b+m′′], p1 ∈
{0, 1, ..., 2b}, {p2, p3} ⊂ {0, 1}, p := (p1, p2, p3).
Використовуватимемо такi гельдеровi про-
стори функцiй w : Π[0,T ] → C:
Ck(·) – простiр усiх неперервних функцiй

w, для яких скiнченною є норма
||w||k(·) := sup

(t,x)∈Π[0,T ]

(|w(t, x)| exp{−[k(t), x]});

Cα
k(·) – простiр усiх функцiй w, для яких
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скiнченною є норма
||w||αk(·) := ||w||k(·) + [w]αk(·), де [w]αk(·) :=

= sup
{(t,x),(t,x′)}⊂Π[0,T ]

x ̸=x′

|∆x′
x w(t,x)|

d(x,x′,α)(exp{[k(t),x]}+exp{[k(t),x′]}) ;

Cp,α
k(·) – простiр усiх функцiй w, якi разом

зi свӧıми похiдними ∂klxlw, l ∈ M , ∥k1∥ ≤ p1,
|k2| ≤ p2, |k3| ≤ p3 належать до простору
Cα
k(·), тобто є скiнченною норма
||w||p,αk(·) := ||w||αk(·) +

∑
0<∥k1∥≤p1

||∂k1x1w||
α
k(·)+

+
3∑
l=2

∑
0<|kl|≤pl

||∂klxlw||
α
k(·);

Cp,α
s(·) – простiр, означення якого одержу-

ється з означення простору Cp,α
k(·) замiною

функцïı k на функцiю s.
2. Вiдомостi про фундаментальний

розв’язок задачi Кошi. В [1] встановлено,
що ФРЗК G для рiвняння (1) має вигляд

G(t, x; τ, ξ) =

= (t− τ)−NF−1
σ→y[Ṽ (t, τ, σ)](t, τ, y)|y=y(t−τ,x,ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

де F−1 – обернене перетворення Фур’є за
просторовими змiнними,

Ṽ (t, τ, σ) := exp{
∑

∥k1∥≤2b

i|k1|(t− τ)1−∥k1∥/(2b)×

×
1∫

0

ak1(τ + (t− τ)β)(σ′
1 + βσ′

2 +
β2

2
σ3)

k′1×

×(σ′′
1 + βσ′′

2)
k′′1 (σ′′′

1 )
k′′′1 dβ},

y(t, x, ξ) := (t−1/(2b1)(x11 − ξ11), ..., t
−1/(2bn1 )×

×(x1n1 − ξ1n1), t
−1−1/(2b1)(x21 + tx11 − ξ21), ...,

t−1−1/(2bn2 )(x2n2+tx1n2−ξ2n2), t
−2−1/(2b1)(x31+

+tx21+
t2

2
x11−ξ31), ..., t−2−1/(2bn3 )(x3n3+tx2n3+

+ t2

2
x1n3−ξ3n3)), i такi властивостi [1, теорема

3.5]:
1) функцiя G(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T ,

{x, ξ} ⊂ Rn, неперервна при (t, x) ̸= (τ, ξ)
разом зi свӧıми похiдними ∂kxG i справджу-
ються оцiнки

|∂kxG(t, x; τ, ξ)| ≤
≤ Ck(t− τ)−N−Nk1

−Nk2
−Nk3Ec(t, x; τ, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, k ∈ Zn
+, (10)

де Ck i c – деякi додатнi сталi;
2) справджується рiвнiсть∫

Rn

G(t, x; τ, ξ)dξ =

= exp{(t− τ)

1∫
0

a0(τ + (t− τ)β)dβ},

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn; (11)

3) для 0 ≤ τ < t ≤ T i x ∈ Rn правильнi
рiвностi

∂kx

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)dξ = 0, k ∈ Zn
+ \ {0};

∂k2x2∂
k3
x3

∫
Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ)dξ2dξ3 = 0,

(k2, k3) ∈ Zn2+n3
+ \ {0};

∂k3x3

∫
Rn3

G(t, x; τ, ξ)dξ3 = 0, k3 ∈ Zn3
+ \ {0}.

(12)
Зауваження 1. Зi структури рiвняння

(1) та ФРЗК для нього випливає, що фун-
кцiя

∫
Rn3

G(t, x; τ, ξ)dξ3 є ФРЗК для рiвнян-

ня (1), якщо в нього входять тiльки пер-
шi двi групи просторових змiнних (n3 = 0),
а

∫
Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ)dξ2dξ3 – ФРЗК для неви-

родженого 2⃗b-параболiчного рiвняння (n2 =
n3 = 0), адже∫

Rn3

G(t, x; τ, ξ)dξ3 = (t− τ)−N2×

×F−1
(σ1,σ2)→(y1,y2)

[Ṽ (t, τ, (σ1, σ2, 0))](t, τ, y1, y2),∫
Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ)dξ2dξ3 = (t− τ)−N1×

×F−1
σ1→y1

[Ṽ (t, τ, (σ1, 0, 0))](t, τ, y1),
де y1 = y1(t− τ, x, ξ), y2 = y2(t− τ, x, ξ).

Зауваження 1 використовується, зокре-
ма, для доведення рiвностей (12).
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Надалi сталу c0 з означення функцiй
kl(t, al), l ∈M , братимемо з iнтервалу (0, c̄),
де c̄ – стала з оцiнок (32). Права частина
нерiвностей (10) i (32) мiстить функцïı Ec i
ρ, якi мають такi властивостi [1, формули
(3.2.16), (3.2.50)]:∫

Rn

(t− τ)−NEδ(t, x; τ, ξ)dξ = C,

τ < t, {x, ξ} ⊂ Rn, δ > 0; (13)

∀R̄ > 0 : ρ(t, x, ξ) ≥ t−λRq′ ,

t ∈ (0, T ], x ∈ BR̄, ξ ∈ Rn \B2R, (14)

де R – досить велике число (R > R̄), λ =
q′′ − 1 при t ∈ (0, 1], λ = 3q′ − 1 при t > 1.

3. Формули для похiдних вiд об’єм-
ного потенцiалу, породженого фунда-
ментальним розв’язком рiвняння (1).

Використовуючи методику з [2,3], можна
отримати такi твердження.

Лема 1. Якщо f ∈ Ck(·), то об’ємний
потенцiал (3) має неперервнi похiднi ∂k1x1u,
∥k1∥ < 2b, якi визначаються формулами

∂k1x1u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂k1x1G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ], ∥k1∥ < 2b. (15)

Лема 2. Нехай f ∈ Ck(·) i задовольняє-
ться така умова Гельдера з α1 ∈ (0,m′′]:

∀R > 0 ∃C > 0 ∀(t, x) ∈ [0, T ]×BR :

|∆x′

x f(t, x)| ≤ Cd(x, x′;α1).

Тодi об’ємний потенцiал (3) має неперервнi
похiднi ∂k1x1u, ∥k1∥ = 2b, якi визначаються
формулами

∂k1x1u(t, x) =

=

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂k1x1G(t, x; τ, ξ)∆
X1(t−τ)
ξ f(τ, ξ)dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ], ∥k1∥ = 2b. (16)

Лема 3. Нехай f ∈ Ck(·) i задовольняє-
ться така умова Гельдера з α ∈ R3, α1 = 0,
α2 ∈ (m′, 2b+m′′], α3 ∈ (2b+m′, 4b+m′′]:

∀R > 0 ∃C > 0 ∀(t, x) ∈ [0, T ]×BR :

|∆x′

x f(t, x)| ≤ Cd(x, x′, α).

Тодi об’ємний потенцiал (3) має неперервнi
похiднi ∂kljxlju, j ∈ {1, ..., nl}, l ∈ {2, 3}, |k2|+
|k3| = 1, якi визначаються формулами

∂
klj
xlju(t, x) =

=

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂
klj
xljG(t, x; τ, ξ)∆

Xl(t−τ)
ξ f(τ, ξ)dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ], j ∈ {1, ..., nl}, l ∈ {2, 3},
|k2|+ |k3| = 1. (17)

Лема 4. Нехай f ∈ Ck(·) i задовольняє-
ться така умова Гельдера з α ∈ R3, α1 ∈
(0,m′′], α2 ∈ (m′, 2b+m′′], α3 ∈ (2b+m′, 4b+
m′′]:

∀R > 0 ∃C > 0 ∀(t, x) ∈ [0, T ]×BR :

|∆x′

x f(t, x)| ≤ Cd(x, x′, α). (18)

Тодi об’ємний потенцiал (3) має неперервну
похiдну ∂tu, яка визначається формулою

∂tu(t, x) = f(t, x)+

+

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂tG(t, x; τ, ξ)∆
X3(t−τ)
ξ f(τ, ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
Rn1+n2

∂t

∫
Rn3

G(t, x; τ, ξ)dξ3×

×∆
X2(t−τ)
X3(t−τ)f(τ,X3(t− τ))dξ1dξ2+

+

t∫
0

dτ

∫
Rn1

∂t

∫
Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ)dξ2dξ3×

×∆
X1(t−τ)
X2(t−τ)f(τ,X2(t− τ))dξ1+

+

t∫
0

∂t

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)dξf(τ,X1(t− τ))dτ,

(t, x) ∈ Π(0,T ]. (19)

При доведеннi лем 1–4 використовували-
ся формули (4)–(9) з п.1, (10)—(14) – з п.2,
зауваження 1, а також такi нерiвностi:

(d(Xs(t− τ), ξ))βEc1(t, x; τ, ξ) ≤
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≤ C(t− τ)β/(2b)Ec2(t, x; τ, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, β > 0, s ∈M ;
(20)

exp{−c1ρ(t, x′, ξ)} ≤ C exp{−c2ρ(t, x, ξ)},

x ∈ Rn, t > 0, d(x, x′) < t1/(2b), (21)

з деяким C > 0 i довiльними {c1, c2} ⊂ R
такими, що 0 < c2 < c1.

Доведемо нерiвнiсть (20). Нехай 0 < c2 <

c1. Оскiльки 1
2b(l−1)+mj

=
bj

b(2bj(l−1)+1)
, qj =

2bj
2bj−1

i lqj − 1 =
2bj(l−1)+1

2bj−1
, то

d(Xs(t− τ), ξ))βEc1(t, x; τ, ξ) ≤

≤ 1

c′
d(Xs(t− τ), ξ; β)Ec1(t, x; τ, ξ) =

=
1

c′

(
3∑

l=s

nl∑
j=1

|x̄lj(t−τ)−ξlj |β/(2b(l−1)+mj)

)
×

× exp

{
−c1

3∑
l=1

nl∑
j=1

|x̄lj(t− τ)− ξlj |qj
(t− τ)lqj−1

}
=

=
1

c′

3∑
l=s

nl∑
j=1

(
|x̄lj(t− τ)− ξlj |

βbj
b(2bj(l−1)+1)×

× exp

{
−c1

3∑
l=1

nl∑
j=1

(
|x̄lj(t− τ)− ξlj |2bj
(t− τ)2bj(l−1)+1

) 1
(2bj−1)

})
=

=
1

c′

3∑
l=s

nl∑
j=1

((
|x̄lj(t− τ)− ξlj |2bj
(t− τ)2bj(l−1)+1

) 1
(2bj−1)

·
β(2bj−1)

2b(2bj(l−1)+1)

×

× exp

{
−c1

3∑
l=1

nl∑
j=1

(
|x̄lj(t− τ)− ξlj |2bj
(t− τ)2bj(l−1)+1

)1/(2bj−1)
}
×

×(t− τ)
2bj(l−1)+1

(2bj−1)
·

β(2bj−1)

2b(2bj(l−1)+1)

)
≤

≤ C exp{−c2ρ(t− τ, x, ξ)}(t− τ)β/(2b) =

= C(t− τ)β/(2b)Ec2(t, x; τ, ξ)

з деяким C > 0.
Тепер доведемо (21). Нехай x′ = x − z.

Тодi з умови d(x, x′) < t1/(2b) маємо

3∑
l=1

nl∑
j=1

|zlj|1/(2b(l−1)+mj) < t1/(2b). (22)

Оскiльки 1
2b(l−1)+mj

=
bj

b(2bj(l−1)+1)
, l ∈ M ,

j ∈ {1, ..., nl}, то (22) можна записати у ви-
глядi

3∑
l=1

nl∑
j=1

(
|zlj|

t(2bj(l−1)+1)/(2bj)

) bj
b(2bj(l−1)+1)

< 1.

(23)
У (23) лiва частина мiстить тiльки невiд’-

ємнi доданки, тому кожен з дробiв у дужках
менший за одиницю. Оскiльки усi показники

bj
b(2bj(l−1)+1)

< 1, l ∈ M , j ∈ {1, ..., nl}, то не-
рiвнiсть (23) залишиться правильною, якщо
цi показники збiльшити до 1:

3∑
l=1

nl∑
j=1

(
|zlj|

t(2bj(l−1)+1)/(2bj)

)
< 1. (24)

Для довiльних {c1, c2} ⊂ R, 0 < c2 < c1,
iснує стала C > 0 така, що для довiльних
{u, v} ⊂ R, |v| ≤ 1, справджується нерiв-
нiсть [4, с.78]

exp{−c1|u− v|q} ≤ C exp{−c2|u|q}, (25)

де q ∈ (1, 2].
Розпишемо лiву частину (21) i скориста-

ємося (25). Отримаємо

exp{−c1ρ(t, x′, ξ)} =

= exp

{
−c1

[
n1∑
j=1

∣∣∣∣x1j − ξ1j
t(qj−1)/qj

− z1j
t(qj−1)/qj

∣∣∣∣qj +
+

n2∑
j=1

∣∣∣∣x2j + tx1j − ξ2j
t(2qj−1)/qj

− z2j + tz1j
t(2qj−1)/qj

∣∣∣∣qj +
+

n3∑
j=1

∣∣∣∣x3j + tx2j + t2x1j/2− ξ3j
t(3qj−1)/qj

−

−z3j + tz2j + t2z1j/2

t(3qj−1)/qj

∣∣∣∣qj
]}

≤

≤ exp{−c2ρ(t, x, ξ)}, t > 0,

адже на пiдставi (24)∣∣∣ z1j
t1−1/qj

∣∣∣ = |z1j|
t1/(2bj)

< 1, j ∈ {1, ..., n1};∣∣∣∣z2j + tz1j
t2−1/qj

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣z2j + tz1j
t1+1/(2bj)

∣∣∣∣ = ∣∣∣ z2j
t(2bj+1)/(2bj)

+
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+
z1j

t1/(2bj)

∣∣∣ ≤ |z2j|
t(2bj+1)/(2bj)

+
|z1j|
t1/(2bj)

< 1,

j ∈ {1, ..., n2};∣∣∣∣∣z3j + tz2j +
t2

2
z1j

t3−1/qj

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣z3j + tz2j +

t2

2
z1j

t2+1/(2bj)

∣∣∣∣∣ =
=
∣∣∣ z3j
t(4bj+1)/(2bj)

+
z2j

t(2bj+1)/(2bj)
+

z1j
2t1/(2bj)

∣∣∣ ≤
≤ |z3j|
t(4bj+1)/(2bj)

+
|z2j|

t(2bj+1)/(2bj)
+

+
|z1j|
t1/(2bj)

< 1, j ∈ {1, ..., n3},

i qj =
2bj

2bj−1
∈ (1, 2] при bj ∈ N , j ∈ {1, ..., n1}.

При доведеннi леми 1 отримується оцiнка

|∂k1x1u(t, x)| ≤ Ct1−∥k1∥/(2b) exp{[s(t), x]}||f ||k(·),

(t, x) ∈ Π(0,T ], ∥k1∥ < 2b; (26)

при встановленнi твердження леми 2 – не-
рiвнiсть

|∂k1x1u(t, x)| ≤

≤ C(t1−∥k1∥/(2b)+α1/(2b)+t exp{[s(t), x]}||f ||k(·)),
(t, x) ∈ Π(0,T ], ∥k1∥ = 2b; (27)

а при доведеннi леми 3 – оцiнка

|∂kljxlju(t, x)| ≤ C(t1−(2b(l−1)+mj)/(2b)+αl/(2b)+

+t exp{[s(t), x]}||f ||k(·)), (t, x) ∈ Π(0,T ],

j ∈ {1, ..., nl}, l ∈ {2, 3}, |k2|+ |k3| = 1.
(28)

Теорема 1. Нехай f ∈ Ck(·) i задоволь-
няється умова Гельдера (18). Тодi об’ємний
потенцiал (3) є регулярним розв’язком нео-
днорiдного рiвняння (1) i задовольняє умову

∂kxu(t, x)−→
t→0

0,
∥k1∥
2b

+ |k2|+ |k3| ≤ 1, (29)

рiвномiрно стосовно x ∈ BR з довiльним до-
датним R.

Доведення. З доведених у лемах 1–
4 формул (15)–(17), (19) та того, що
G(t, x; τ, ξ) як функцiя t i x при довiльно фi-
ксованих τ ∈ [0, t) i ξ ∈ Rn є розв’язком
рiвняння (1) з f ≡ 0, випливає що об’ємний
потенцiал (3) є регулярним розв’язком нео-
днорiдного рiвняння (1). Правильнiсть (29)
безпосередньо випливає з оцiнок (26)–(28). ◃

4. Властивостi об’ємного потенцiа-
лу. Крiм наведених у лемах 1–4 i теоремi
1 властивостей об’ємного потенцiалу, насту-
пна теорема мiстить новi його властивостi.

Теорема 2. Якщо f ∈ Cα
k(·), де α :=

(β, β +m′, β + 2b+m′) з деяким β ∈ (0,m′′],
то u ∈ Cr,α′

s(·) , де α′ := (β, β, β), r :=

(r1, r2, r3) := (2b, 1, 1), справджуються оцiн-
ка

||u||r,α
′

s(·) ≤ C||f ||αk(·) (30)

i рiвностi

lim
t→0

(
sup
x∈Rn

(|∂kxu(t, x)| exp{−[s(t), x]})
)
= 0,

∥k1∥
2b

+ |k2|+ |k3| ≤ 1. (31)

Перш за все зауважимо, що оскiльки f ∈
Cα
k(·), α = (β, β + m′, β + 2b + m′) з деяким

β ∈ (0,m′′], то функцiя f задовольняє умови
лем 1–4 i теореми 1, зокрема умову (18) з
α1 = β, α2 = β +m′, α3 = β + 2b+m′. Тому
для u правильнi всi цi твердження.

Доведення теореми 2 здiйснюється за ме-
тодикою з [2, 3]. Зокрема, уточнюються
оцiнки лiвих частин (27) i (28), а також ви-
користовується наступне твердження.

Твердження 1. Для довiльного γ ∈
(0, 1] i деякого c̄ ∈ (0, c), де c – стала з оцiнок
(10), правильними є оцiнки

|∆x′

x ∂
k
xG(t, x; τ, ξ)| ≤ Ck(d(x, x

′))γ×

×(t− τ)−N−Nk1
−Nk2

−Nk3
−γ/(2b)Ec̄(t, x; τ, ξ),

(d(x, x′))2b ≤ t− τ, 0 ≤ τ < t ≤ T,

{x, x′, ξ} ⊂ Rn, k ∈ Zn
+. (32)

Доведення твердження 1 випливає з оцiн-
ки (10) при застосуваннi теореми про сере-
днє значення i нерiвностi

Ec(t, y; τ, ξ) ≤ C1Ec̄(t, x; τ, ξ), c̄ ∈ (0, c),

де y – точка, яка належить вiдрiзку прамої,
що сполучає точки x i x′.

Зауважимо, що ця нерiвнiсть є частин-
ним випадком доведеної нерiвностi (21).

5. Коректна розв’язнiсть задачi Ко-
шi (1), (2). Виберемо невiд’ємнi числа al,
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l ∈ M , якi входять у вирази для функцiй kl
i sl, l ∈M , так, щоб виконувалася умова

T < min
l∈M,j∈{1,...,nl}

(c0/sl(T ))
(2bj−1)/(2bj(l−1)+1).

На пiдставi теореми 1 за умов теореми 2
об’ємний потенцiал (3), породжений ФРЗК
для рiвняння (1), є розв’язком неоднорiдно-
го рiвняння (1) з однорiдною початковою
умовою (2).

З результатiв, отриманих в [1] (теорема
3.8), випливає, що не iснує бiльше одного
розв’язку рiвняння (1), який задовольняє
такi умови:

1) ∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ]:

sup
x∈Rn

(|u(t, x)| exp{−[s(t), x]}) ≤ C;

2) lim
t→0

∫
Rn

u(t, x)ψ(x)dx = 0

для довiльнӧı функцïı ψ такӧı, що∫
Rn

|ψ(x)| exp{[s(T ), x]}dx <∞.

Наслiдком цього є такий результат.
Твердження 2. У просторi Cr,α′

s(·) , де r =
(2b, 1, 1), α′ = (β, β, β) з деяким β ∈ (0, 1], не
iснує бiльше одного розв’язку рiвняння (1),
для якого виконується умова (31).

З теорем 1 i 2 та твердження 2 випливає
така теорема про коректну розв’язнiсть за-
дачi Кошi (1), (2).

Теорема 3. Нехай f ∈ Cα
k(·), де α =

(β, β + m′, β + 2b + m′′) з деяким β ∈
(0,m′′]. Тодi формулою (3) визначається
єдиний розв’язок рiвняння (1), який нале-
жить до простору Cr,α′

s(·) , де r = (2b, 1, 1),
α′ = (β, β, β), i для якого справджуються
оцiнка (30) та рiвностi (31).
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