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IНВАРIАНТНI МНОЖИНИ РОЗШИРЕНЬ ДИНАМIЧНИХ СИСТЕМ НА
МНОГОВИДАХ

Отримано достатнi умови iснування обмежених iнварiантних многовидiв для деяких роз-
ширень динамiчних систем на многовидах.

We obtain sufficient conditions for the existence of bounded invariant manifolds for certain
extensions of dynamical systems on the manifolds.

Дослiдженню iнварiантних многовидiв
динамiчних систем присвячено багато робiт
[1-8]. Введене в роботi [3] поняття функцiї
Грiна-Самойленка задачi про iнварiантнi то-
ри дозволило з єдиної точки зору викласти
теорiю збурення як диференцiйовних, так i
неперервних iнварiантних многовидiв. Нага-
даємо деякi поняття.

Розглянемо систему диференцiальних
рiвнянь

dx

dt
= f (x) ,

dy

dy
= A (x) y, (1)

де x ∈ Rm, y ∈ Rn, f (x) – вектор-функцiя,
визначена, неперервна на Rm i локально за-
довольняє умову Лiпшиця. Матриця A (x)
є n × n–вимiрною, елементами якої є дiй-
снi функцiї, визначенi на Rm, неперервнi i
обмеженi. Додатково припускаємо, що ко-

жний розв’язок x (t; x0) задачi Кошi
dx

dt
=

f (x) , x|t=0 = x0 є визначений при всiх
t ∈ R. Для цього досить припускати, що
вектор-функцiя f (x) задовольняє оцiнку

∥f (x)∥ ≤ α1 ∥x∥+ α2 (2)

з деякими невiд’ємними сталими α1, α2.
Будемо надалi використовувати насту-

пнi позначення: C0 (Rm) – простiр дiй-
сних функцiй, неперервних i обмежених
на Rm, ⟨y, ȳ⟩ =

∑n
j=1 yj ȳj – скаляр-

ний добуток в Rn, норма вектора ∥y∥ =√
⟨y, y⟩. C ′ (Rm; f) – пiдпростiр простору

C0 (Rm) таких функцiй F (x), що суперпози-
цiя F (x (t;x0)) як функцiя змiнної t є непе-
рервно диференцiйовною, причому за озна-

ченням
d

dt
F (x (t;x))

∣∣∣∣
t=0

df
= Ḟ (x) ∈ C0 (Rm).

Норму n × n–вимiрної матрицi G буде-
мо розумiти як операторну норму: ∥G∥ =
max
∥y∥=1

∥Gy∥, ∥S∥0 = sup
x∈Rm

∥S (x)∥. Ωt
τ (x0) –

фундаментальна матриця розв’язкiв лiнiй-
ної системи

dy

dt
= A (x (t; x0)) y (3)

нормована в точцi t = τ : Ωt
τ (x0)|t=τ = In, In

– одинична матриця.
Поряд з системою (1) випишемо неодно-

рiдну систему

dx

dt
= f (x) ,

dy

dt
= A (x) y + h (x) , (4)

де h (x) ∈ C0 (Rm).
Означення 1. Кажуть [6], що система

(4) має обмежений iнварiантний многовид,
визначений рiвнiстю

y = u (x) , (5)

якщо функцiя u (x) ∈ C ′ (Rm; f) i виконує-
ться тотожнiсть

u̇ (x) ≡ A (x)u (x) + h (x) , (6)

при всiх x ∈ Rm.
У випадку, коли функцiя (5) є неперервно

диференцiйовною, то тотожнiсть (6) запису-
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ється у виглядi
m∑
j=1

∂u (x)

∂xj
fj (x) ≡ A (x)u (x) + h (x) .

Означення 2. Нехай iснує n×n-вимiрна
матриця C (x) ∈ C0 (Rm) така, що для
функцiї вигляду

G0 (τ, x) =

{
Ω0
τ (x)C (x (τ ; x)) , τ ≤ 0

Ω0
τ (x) [C (x (τ ;x))− In] , τ > 0

(7)
виконується оцiнка

∥G0 (τ, x)∥ ≤ K exp {−γ |τ |} (8)

з деякими додатними сталими K, γ.
Тодi функцiю (7) називають функцiєю

Грiна-Самойленка задачi про обмеженi iн-
варiантнi многовиди системи (1).

Iснування функцiї Грiна (7) дозволяє
стверджувати, що система (4) має обмеже-
ний iнварiантний многовид (5) при кожнiй
функцiї h (x) ∈ C0 (Rm) i його можна запи-
сати в iнтегральному виглядi:

y = u (x) =

+∞∫
−∞

G0 (τ, x) · h (x (τ ; x)) dτ.

Виконання оцiнки (8) для функцiї Грiна
(7) еквiвалентне виконанню такої оцiнки

∥Gt (0, x)∥ ≤ K exp {−γ |t|} (9)

для допомiжної функцiї

Gt (0, x) =

{
Ωt

0 (x)C (x) , t ≥ 0
Ωt

0 (x) [C (x)− In] , t < 0
.

(10)
Питання iснування функцiї Грiна тiсно

пов’язане з питанням iснування узагальне-
ної функцiї Ляпунова, яка розглядається у
виглядi квадратичних форм [6]. Такi фор-
ми можуть змiнювати знак i вироджуватись
у деяких точках, а їх похiдна в силу си-
стеми рiвнянь є знаковизначеною. Нагада-
ємо, [6] що iснування невиродженої квадра-
тичної форми V = ⟨S (x) y, y⟩, (detS (x) ≠
0 ,∀x ∈ Rm ), похiдна якої в силу системи
(1) є знаковизначеною

V̇ =
⟨[ m∑

j=1

∂S(x)

∂xj
fj(x) + S(x)A(x)+

+AT (x)S(x)
]
y, y
⟩
≤ −β∥y∥2, (11)

забезпечує регулярнiсть цiєї системи, а
це означає, що дана система має єди-
ну функцiю Грiна-Самойленка. Якщо ж
detS (x0) = 0 при деякому значеннi x =
x0, то система (1) не має функцiї Грiна-
Самойленка про обмеженi iнварiантнi мно-
говиди.

Цiкавим постає питання [4], [5] про збере-
ження обмежених iнварiантних многовидiв
при нелiнiйних збуреннях. Для цього роз-
глянемо систему нелiнiйних розширень ди-
намiчних систем виду

dx

dt
= f (x) ,

dy

dy
= A (x) y +Q (x, y) , (12)

де Q (x, y) – неперервна i обмежена на Rm×
Rn вектор-функцiя i така, що

sup
(x,y)∈Rm×M

∥Q (x, y) ∥ < +∞ (13)

для довiльної обмеженої множини M ⊂ Rn.
Для таких систем нелiнiйних диференцi-

альних рiвнянь вивчаються умови iснування
обмежених iнварiантних многовидiв.

Будемо говорити, що система (12) має
обмежений iнварiантний многовид, визна-
чений рiвнiстю

y = u (x) , (14)

якщо функцiя u (x) ∈ C ′ (Rm; f) i виконує-
ться тотожнiсть

u̇ (x) ≡ A (x)u (x) +Q (x, u (x)) (15)

при всiх x ∈ Rm.
Теорема 1. Нехай система (12) така,

що матрична функцiя A (x) ∈ C0 (Rm),
f (x)–вектор-функцiя, визначена, неперерв-
на на Rm, локально задовольняє умову Лi-
пшиця для якої виконується нерiвнiсть (2),
а для Q (x, y) має мiсце нерiвнiсть

∥Q(x, y)−Q(x, y)∥0 ≤ N ∥y − y∥ , (16)

при деякiй додатнiй сталiй N i довiльних
y, y ∈ Rm.
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Припустимо також, що iснує невиро-
джена квадратична форма V = ⟨S (x) y, y⟩,
(detS (x) ̸= 0 ,∀x ∈ Rm ) така, що викону-
ється нерiвнiсть (11), причому

∥A∥03/2 ·N <
1

4(2 +
√
2)

{
β

∥S∥0

}5/2

, (17)

тодi система (12) має єдиний обмеже-
ний iнварiантний многовид y = u (x).

Доведення. Зауважимо, що iснуван-
ня знакозмiнної функцiї Ляпунова V =
⟨S (x) y, y⟩, для якої виконується (11), забез-
печує експоненцiальну дихотомiю обмеже-
ного iнварiантного многовиду y = 0 системи
(4).

Отже, система

dy(t)

dt
= A (x (t;x0)) y(t) (18)

при довiльному фiксованому x0 ∈ Rm, має
єдину функцiю Грiна задачi про обмеженi
розв’язки Gt (τ, x0) i виконується нерiвнiсть

d

dt
[⟨S(x(t;x0))y(t;x0), y(t;x0)⟩±

±ϵ0∥y(t;x0)∥2] ≤ −(β − 2∥A∥0ϵ0)∥y (t;x0) ∥2
(19)

при 0 ≤ ϵ0 ≤ β/(2∥A∥0).
Для всiх нетривiальних розв’язкiв

y+ (t;x0), якi затухають на +∞, маємо

⟨S (x (t;x0)) y
+ (t; x0) , y

+ (t;x0)⟩−

−ϵ0∥y+ (t; x0)
2 ∥ > 0. (20)

Далi, якщо припустити, що дана нерiв-
нiсть порушується в деякiй точцi t =
t∗ тобто ⟨S (x (t∗;x0)) y

+ (t∗;x0) , y
+ (t∗;x0)⟩−

ϵ0∥y+ (t∗;x0)
2 ∥ < 0, тодi в силу нерiвностi

(19)

⟨S (x (t;x0)) y
+ (t; x0) , y

+ (t;x0)⟩−

−ϵ0∥y+ (t;x0) ∥2 ≤

≤ ⟨S (x (t∗;x0)) y
+ (t∗;x0) , y

+ (t∗; x0)⟩−

−ϵ0∥y+ (t∗;x0) ∥2

для всiх t ≥ t∗, а це протирiчить тому,
що розв’язки y+ (t; x0) прямують до нуля на
+∞. З iншого боку виконується оцiнка

d

dt
⟨S (x (t; x0)) y

+ (t;x0) , y
+ (t; x0)⟩ ≤

s ≤ −β∥y+ (t; x0) ∥2. (21)
Звiдси, при τ ≤ t, отримуємо

⟨S(x(t; x0))y+(t;x0), y+(t; x0)⟩ ≤

≤ ⟨S(x(τ ;x0))y+(τ ; x0), y+(τ ; x0)⟩×

× exp

−β
t∫

τ

∥S (x (σ; x0)) ∥−1dσ

 . (22)

З нерiвностей (20), (22) випливає оцiнка

∥y+ (t; x0) ∥ ≤ (2∥A∥0∥∥S∥0β−1)1/2∥y+ (τ ;x0) ∥×

× exp

−β
2

t∫
τ

∥S (x (σ;x0)) ∥−1dσ

 , τ ≤ t.

(23)
Аналогiчна оцiнка виконується для розв’яз-
кiв y− (t; x0) системи (18), якi затухають на
−∞

∥y− (t; x0) ∥ ≤ (2∥A∥0∥∥S∥0β−1)1/2∥y− (τ ;x0) ∥×

× exp

−β
2

t∫
τ

∥S (x (σ; x0)) ∥−1dσ

 , τ ≤ t

(24)
при всiх t ≤ τ .

Звiдси та з (23), враховуючи структуру
функцiї Грiна, отримуємо

∥Gt (τ, x0)∥ ≤ (2 +
√
2)

(
∥A∥0∥∥S∥0

β

)3/2

×

× exp

{
− β

2∥S∥0
|t− τ |

}
. (25)

Зауважимо, що в умовах теореми система
(1) буде регулярною, тобто при кожному
h(x) ∈ C0 (Rm) iснує єдиний обмежений iн-
варiантний многовид (5), який можна зада-
ти у виглядi (6). А тому для довiльної фун-
кцiї z(x) ∈ C0 (Rm) система

dx

dt
= f (x) ,

dy

dy
= A (x) y +Q (x, z(x)) (26)
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має єдиний обмежений iнварiантний много-
вид y = vz(x) в просторi C0 (Rm), оскiль-
ки функцiя Q (x, z(x)) належить простору
C0 (Rm) при довiльному, фiксованому z(x) ∈
C0 (Rm). Це дає можливiсть задати вiдобра-
ження G̃ :

G̃(z(x)) =

=

∞∫
−∞

G0 (τ, x)Q(x(τ ; x), z(x(τ ; x)))dτ , (27)

яке довiльнiй функцiї z(x) ∈ C0 (Rm) ста-
вить у вiдповiднiсть деяку функцiю y =
vz(x) з простору C0 (Rm), що описує обме-
жений iнварiантний многовид системи (26),
тобто G̃ : C0 (Rm) −→ C0 (Rm).

Покажемо, що дане вiдображення
G̃(z(x)) за певних умовах (в умовах те-
ореми) буде стискуючим вiдображенням.

Для цього подамо G̃(z(x))− G̃(z(x)) у ви-
глядi

G̃(z(x))− G̃(z(x)) =

=

∞∫
−∞

G0(τ, x)Q(x(τ ;x), z(x(τ ;x)))dτ−

−
∞∫

−∞

G0 (τ, x)Q(x(τ ;x), z(x(τ ;x)))dτ .

Отже,
∥G̃(z(x))− G̃(z(x))∥ =

=
∥∥∥ ∞∫
−∞

G0 (τ, x)Q(x(τ ;x), z(x(τ ;x)))dτ−

−
∞∫

−∞

G0 (τ, x)Q(x(τ ; x), z(x(τ ; x)))dτ
∥∥∥ ≤

≤
∞∫

−∞

∥G0(τ, x)Q(x(τ ;x), z(x(τ ; x)))−

−G0(τ, x)Q(x(τ ; x), z(x(τ ; x)))∥dτ ≤

≤
∞∫

−∞

∥G0(τ, x)∥∥Q(x(τ ; x), z(x(τ ; x)))−

−Q(x(τ ;x), z(x(τ ; x)))∥dτ ≤

≤ N

∞∫
−∞

∥G0 (τ, x) ∥ ∥z(x(τ ;x))− z(x(τ ;x))) ∥dτ ≤

≤ N ∥z(x))− z(x)) ∥0

∞∫
−∞

∥G0 (τ, x) ∥dτ.

Звiдси, на пiдставi оцiнки (8),

∥G̃(z(x))− G̃(z(x))∥ ≤ N∥ ∥z(x))− z(x)) ∥0×

×
∞∫

−∞

K exp{−γ0|t|}dτ =

= KN∥z(x)− z(x)∥0

∞∫
−∞

exp{−γ0|t|}dτ =

= KN · 2

γ0
∥∥z(x))− z(x))∥0.

Тобто
∥G̃(z(x))− G̃(z(x))∥ ≤

≤ KN · 2

γ0
∥ ∥z(x))− z(x)) ∥0. (28)

Або, з урахуванням нерiвностi (25),

∥G̃(z(x))− G̃(z(x))∥ ≤ N · (2 +
√
2)×

×
(
∥A∥0∥∥S∥0

β

)3/2
4∥S∥0
β

∥z(x))− z(x)) ∥0.

(29)
Отже, при виконаннi нерiвностi (17), G̃

буде стискуючим вiдображенням. А тому,
згiдно з принципом стискуючих вiдобра-
жень [9], оператор G̃ : C0 (Rm) −→ C0 (Rm)
має єдину нерухому точку. Нехай v (x) ∈
C0 (Rm) – це нерухома точка даного вiдобра-
ження, залишилось показати, що y = v(x)
є обмеженим iнварiантним многовидом си-
стеми (12). Для цього розглянемо вектор-
функцiю y = v(x(t;x)) i покажемо, що вона
задовольняє диференцiальне рiвняння

dy(t)

dt
= A (x (t; x0)) y(t)+

+Q(x(t;x0), y(t)), t ∈ R. (30)

Враховуючи, що система (30) – це система
лiнiйних диференцiальних рiвнянь з обме-
женими на R коефiцiєнтами, залежними вiд
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параметра x0, яка експоненцiально дихото-
мiчна на осi R, то для неї, при кожному
x ∈ Rm, iснує функцiя Грiна задачi про
обмеженi розв’язки, яку можна задати у ви-
глядi

Gt (τ, x) =

{
Ωt
τ (x)P (τ, x) , τ ≤ t

Ω0
τ (x) [P (τ, x)− In] , τ > t

,

для якої

∥Gt (τ, x)∥ ≤ K exp {−γ |t− τ |} , (31)

x ∈ Rm, t, τ ∈ R,

Gt (t− 0, x)−Gt (t+ 0, x) = In, x ∈ Rm,
(32)

t, τ ∈ R.

dGt (τ, x)

dt
= A(x (t;x))Gt (τ, x) , (33)

x ∈ Rm, t, τ ∈ R, t ̸= τ,

для довiльного x ∈ Rm, t, τ ∈ R.
Оскiльки v(x) – нерухома точка операто-

ра (34), то
v(x (t;x))) =

=

∞∫
−∞

G0 (τ, x)Q(x(τ ; x), v(x(τ ;x)))dτ . (34)

Тому, завдяки груповiй властивостi для
функцiї x(t; x), яка задається спiввiдношен-
ням x(t;x(θ;x)) ≡ x(t+θ;x), випишемо деякi
властивостi

Ωt
τ (x(θ;x);A) ≡ Ωt+θ

τ+θ (x;A) , (35)

x ∈ Rm, t, τ ∈ R,

Gt (τ + t, x) = G0 (τ, x (t;x)) , (36)

x ∈ Rm, t, τ ∈ R.

Тодi

v(x(t;x)) =

∞∫
−∞

G0(θ, x(t;x))×

×Q(x(θ;x(t; x)), v(x(θ; x(t;x))))dθ ≡

≡
∞∫

−∞

Gt(θ+t, x)Q(x(t+θ; x), v(x(t+θ; x)))dθ.

Зробивши замiну змiнних, θ + t = τ

v(x (t;x))) ≡

≡
∞∫

−∞

Gt (τ, x)Q(x(τ ; x), v(x(τ ;x)))dτ .

Звiдси

v(x (t;x)) ≡
t∫

−∞

Gt (τ, x)Q(x(τ ;x), v(x(τ ; x)))dτ+

+

∞∫
t

Gt (τ, x)Q(x(τ ;x), v(x(τ ;x)))dτ .

Зауважимо, що властивостi функцiй
f(x), A(x) i нерiвностi (31) дають можли-
вiсть продиференцiювати обидвi частини
цiєї тотожностi по t i з урахуванням (36),(35)
будемо мати

dv(x (t;x))

dt
≡ Gt (t− 0, x)Q (x(t;x), v(x(t; x)))+

+A(x (t;x))

t∫
−∞

Gt (τ, x)Q(x(τ ;x), v(x(τ ;x)))dτ−

−Gt (t+ 0, x)Q (x(t;x), v(x(t; x)))+

+A(x (t;x))

∞∫
t

Gt (τ, x)Q(x(τ ;x), v(x(τ ;x)))dτ

dv(x (t;x))

dt
≡ A(x (t; x))v(x (t;x))+

+Q (x(t;x), v(x(t; x))) .

Отже, якщо зафiксувати довiльну точку
x0 ∈ Rm, то (x(t;x0), v(x(t; x0))) є розв’язком
системи (30) для всiх t ∈ R, а значить вико-
нується тотожнiсть (15) для ∀x ∈ Rm. Цього
достатньо, з урахуванням v(x) ∈ C0 (Rm),
щоб стверджувати, що y = v(x) є обмеже-
ним iнварiантним многовидом системи (12).
Теорему доведено.

Iз умови (11) видно, що при "малих збу-
реннях"матрицi A (x) система (1) також бу-
де мати функцiю Грiна-Самойленка. Роз-
глянемо випадок, коли вектор-функцiя f (x)
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i математична функцiя A (x) є неперервни-
ми за всiєю сукупнiстю змiнних x1, . . . , xm i
2π – перiодичними за кожною змiнною xj,
j = 1,m, тобто заданi на m-вимiрному торi
Tm; x ∈ Rn i опишемо клас збурень матрицi
A (x), не обов’язково малих за нормою, при
яких зберiгається регулярнiсть системи (1).
Має мiсце наступне твердження.

Теорема 2. Нехай для матрицанта
Ωt

0(x;A) лiнiйної системи рiвнянь (1) вико-
нується оцiнка

∥Ωt
0(x;A)∥ ≤ Ke−γt, t ≤ 0 ∀x ≤ Tm (37)

з додатними сталими K та γ, незалежни-
ми вiд x ∈ T m i t ∈ R+.

Тодi збурена система

dx

dt
= f (x) ,

dy

dt
= (A (x) +B (x)) y (38)

при кожнiй матричнiй функцiї B (x) ∈
C0 (Tm) з умовою

+∞∫
−∞

∥B (xσ (x))∥dσ ≤ K1, (39)

де стала K1 <∞, буде регулярною.
Доведення. Легко переконатись, що ма-

трицант Ωt
0 (x;A+B) = X (t) збуреної лi-

нiйної системи

ẏ = (A (xt (x)) +B (xt (x))) y

задовольняє iнтегральне рiвняння

X (t) = Ωt
0 (x;A)×

×

In + t∫
0

Ωσ
0 (x;A)B (xσ (x))X (σ) dσ

 .
Звiдси, з урахуванням оцiнки (37), отриму-
ємо

∥X (t)∥ ≤ Ke−γt×

×

1 +

t∫
0

eγσ∥B(xσ(x))∥∥X(σ)∥dt

 , t ≥ 0.

А це дає можливiсть отримати оцiнку

∥Ωt
0(x;A+B)∥ ≤ Ke−γte

t∫
0

∥B(xσ(x))∥dσ
, t ≥ 0.

(40)

Тепер, з урахуванням умови (39) на осно-
вi (40), можна стверджувати, що система
має єдину функцiю Грiна-Самойленка зада-
чi про iнварiантнi тори

G0 (τ, x) =

{
Ω0
τ (x;A+B) , τ ≤ 0;

0, τ > 0.

Отже, система (38) є регулярною.
Зауваження 1. Оцiнку (37) можна замi-

нити такою:∥∥Ωt
0 (x;A)

∥∥ ≤ K3e
γt, t ≤ 0 ∀ x ∈ Tm,

де K3, γ – додатнi сталi, при цьому, теорема
2 залишається правильною.

А отже, можна стверджувати, що систе-
ма вигляду

dx

dt
= f (x) , ẏ1 = A+ (x) y1, ẏ2 = A− (x) y2

(41)
з матрицантами Ωt

τ (x;A
+) ,Ωt

τ (x;A
−) , якi

задовольняють оцiнки

∥Ωt
0 (x;A)C (x)∥ ≤ Ke−γt, t ≥ 0

∥Ωt
0 (x;A) (C (x)− In)∥ ≤ Keγt, t < 0,

(42)
зберiгає властивiсть регулярностi при збуре-
ннях:

dx

dt
= f (x) ,

dy1
dt

= (A+ (x) +B− (x)) y1,

dy2
dt

= (A− (x) +B2 (x)) y2,
(43)

де матрицi Bi (x) ∈ C0 (Tm) задовольняють
умову (39).

Зауважимо, що при виконаннi оцiнок (42)
тривiальний тор yi = 0 системи (41) є експо-
ненцiально дихотомiчним, тобто лiнiйна си-
стема ẏ1 = A+ (x) y1, ẏ2 = A− (x) y2 експо-
ненцiально дихотомiчна на всiй осi R рiв-
номiрно за параметрами x ∈ Tm. Виникає
питання: чи буде зберiгатись регулярнiсть
системи (16), якщо вибирати збурення B(x)
не блочно-дiагонального вигляду? В систе-
мi (38) збурення B (x) = diag{B1(x), B2(x)}.
Розглянемо один з прикладiв, якi показу-
ють, що регулярнiсть системи (38) може по-
рушуватись.
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Приклад.

dx

dt
= sin (x) ,

dy1
dt

= cos (x) y1, (44)

dy2
dt

= sin (x) y1 − cos (x) y2.

Переконаємось, що система (44) є регуляр-
ною. З цiєю метою розглянемо квадратичну
форму

V (x, y1, y2) = cos (x)y21 + 2sin (x)y1y2−

−(cos(x))y22.

Матриця, яка вiдповiдає цiй квадратичнiй
формi

S (x) =

(
cos (x) sin (x)
sin (x) − cos (x)

)
,

є невиродженою ( detS (x) =
−cos2 (x)− sin2 (x) = −1 ̸= 0 ) i її вла-
снi значення : λ1 = +1, λ2 = −1.

Взявши похiдну вiд квадратичної форми
в силу системи (44), маємо

V̇ (x, y1, y2) = −(sin(x))2y21 + 2(cos(x))2y21+

+2cos(x)sin(x)y1y2+

+2sin(x)cos(x)y1y2 + 2sin(x)y1(sin(x)y1−
− cos(x)y2) + sin(x)2y22−

−2cos(x)y2 sin(x)y1 + 2cos(x)y22 =

= (sin2(x) + 2 cos2(x))y21−
−2cos(x)sin(x)y1y2 + (sin2(x) + 2cos2(x))y22

≥ y21 − sin(2x)y1y2 + y22 ≥ y21 − |y1||y2|+

+y22 ≥ y21 −
1

2
(y21 + y22) =

1

2
(y21 + y22).

Отже, система (44) є регулярною, тривiаль-
ний тор y = 0 є експоненцiально дихотомi-
чним i розмiр пiдпросторiв E+ i E− дорiв-
нює 1.

Для системи (44) матриця A (x) має ви-
гляд

A (x) =

(
cos (x) 0
sin (x) − cos (x)

)
.

Тепер вибираємо матрицю B (x)

B (x) =

(
0 0

− sin (x) 0

)
.

Вiдповiдно, збурена система буде мати ви-
гляд

dx

dt
= sin (x) ,

dy1
dt

= cos (x) y1, (45)

dy2
dt

= −cos (x) y2.

Очевидно, що система (45) не є регулярною.
При цьому покажемо, що матриця B (x) за-
довольняє умову (39). Справдi, нехай xt (x0)
– розв’язок рiвняння x = sin (x) такий, що
x|t=0 = x0. Тодi, очевидно, можна записа-
ти d

dt
xt (x0) = sin xt (x0). Далi, видiливши

окремо три випадки: 1) x0 ∈ (0, π) ; 2)
x0 = 0 i x0= π; 3) x0 ∈ (π, 2π), розгляне-
мо перший з них: 1)

+∞∫
−∞

∥B (xσ (x0))∥dσ =

= lim
T1→−∞
T2→+∞

T2∫
T1

|sin (xσ (x0)) | dσ =

= lim
T1→−∞
T2→+∞

T2∫
T1

d

dt
xt (x0) dt =

= lim
T1→−∞
T2→+∞

[xT1 (x0)− xT2 (x0)] = π − 0 = π.

Аналогiчно для двох наступних випадкiв
отримаємо:

2) при x0 = 0 i при x0 = π, враховуючи,
що xt (0) ≡ 0, xt (π) ≡ π,

∞∫
−∞

∥B (xσ (x0))∥ dσ = 0;

3) при x0 ∈ (π, 2π)
∞∫

−∞
∥B (xσ (x0))∥ dσ =

− (π − 2π) = π.
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Отже,
∞∫

−∞

∥B (xσ (x0))∥dσ =

{
π, x ̸= πk;
0, x = πk.

Теорема 3. Нехай система з вiдокрем-
леними змiнними (41) є регулярною i вiдпо-
вiдно для матрицантiв Ωt

0 (x;A
±) виконую-

ться оцiнки (42). Тодi збурена система

dx

dt
= f (x) ,

dy1
dt

=
(
A+ (x) +B1 (x)

)
y1, (46)

dy2
dt

= B3 (x) y1 +
(
A− (x) +B2 (x)

)
y2

при будь-яких матрицях Bi (x) ∈ C0 (Tm) ,
i = 1, 2, що задовольняють умову (39), буде
регулярною.

Доведення. З регулярностi обох систем
(42) випливає, що iснує невироджена ква-
дратична форма

V (x, y1, y2) = ⟨S1 (x) y1, y1⟩+ ⟨S2 (x) y2, y2⟩ ,

яка має знаковизначену похiдну V̇ в силу
системи (43), тобто

V̇ ≥ ∥y1∥2 + ∥y2∥2.

Тепер, вибираючи квадратичну форму

Vp (x, y1, y2) = p ⟨S1 (x) y1, y1⟩+ ⟨S2 (x) y2, y2⟩ ,

безпосередньо переконуємось, що при вели-
ких значеннях параметра p > 0 її похiдна
в силу системи (46) буде знаковизначеною.
Це i дає, очевидно, можливiсть стверджува-
ти, що система (46) є регулярною. Теорему
доведено.

Теорема 4. Нехай система (1) має єди-
ну функцiю Грiна-Самойленка (7), (8) з ма-
трицею проектування C (x) = C2 (x) ∈
C0 (Tm) .

Тодi система

dx

dt
= f(x),

dy

dt
=
(
A (x) +B (x)−

−C(x)B(x)(In − C(x))
)
y, (47)

при кожнiй (n× n) -вимiрнiй матрицi
B (x) ∈ C0 (Tm) , яка задовольняє умову
(39), є регулярною.

Доведення. Нехай матриця L (x) приво-
дить матрицю C (x) до жорданової форми:

L−1 (x)C (x)L (x) = diag {Ir, 0} . (48)

Вiдомо, що матрицю L (x) не завжди можна
вибрати 2π-перiодичною по xj, j = 1,m.
При цьому L (xt (x)) неперервно диференцi-
йована по t, L̇ (x)

def
= d

dt
L(xt (x))|t=0. Заува-

жимо, що замiна змiнних

y = L (x) y (49)

в системi (1) зводить її до розщепленого ви-
гляду за нормальними змiнними, тобто

L−1 (x)
(
A (x)L (x)− L̇ (x)

)
=

= diag
{
A+ (x) , A− (x)

}
.

Проведемо замiну змiнних (49) в системi
(47). З урахуванням (48) отримуємо систе-
му

dx

dt
= f (x) ,

ẏ =
[(

A+ (x) 0
0 A− (x)

)
+

+
(
B11 (x) 0
B21 (x) B22 (x)

)]
y,

де матриця

B (x)=

(
B11 (x) 0
B21 (x) B22 (x)

)
=

= L−1 (x) [B (x)−C (x)B (x) (In−C (x))]L (x) ,

очевидно, задовольняє умову (39). А це до-
зволяє стверджувати про правильнiсть тео-
реми 4.

Зауваження 2. Останнє твердження бу-
де мати мiсце i в тому випадку, коли матри-
ця збурень має вигляд

B (x)− (In − C (x))B (x) C (x) .
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