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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÀÍÀËIÇ ÌÎÄÅËÅÉ ÄÈÍÀÌIÊÈ ÂIÊÎÂÎ� ÑÒÐÓÊÒÓÐÈ ÁIÎËÎÃI×ÍÈÕ
ÏÎÏÓËßÖIÉ Ç ÍÅËIÍIÉÍÈÌÈ ÏÐÎÖÅÑÀÌÈ ÍÀÐÎÄÆÓÂÀÍÍß

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ íåïåðåðâíà ìîäåëü äèíàìiêè içîëüîâàíèõ ïîïóëÿöié ç íåëiíiéíîþ íàðîäæó-
âàíiñòþ. Äëÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi, ùî ¹ íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ äëÿ ðiâíÿííÿ ç ÷à-
ñòèííèìè ïîõiäíèìè äîâåäåíà òåîðåìà iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ. Âèâ÷à¹òüñÿ ïèòàííÿ
iñíóâàííÿ òà ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ ðîçïîäiëiâ âiêîâî¨ ñòðóêòóðè.

We consider continuous model of the dynamic age structure for an isolation population with
nonlinear birth-rate. For a mathematical model, which is a boundary value problem for a �rst
order partial di�erential equation, we prove the existence and uniqueness theorem. We also study
the existence and stability of a stationary distributions for the age structure.

1. Âñòóï
Îñîáëèâå ìiñöå ñåðåä ìîäåëåé äèíàìi-

êè ÷èñåëüíîñòi áiîëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié çàéìà-
þòü ìîäåëi, ùî âðàõîâóþòü íåîäíîðiäíîñòi
îñîáèí ïîïóëÿöi¨, çîêðåìà, âiêîâó ñòðóêòó-
ðó.

Êëàñè÷íà ëiíiéíà ìîäåëü äèíàìiêè âiêî-
âî¨ ñòðóêòóðè [1] (ìîäåëü Ìàêêåíäðèêà ôîí
Ôîåðñòåðà) ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñèñòåìó ðiâíÿíü ç
÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó, ùî
îïèñóþòü ïðîöåñ âèìèðàííÿ (ðiâíÿííÿ âè-
æèâàííÿ) òà iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ âiäíîâ-
ëåííÿ, ùî âèçíà÷à¹ ïðîöåñ íàðîäæóâàííÿ,
âèãëÿäó

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d(τ)x(τ, t), t, τ > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ)x(τ, t)dτ, t > 0, (1)

x(τ, t) = φ(τ), τ ≥ 0.

Òóò x(τ, t) � âiêîâà ùiëüíiñòü îñîáèí âi-
êó τ â ìîìåíò ÷àñó t, d(τ), b(τ) � ôóíêöi¨,
ùî îïèñóþòü ïðîöåñè âèæèâàííÿ òà íàðî-
äæóâàíîñòi, âiäïîâiäíî, φ(τ) � ïî÷àòêîâèé
âiêîâèé ðîçïîäië.

Ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1), ÿê ïî-
êàçàíî â [2], âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìíèì ïàðà-
ìåòðîì

P =

∞∫
0

b(τ) exp
(
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
)
dτ,

ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ áiîëîãi÷íèì ïîòåíöiàëîì.
Â çàëåæíîñòi ñàìå âiä çíà÷åííÿ P ìà¹-

ìî òðè ðiçíi ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó x(τ, t) [2].
Ïðè P > 1 äîìiíóþòü ïðîöåñè âiäòâîðåí-
íÿ i x(τ, t) → ∞ ïðè t → ∞, ïðè P < 1
x(τ, t) → 0 ïðè t → ∞ äëÿ áóäü-ÿêîãî τ ∈
[0,∞). Ïðè P = 1 ïðîöåñè íàðîäæóâàííÿ
i âèæèâàííÿ ïåðåáóâàþòü â ðiâíîâàçi i â ñè-
ñòåìi (1) iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ñòàöiîíàð-

íèõ ñòàíiâ x0 exp
(
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
)
, x0 ∈ [0,∞) i

òiëüêè âiä ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ φ(τ) çàëå-
æèòü, ÿêèé ç íèõ ðåàëiçó¹òüñÿ.

Â îñòàííié ÷àñ ïðèäiëÿ¹òüñÿ çíà÷íà óâàãà
íåëiíiéíèì ìîäåëÿì äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðó-
êòóðè, îñêiëüêè ôóíêöi¨ íàðîäæóâàííÿ òà
âèæèâàííÿ çàëåæàòü íå òiëüêè âiä âiêó τ ,
àëå é âiä ùiëüíîñòi x(τ, t) i äåÿêèõ ôóíêöiî-
íàëiâ, íàïðèêëàä, âiä çâàæåíî¨ ÷èñåëüíîñòi
ïîïóëÿöi¨.

Ìîäåëi, ÿêi âðàõîâóþòü íåëiíiéíîñòi äî-
çâîëÿþòü âiäøóêàòè ìåõàíiçìè ñòàáiëiçàöi¨
ðîçâ'ÿçêiâ äî íåòðèâiàëüíèõ ñòàíiâ ðiâíîâà-
ãè. Ïðèêëàäàìè òàêèõ ðîáiò ¹ [3, 4].

Àíàëiòè÷íå äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ
ìîäåëåé äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè ñïðè-
ÿ¹ áiëüø ãëèáîêîìó ðîçóìiííþ çàêîíîìið-
íîñòåé ðîçâèòêó áiîëîãi÷íèõ ñèñòåì òà âè-
ðîáëåííþ ðîçóìíèõ ñòðàòåãié ðàöiîíàëüíîãî
êåðóâàííÿ íàÿâíèìè áiîðåñóðñàìè.

Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ ìî-
äåëi äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè áiîëîãi÷íèõ

ISSN 2309-4001.Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2016. � Ò. 4, � 3�4. 115



ïîïóëÿöié ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ, ùî îïè-
ñó¹ ïðîöåñ íàðîäæóâàííÿ íåëiíiéíî çàëå-
æèòü âiä ãóñòèíè ÷èñåëüíîñòi x(τ, t), òîáòî
b = b(τ, x).
2. Ôîðìóëþâàííÿ îá'¹êòà äîñëiäæå-

ííÿ
Ìîäåëü, ùî âðàõîâó¹ íåëiíiéíîñòi â ïðî-

öåñàõ íàðîäæóâàííÿ óçàãàëüíþ¹ (1) i ìà¹
âèãëÿä

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d(τ)x, t, τ > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, x)x(τ, t)dτ, t > 0, (2)

x(τ, t) = φ(τ), τ ≥ 0.

Òóò b(τ, x) � íåëiíiéíà ôóíêöiÿ íàðîäæóâà-
íîñòi, ùî çàëåæèòü âiä âiêó τ i ùiëüíîñòi x.
Òèïîâèé ãðàôiê öi¹¨ çàëåæíîñòi íàâåäåíèé
íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1
Òàêà çàëåæíiñòü âèçíà÷à¹ ñòèìóëþþ÷ó

ïîïóëÿöiþ ïðè íåâåëèêèõ x, ïðè âåëèêèõ x
òàêà ôóíêöiÿ íàðîäæóâàíîñòi ëiìiòó¹ êiëü-
êiñíèé ðiñò ïîïóëÿöi¨, òîáòî íàéáiëüøà íà-
ðîäæóâàíiñòü ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïðè ïåâíié âi-
êîâié ùiëüíîñòi â ïîïóëÿöi¨.

Çðîáèìî òàêi ïðèïóùåííÿ âiäíîñíî ïàðà-
ìåòðiâ ñèñòåìè (2):

1) d(τ) � íåïåðåðâíà íà R+, R+ = [0,∞),
d(∞) = ∞;

2) b(τ, x) � íåïåðåðâíà é îáìåæåíà íà
R+ × R+, iíòåãðîâíà ïî x íà R+;

3) b′x(τ, x) � îáìåæåíà íà R+ × R+;
4) φ(τ) � iíòåãðîâíà íà R+;
5) d(τ), b(τ, x), φ(τ) ≥ 0, τ , x ∈ R+.
3. Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ

çàäà÷i (2)
Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ âèæèâàííÿ ñèñòåìè

(2) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

x(τ, t) = Ω(t− τ)Λ(τ), (3)

äå Λ(τ) = exp
(
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
)
, Ω(t) � äåÿêà

ôóíêöiÿ, ùî ìà¹ ÿñíèé áiîëîãi÷íèé çìiñò.
Äiéñíî, Ω(t) = x(0, t) � ùiëüíiñòü ÷èñåëü-
íiñòü íîâîíàðîäæåíèõ îñîáèí â ìîìåíò ÷àñó
t.

Ïiäñòàâèâøè (3) â ðiâíÿííÿ íàðîäæóâà-
íîñòi ñèñòåìè (2), ìà¹ìî

Ω(t) =

∞∫
0

b(τ,Ω(t− τ)Λ(τ))Λ(τ)Ω(t− τ)dτ.

(4)
ïðè t = 0 x(τ, 0) = φ(τ) = Ω(−τ)Λ(τ). Çâiäñè

Ω(−τ) = φ(τ)(Λ(τ))−1.

Ïîäàþ÷è â (4)
∞∫
0

=
t∫
0

+
∞∫
t

, îòðèìà¹ìî

Ω(t) =

t∫
0

b(τ,Ω(t−τ)Λ(τ))Λ(τ)Ω(t−τ)dτ+Q(t),

(5)
äå

Q(t) =

∞∫
0

b
(
τ + t, φ(τ)

Λ(τ + t)

Λ(τ)

)
×

×φ(τ)Λ(τ + t)

Λ(τ)
dτ. (6)

Q(t) ¹ ùiëüíiñòþ íîâîíàðîäæåíèõ â ìîìåíò
÷àñó t îñîáèíàìè, ùî ñêëàäàëè ïîïóëÿöiþ â
ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0. Iíòåãðàë â (5)
äà¹ ùiëüíiñòü íîâîíàðîäæåíèõ âiä îñîáèí,
ùî íàðîäèëèñÿ çà ÷àñ t.

Ðiâíÿííÿ (5) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó ôîðìi

Ω(t) =

t∫
0

b(τ + t,Ω(τ)Λ(τ + t))×

×Λ(τ + t)Ω(τ)dτ +Q(t). (7)

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið H = {(τ, x) | τ, x ∈ R+}.
Çãiäíî ç óìîâàìè 2), 3), 5) îòðèìó¹ìî îöiíêè

b0 = sup
τ,x∈H

b(τ, x),

b1 = sup
τ,x∈H

|b′x(τ, x)|. (8)
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Äëÿ âñiõ x ≥ 0 iç (6), (8) òà (3), îäåðæó¹ìî

Ω(t) ≤ b0

t∫
0

Ω(τ)dτ+

+b0Φ,Φ =

∞∫
0

φ(τ)dτ.

Çãiäíî ç ëåìîþ Ãðîíóîëà-Áåëìàíà ìà¹ìî
îöiíêó

Ω(t) ≤ b0Φe
b0t. (9)

Äîâåäåìî òàêå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1) �

5), òî ðiâíÿííÿ (5) ìà¹ ¹äèíèé íåâiä'¹ìíèé
ðîçâ'ÿçîê äëÿ t ∈ [0, T ], T > 0.
Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó îïåðà-

òîð

Ψ(Ω) =

t∫
0

b(τ + t,Ω(τ)Λ(τ + t))×

×Λ(τ + t)Ω(τ)dτ +Θ(t).

Çãiäíî ç óìîâàìè 2), 5) îïåðàòîð Ψ:
C+(0, T ) → C+[0, T ], T > 0, äå C+[0, T ]
� ïðîñòið íåïåðåðâíèõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié
íà [0, T ]. Äîâåäåìî òåïåð, ùî îïåðàòîð Ψ ¹
ñòèñêàþ÷èì â ïðîñòîði C+[0, T ], T > 0. Äëÿ
öüîãî ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ

Ψ(Ω1)−Ψ(Ω2) =

t∫
0

[b(τ + t,Ω1(τ)Λ(τ + t))×

×Ω1(τ)− b(τ + t,Ω2(τ)Λ(τ + t))Ω2(τ)]×
×Λ(τ + t)dτ.

Çâiäñè

|Ψ(Ω1)−Ψ(Ω2)| ≤
t∫

0

|b(τ+t,Ω1(τ)Λ(τ+t))Ω1(τ)−

−b(τ + t,Ω1(τ)Λ(τ + t))Ω2(τ)|dτ+

+

t∫
0

|b(τ + t,Ω1(τ)Λ(τ + t))Ω2(τ)−

−b(τ + t,Ω2(τ)Λ(τ + t))Ω2(τ)|dτ

àáî

|Ψ(Ω1)−Ψ(Ω2)| ≤ b0

t∫
0

|Ω1(τ)− Ω2(τ)|dτ+

+b1

t∫
0

|Ω1(τ)− Ω2(τ)|Ω2(τ)dτ.

Âðàõîâóþ÷è îöiíêó (9) ìà¹ìî

∥Ψ(Ω1)−Ψ(Ω2)∥ ≤ b0T∥Ω1 − Ω2∥+

+b1Tb0Φe
b0τ∥Ω1 − Ω2∥ =

= (b0T + b1Tb0Φe
b0T )∥Ω1 − Ω2∥,

äå
∥Ω(t)∥ = sup

t∈[0,T ]
|Ω(t)|.

×èñëî T ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá

(b0 + b1b0Φe
b0T )T < 1.

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ Ψ ¹ ñòèñêàþ÷èì.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ (7) ìà¹ îäèí i
òiëüêè îäèí íåâiä'¹ìíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ìî-
æíà ïðîäîâæèòè äî áóäü-ÿêîãî T > 0. Òåî-
ðåìó äîâåäåíî.
4. Iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿç-

êiâ ïîïóëÿöiéíî¨ çàäà÷i
Ïðè ìîäåëþâàííi äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi

áiîëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié îñîáëèâó ðîëü âiäi-
ãðàþòü ñòàöiîíàðíi ðåæèìè, îñêiëüêè ñàìå
öi ðåæèìè íàé÷àñòiøå ðåàëiçóþòüñÿ â ïðè-
ðîäi. Òîìó ¨õ äîñëiäæåííÿ ìà¹ êîíêðåòíå
ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ ÿê iñòîòíèé êðîê íà
øëÿõó ðîçóìiííÿ ïðèðîäíèõ ïðîöåñiâ.

Ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè x(τ) çàäà÷i (2) âè-
çíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿíü

dx(τ)

dτ
= −d(τ)x,

x(0) =

∞∫
0

b(τ, x)x(τ)dτ. (10)

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (10) ìà¹ìî

x(τ) = x(0)Λ(τ),
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òîäi äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (10) ìîæíà çà-
ïèñàòè ó âèãëÿäi

x(0)
(
1−

∞∫
0

b(τ, x(0)Λ(τ))Λ(τ)dτ
)
= 0.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî x(0) = 0, àáî x(0) =
x0 çíàõîäèòüñÿ ç ðiâíÿííÿ Φ(u) = 1, äå

Φ(u) =

∞∫
0

b(τ, uΛ(τ))Λ(τ)dτ.

Ïîçíà÷èìî b(τ, 0)Λ(τ) = K(τ) i ðîçãëÿíåìî
ïîïóëÿöiþ, â ÿêî¨ ðåïðîäóêòèâíèé ïîòåíöi-

àë P =
∞∫
0

K(τ)dτ < 1, òîáòî ïðè ìàëèõ ùiëü-

íîñòÿõ ïîïóëÿöiÿ ñàìà íå ìîæå âiäòâîðèòè-
ñÿ.

Íåõàé Φ(u) � óíiìîäàëüíà ôóíêöiÿ, òîäi
ìîæëèâi âèïàäêè:

(A) max
u∈R+

Φ(u) > 1;

(B) max
u∈R+

Φ(u) < 1.

Âèïàäîê max
u∈R+

Φ(u) = 1 íà ïðàêòèöi ¹

ìàëîiìîâiðíèì. Òîäi ó âèïàäêó A çàäà÷à
(2), êðiì íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó ìà¹ ùå äâà
íåíóëüîâèõ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíè x1(0)Λ(τ) i
x2(0)Λ(τ), x1(0) < x2(0).
5. Ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíèõ âiêîâèõ

ðîçïîäiëiâ
Äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ ñòà-

íiâ åêîñèñòåì ¹ îäíi¹þ ç îñíîâíèõ çàäà÷ ïî-
ïóëÿöiéíî¨ åêîëîãi¨, îñêiëüêè ñòiéêiñòü ñòà-
öiîíàðíèõ ñòàíiâ ïî âiäíîøåííþ äî ìàëèõ
çáóðåíü ìîæå ñëóæèòè îçíàêîþ ðåàëiçàöi¨
âiäïîâiäíîãî ðåæèìó â ðåàëüíèõ áiîëîãi÷íèõ
óãðóïóâàííÿõ.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíîãî
ðîçïîäiëó x(τ) ïîêëàäåìî x(τ, t) = x(τ) +
ξ(τ, t).

Ëiíåàðèçàöiÿ â îêîëi íóëüîâîãî ñòàöiî-
íàðíîãî ðîçâ'ÿçêó äà¹ ëiíiéíi ìîäåëi äèíà-
ìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè òèïó (1), äëÿ ÿêèõ
íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ïðè óìîâi

P =

∞∫
0

K(τ)dτ < 1

¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì çà ïåðøèì íàáëè-
æåííÿì.

Äëÿ íåíóëüîâîãî ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó ñè-
ñòåìà ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ ìà¹ âèãëÿä

∂ξ

∂τ
+
∂ξ

∂t
= −d(τ)ξ,

ξ(0, t) =

∞∫
0

(b(τ, x(τ)) + b′x(τ, x)x)ξ(τ, t)dτ.

Óìîâà ñòiéêîñòi íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ öi¹¨
ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä

∞∫
0

(b(τ, x(τ)) + b′x(τ, x(τ))x(τ))Λ(τ)dτ < 1,

àáî
∞∫
0

b′x(τ, x(τ))x(τ))Λ(τ)dτ < 0.

Â ñèëó óíiìîäàëüíîñòi ôóíêöi¨ Φ(u) öÿ
óìîâà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ x2(0) i íå âèêîíó¹-
òüñÿ äëÿ x1(0). Òîìó ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê
x1(0)Λ(τ) íåñòiéêèé, à x2(0)Λ(τ) ñòiéêèé çà
ïåðøèì íàáëèæåííÿì.
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