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äîñëiäæåííÿ i çàñòîñóâàííÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ i
äåÿêèõ óëüòðàïàðàáîëi÷íèõ òèïó Êîëìîãîðîâà ðiâíÿíü ç âèðîäæåííÿìè íà ïî÷àòêîâié ãiïåð-
ïëîùèíi.

A brief review of results of S.D. Eidelman's disciples is presented. These results relate to
construction, research and application of fundamental solution of the Cauchy problem for parabolic
and some ultraparabolic Kolmogorov equations with degenerations on initial hyperplane.

Âñòóï. Ó çâ'ÿçêó ç âiäçíà÷åííÿì ó
2016 ð. 70-ði÷÷ÿ êàôåäðè äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó ïðèíà-
ãiäíî çãàäàòè ¨¨ ôóíäàòîðiâ, ÿêi çàïî÷àòêó-
âàëè ïåðñïåêòèâíi íàïðÿìêè íàóêîâèõ äî-
ñëiäæåíü. Îäíèì iç òàêèõ ôóíäàòîðiâ áóâ
Ñ.Ä.Åéäåëüìàí, ÿêèé, ïðàöþþ÷è â ×åðíiâ-
öÿõ, çàïðîïîíóâàâ i ïî÷àâ àêòèâíî ðîçðîá-
ëÿòè íèçêó àêòóàëüíèõ ïðîáëåì òåîði¨ ïà-
ðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü. Îòðèìàíi íèì i éîãî
ó÷íÿìè ðåçóëüòàòè äîáðå âiäîìi ñâiòîâié ìà-
òåìàòè÷íié ãðîìàäñüêîñòi. Ó öié ñòàòòi íà-
âîäèòüñÿ êîðîòêèé îãëÿä îäåðæàíèõ ó÷íÿ-
ìè Ñ.Ä.Åéäåëüìàíà ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåí-
íÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêi ìàþòü âèðîä-
æåííÿ íà ãiïåðïëîùèíi çàäàííÿ ïî÷àòêîâèõ
äàíèõ.

Ïîøòîâõîì äî öèõ äîñëiäæåíü áóëè ïðà-
öi [1�4], â ÿêèõ ðîçãëÿäàëèñü ïàðàáîëi÷íi
çà Ïåòðîâñüêèì ðiâíÿííÿ ç âèðîäæåííÿ-
ìè íà ïî÷àòêîâié ãiïåðïëîùèíi. Ó ïðàöÿõ
À.Ñ.Êàëàøíèêîâà [1, 2] çíàéäåíî êëàñè êî-
ðåêòíîñòi äëÿ âèðîäæåíèõ çà ÷àñîâîþ çìií-
íîþ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿä-
êó, ùî âêëþ÷àþòü çðîñòàþ÷i ôóíêöi¨. Öi ðå-
çóëüòàòè áóëè îäåðæàíi áåç âèêîðèñòàííÿ
ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó. À.Â. Ãëóøàê
òà Ñ.Ä.Øìóëåâè÷ [3] ïîáóäóâàëè ôóíäà-
ìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (ÔÐÇÊ)
äëÿ âèðîäæåíèõ íà ïî÷àòêîâié ãiïåðïëîùè-

íi {t = 0} ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äîâiëüíî-
ãî ïîðÿäêó, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî âèçíà÷è-
ëè êëàñ êîðåêòíîñòi çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ
óìîâ. Öåé êëàñ øèðøèé, íiæ êëàñ, îäåðæà-
íèé â [1]. Âií ìiñòèòü ôóíêöi¨, ÿêi çðîñòà-
þòü ÿê ïðè |x| → ∞, òàê i ïðè t → 0. Ó
ïðàöi Â.Ï. Ãëóøêà [4] äîâåäåíî, ùî ñèëüíî
âèðîäæåíå ðiâíÿííÿ íå äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿäà-
òè êëàñè÷íó çàäà÷ó Êîøi ç ïî÷àòêîâèìè äà-
íèìè ïðè t = 0. Òîìó ïðèðîäíî çàäàâàòè
ïî÷àòêîâó óìîâó ç äåÿêîþ âàãîþ. Ñàìå òàêi
ðîçâ'ÿçêè, ÿêi ç äåÿêîþ âàãîþ çàäîâîëüíÿ-
þòü ïî÷àòêîâó óìîâó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó,
áóëè çíàéäåíi â [3].

Ðîçãëÿäàòèìåìî ðiâíÿííÿ (ñêàëÿðíå àáî
âåêòîðíå, òîáòî ñèñòåìó ñêàëÿðíèõ ðiâíÿíü)
âèãëÿäó(

α(t)∂t − β(t)A(t, x, ∂x)− a0(t, x)
)
u = f,

t > 0, x ∈ Rn, (1)

äå a0 � çàäàíà ôóíêöiÿ, A � äèôåðåíöiàëü-
íèé âèðàç çà n-âèìiðíîþ ïðîñòîðîâîþ çìií-
íîþ x òàêèé, ùî âèðàç

∂t − A(t, x, ∂x)− a0(t, x) (2)

ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íèé â òîìó ÷è iíøîìó
ñåíñi â øàði Π[0,T ] := [0, T ]×Rn; α i β � íåïå-
ðåðâíi íà [0, T ] ôóíêöi¨, äëÿ ÿêèõ α(t) > 0,
β(t) > 0 ïðè t > 0 i α(0)β(0) = 0, ïðè÷îìó
ôóíêöiÿ β ìîíîòîííî íåñïàäíà.
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Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (1) ïðè t = 0 âèðîä-
æó¹òüñÿ, òî äëÿ íüîãî íå çàâæäè ìîæíà
ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó Êîøi ç ïî÷àòêîâèìè äà-
íèìè ïðè t = 0 ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi.
Àëå ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ôóíäàìåíòàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (ÔÐÇÊ) çãiäíî ç òà-
êèì îçíà÷åííÿì.
Îçíà÷åííÿ 1. ÔÐÇÊ äëÿ ðiâíÿííÿ (1)

íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ G(t, x; τ, ξ), 0 < τ <
< t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, òàêà, ùî ôîðìóëà

u(t, x) =

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)φ(ξ) dξ, (t, x) ∈ Π(τ,T ],

âèçíà÷à¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) ïðè t > τ ,
x ∈ Rn, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó

u(t, x)

∣∣∣∣
t=τ

= φ(x), x ∈ Rn,

äëÿ áóäü-ÿêîãî τ ∈ (0, T ) i äîâiëüíî¨ íåïå-
ðåðâíî¨ òà îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ φ.

Ðiâíÿííÿ (1) ìàþòü âèðîäæåííÿ ïðè t =
0, ÿêi êëàñèôiêóþòüñÿ çà âåëè÷èíàìè

A(t, τ) :=

t∫
τ

dθ

α(θ)
i B(t, τ) :=

t∫
τ

β(θ)

α(θ)
dθ.

Òàê, ó âèïàäêó, êîëè A(T, 0) < +∞, ðiâ-
íÿííÿ (1) ìà¹ ñëàáêå âèðîäæåííÿ, à êîëè
A(T, 0) = +∞, òî � ñèëüíå. ßêùî A(T, 0) =
+∞ i B(T, 0) = +∞, òî ìà¹ìî âèïàäîê äóæå
ñèëüíîãî âèðîäæåííÿ.

Çàóâàæèìî, ùî êîëè a0 ≡ 0, òî â ðiâíÿí-
íi (1) âiä çìiííî¨ t ∈ (0, T ] ìîæíà ïåðåéòè
äî íîâî¨ çìiííî¨ τ = −B(T, t). Ïðè öüîìó
âåëè÷èíà τ áóäå çìiíþâàòèñÿ íà iíòåðâàëi
(−B(T, 0), 0], ÿêèé ó âèïàäêó äóæå ñèëüíîãî
âèðîäæåííÿ ¹ íåîáìåæåíèì. Îòæå, ðiâíÿí-
íÿ (1) çâåäåòüñÿ äî ðiâíÿííÿ áåç âèðîäæåíü,
ÿêå òðåáà ðîçãëÿäàòè, âçàãàëi êàæó÷è, íà íå-
îáìåæåíîìó ÷àñîâîìó iíòåðâàëi. Òàêèé ðîç-
ãëÿä âèìàãà¹ ñïåöiàëüíîãî äîäàòêîâîãî äî-
ñëiäæåííÿ.

Äëÿ ñêàëÿðíèõ ðiâíÿíü, ÿêi äàëi ðîçãëÿ-
äàòèìåìî, ïîáóäîâàíî ÔÐÇÊ (â äåÿêèõ âè-
ïàäêàõ â ÿâíîìó âèãëÿäi), îäåðæàíî îöiíêè
ÔÐÇÊ òà éîãî ïîõiäíèõ, óñòàíîâëåíî ðiçíi
âëàñòèâîñòi ÔÐÇÊ. Çà äîïîìîãîþ öèõ âëà-
ñòèâîñòåé äîñëiäæåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü

ðiâíÿíü iç çâè÷àéíîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ó
âèïàäêó ñëàáêîãî âèðîäæåííÿ i áåç ïî÷àòêî-
âî¨ óìîâè, ÿêùî âèðîäæåííÿ ñèëüíå. Ó âè-
ïàäêó ñëàáêîãî âèðîäæåííÿ çíàéäåíî íåîá-
õiäíi é äîñòàòíi óìîâè çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿç-
êiâ ðiâíÿíü ó âèãëÿäi ñóìè iíòåãðàëiâ Ïó-
àññîíà òà îá'¹ìíèõ ïîòåíöiàëiâ, äîñëiäæåíî,
â ÿêîìó ñåíñi äàíi ðîçâ'ÿçêè çàäîâîëüíÿþòü
ïî÷àòêîâi óìîâè, òà îïèñàíî ìíîæèíè ïî÷à-
òêîâèõ çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêiâ.

1. Ïàðàáîëi÷íi çà Ïåòðîâñüêèì ÷è çà
Åéäåëüìàíîì ðiâíÿííÿ ç îáìåæåíèìè
êîåôiöi¹íòàìè. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (1), â
ÿêîìó âèðàç (2) ¹ ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íèì
çà Ïåòðîâñüêèì ÷è çà Åéäåëüìàíîì i éîãî
êîåôiöi¹íòè îáìåæåíi. Íàâåäåìî äëÿ òàêîãî
ðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòè, ÿêi îïóáëiêîâàíi ó ïðà-
öÿõ [5�13]. Ó ôîðìóëþâàííÿõ îáìåæèìîñü
òiëüêè ðiâíÿííÿìè Åéäåëüìàíà, ÷àñòèííèì
âèïàäêîì ÿêèõ ¹ ðiâíÿííÿ Ïåòðîâñüêîãî.

Íåõàé n, b1, . . . , bn � çàäàíi íàòóðàëüíi ÷è-
ñëà; b � íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë
b1, . . . , bn; qj := 2bj/(2bj − 1), 1 ≤ j ≤ n;

M :=
n∑
j=1

(b/bj); ||k|| :=
n∑
j=1

(bkj/bj), ÿêùî

k := (k1, . . . , kn) � ìóëüòèiíäåêñ; p(x; y) :=

(
n∑
j=1

|xj − yj|2bj/b)1/2 �
−→
2b-ïàðàáîëi÷íà âiä-

ñòàíü ìiæ òî÷êàìè x := (x1, . . . , xn) i y :=
(y1, . . . , yn) ç Rn ; ∆x′

x i ∆t′
t � ïðèðîñòè âiäïî-

âiäíî çà çìiííèìè x i t; a ∆t′,x′

t,x � ïðèðiñò çà
t i x;

A(t, x, ∂x) =
∑

0<||k||≤2b

ak(t, x) ∂
k
x . (3)

Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
À1) ðiâíÿííÿ (1) ó âèïàäêó (3) ðiâíîìið-

íî
−→
2b-ïàðàáîëi÷íå íà ìíîæèíi Π[0,T ];
À2) êîåôiöi¹íòè ak, ||k|| ≤ 2b, îáìåæå-

íi, íåïåðåðâíi çà t (äëÿ âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ
íåïåðåðâíiñòü çà t ak ç ||k|| = 2b ðiâíîìiðíà
ùîäî x ∈ Rn) i ãåëüäåðîâi çà x ðiâíîìiðíî
ñòîñîâíî t ç ïîêàçíèêîì γ ∈ (0, 1) â Π[0,T ].

Òîäi äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ iñíó¹ ÔÐÇÊ G,
äëÿ ÿêîãî ïðàâèëüíi îöiíêè

|∂kxG(t, x; τ, ξ)| ≤ C(B(t, τ))−M−∥k∥/(2b)×
×Ed

c (t, x; τ, ξ), (4)
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|∆x′

x ∂
k
xG(t, x; τ, ξ)| ≤ C(p(x;x′))γ×
×(B(t, τ))−M−(∥k∥+γ)/(2b)×

×
(
Ed
c (t, x; τ, ξ) + Ed

c (t, x
′; τ, ξ)

)
, (5)

0 < τ < t ≤ T, {x, x′, ξ} ⊂ Rn, ∥k∥ ≤ 2b,

äå C > 0, c > 0 i d ∈ R.
Â îöiíêàõ (4) i (5)

Ed
c (t, x; τ, ξ) := Ec(t, x; τ, ξ)E

d(t, τ),

Ed(t, τ) := exp{dA(t, τ)}, Ec(t, x; τ, ξ) :=

= exp
{
−c

n∑
j=1

(B(t, τ))1−qj |xj − ξj|qj
}
.

ßêùî äîäàòêîâî äî óìîâ òåîðåìè 1 âèêî-
íó¹òüñÿ ùå óìîâà
À3) êîåôiöi¹íòè ak, ∥k∥ ≤ 2b, äëÿ äîâiëü-

íèõ {t, t′} ⊂ (0, T ], t < t′, i x ∈ Rn çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâó

|∆t′

t ak(t, x)| ≤ C(A(t′, t))γ/(2b),

òî, êðiì îöiíîê (4) i (5), ñïðàâäæóþòüñÿ
îöiíêè

|∆t′,x′

t,x ∂
k
xG(t, x; τ, ξ)| ≤ C(p(t′, x′; t, x))γ×

×
(
(B(t, τ))−M−(∥k∥+γ)/(2b)Ed

c (t, x; τ, ξ)+

+(B(t′, τ))−M−(∥k∥+γ)/(2b)Ed
c (t

′, x′; τ, ξ)
)
,

∥k∥ ≤ 2b, (6)∣∣∣∫
Rn

∂kxG(t, x; τ, y)dy
∣∣∣ ≤ C(B(t, τ))−(∥k∥−γ)/(2b)×

×Ed(t, τ), 0 < ∥k∥ ≤ 2b, (7)∣∣∣∆t′,x′

t,x

∫
Rn

∂kxG(t, x; τ, y)dy

∣∣∣∣ ≤ C(p(t′, x′; t, x))γ×

×
(
Ed(t, τ) + Ed(t′, τ)

)
, 0 < ∥k∥ ≤ 2b, (8)

äå 0 < τ < t < t′ ≤ T , {x, x′, ξ} ⊂ Rn,
p(t, x; τ, y) := ((A(t, τ))1/b + (p(x; y))2)1/2.

Â îöiíêàõ (4)�(8) ñòàëà d ìîæå áóòè äî-
âiëüíîãî çíàêà àáî íóëåì. Ó âèïàäêó ñëàá-
êîãî âèðîæäåííÿ ðiâíÿííÿ (1) ó öèõ îöiíêàõ
ìîæíà áðàòè τ = 0 i d = 0.

ÔÐÇÊ G ïîðîäæó¹ iíòåãðàë Ïóàññîíà

ôóíêöi¨ φ

u1(t, x) :=

∫
Rn

G(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ],

(9)
iíòåãðàë Ïóàññîíà óçàãàëüíåíî¨ ìiðè µ

u2(t, x) :=

∫
Rn

G(t, x; 0, ξ)dµ(ξ), (t, x) ∈ Π(0,T ],

(10)
òà îá'¹ìíèé ïîòåíöiàë

v(t, x) :=

t∫
0

dτ

α(τ)

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ]. (11)

Ðåçóëüòàòè ïðî ÔÐÇÊ äîçâîëÿþòü äîñëi-
äæóâàòè êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷ ç ïî-
÷àòêîâèìè óìîâàìè i çàäà÷ áåç ïî÷àòêîâèõ
óìîâ ó çàëåæíîñòi âiä õàðàêòåðó âèðîäæåíü
ðiâíÿíü. Íàâåäåìî äåÿêi ðåçóëüòàòè òàêîãî
äîñëiäæåííÿ.

Ðîçãëÿäàòèìåìî ïðîñòîðè ôóíêöié, ÿêi ¹
íåïåðåðâíèìè àáî ìàþòü ïîòðiáíó ãëàäêiñòü
òà çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi óìîâè ïðè t → 0 i
|x| → ∞. �õ ïîâåäiíêà ïðè t → 0 îïèñó¹òüñÿ
ôóíêöi¹þ

(δ(t))µ(∆(t, 0))rEd(T, t), t ∈ (0, T ],

äå µ � íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî, {r, d} ⊂ R,
δ : [0, T ] → [0,∞) � íåïåðåðâíà ìîíîòîííî
íåñïàäíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíèõ
t ∈ (0, T ]

0 < δ(t) ≤ β(t), ∆(t, 0) :=

t∫
0

δ(λ)

α(λ)
dλ <∞,

à ïðè |x| → ∞ � ôóíêöi¹þ

Φν(t, x) := exp
{
ν

n∑
j=1

kj(t, aj)|xj|qj
}
,

(t, x) ∈ Π[0,T ], ν ∈ {−1, 1}, (12)

ç k⃗(t, a⃗) := (k1(t, a1), ..., kn(t, an)), t ∈ [0, T ],
äå

kj(t, aj) :=
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:= c0aj(c
2bj−1
0 − (T −B(T, t))a

2bj−1
j )1−qj ,

j ∈ {1, ..., n}, (13)

äëÿ t ∈ (0, T ] è kj(0, aj) := 0, ÿêùî B(T, 0) =
∞. Òóò c0 � ôiêñîâàíå ÷èñëî ç ïðîìiæêó
(0, c), äå c � ñòàëà ç îöiíîê ÔÐÇÊ, à ÷èñëà
aj òàêi, ùî 0 ≤ aj < c0T

1−qj .
Çàçíà÷èìî, ùî êîæíà ç ôóíêöié kj(·, aj),

j ∈ {1, ..., n}, ìîíîòîííî çðîñòà¹ i ñïðàâäæó-
¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Ec0(t, x; τ, ξ)Φ1(τ, ξ) ≤ Φ1(t, x),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn.

Íåõàé p ∈ [1,∞] i u(t, x), (t, x) ∈ Π[0,T ], �
çàäàíà êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ, âèìiðíà
çà x ïðè äîâiëüíîìó t ∈ [0, T ]. Äëÿ êîæíîãî
t ∈ [0, T ] îçíà÷èìî íîðìè

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a)p := ∥u(t, ·)Φ−1(t, ·)∥Lp(Rn).

×åðåç Lk⃗(t,⃗a)p ïîçíà÷èìî ïðîñòið âèìiðíèõ çà
Ëåáåãîì ôóíêöié φ : Rn → C, äëÿ ÿêèõ ñêií-
÷åííà íîðìà ∥φ∥k⃗(t,⃗a)p .

Íåõàé B � σ-àëãåáðà áîðåëüîâèõ ìíîæèí
ïðîñòîðó Rn, à M � ñóêóïíiñòü óñiõ çëi÷åí-
íî àäèòèâíèõ ôóíêöié ν : B −→ C (óçà-
ãàëüíåíèõ áîðåëüîâèõ ìið), ÿêi ìàþòü ñêií-
÷åííó ïîâíó âàðiàöiþ |ν|. ×åðåç M k⃗(0,⃗a) ïî-
çíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ óçàãàëüíåíèõ ìið
µ : B −→ C òàêèõ, ùî ôóíêöiÿ

ν(A) =

∫
A

Φ−1(0, x) dµ(x), A ∈ B,

íàëåæèòü äî ïðîñòîðó M . Ïðè öüîìó äëÿ
äîâiëüíî¨ µ ∈M k⃗(0,⃗a)

∥µ∥k⃗(0,⃗a) :=
∫
Rn

Φ−1(0, x) d|µ|(x) <∞.

Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ùå ïðîñòîðè
L
−k(T,⃗a)
1 , âèìiðíèõ ôóíêöié ψ : Rn → C

çi ñêií÷åííîþ íîðìîþ ∥ψ∥−k⃗(T,⃗a)1 :=

∥ψ(·)Φ1(T, ·)}∥L1(Rn) i ïðîñòið C
−k⃗(T,⃗a)
0 íå-

ïðåðâíèõ ôóíêöié ψ : Rn → C òàêèõ, ùî

|ψ(x)|Φ1(T, x) −→
|x|→∞

0. Äëÿ ψ ∈ C
−k⃗(T,⃗a)
0 ïî-

êëàäåìî ∥ψ∥−k⃗(T,⃗a)∞ := sup
x∈Rn

(|ψ(x)|Φ1(T, x)).

Äëÿ ôóíêöi¨ f : Π(0,T ] → CN âèêîðèñòî-
âóâàòèìåìî òàêi óìîâè:
Ä1) äëÿ äîâiëüíîãî R > 0 iñíóþòü ñòàëi

C > 0 i γ ∈ (0, 1] òàêi, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ t ∈
(0, T ] i {x, ξ} ⊂ BR âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|∆ξ
xf(t, x)| ≤ C(p(x, ξ))λ;

Ä2) äëÿ áóäü-ÿêîãî R > 0 iñíóþòü ñòàëi
C > 0 i γ ∈ (0, 1] òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíèõ t ∈
(0, T ] è {x, ξ} ⊂ BR âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|∆ξ
xf(t, x)| ≤ Cδ(t)E−d(T, t)(p(x; ξ))γ,

äå δ : (0, T ] → [0,∞) � ôóíêöiÿ, ÿêà çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó
T∫
0

(δ(t)/α(t))dt <∞;

Ä3p) äëÿ äîâiëüíèõ t ∈ (0, T ] ñêií÷åííi

âåëè÷èíè ∥f(t, ·)∥k⃗(t,⃗a) i F3p(t) :=
t∫
0

(B(t −

τ))−1+1/(2b)∥f(τ, ·)∥k⃗(τ,⃗a)dτ , 1 ≤ p ≤ ∞;
Ä4) iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0, ùî äëÿ äî-

âiëüíèõ t ∈ (0, T ] âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

F (t) :=

t∫
0

Ed(T, τ)∥f(τ, ·)∥k⃗(τ,⃗a) dτ
α(τ)

≤ C,

äå BR � êóëÿ â Rn ðàäióñà R ç öåíòðîì ó
ïî÷àòêó êîîðäèíàò,

∥f(τ, ·)∥k⃗(τ,⃗a) := sup
x∈Rn

(|f(τ, x)|Ψ−1(τ, x)).

Ó âèïàäêó ñëàáêîãî âèðîäæåííÿ ìîæíà
ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ç
ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

u(t, x)
∣∣∣
t=0

= φ(x), x ∈ Rn. (14)

Òåîðåìà 2. Íåõàé ðiâíÿííÿ (1) ó âèïàä-
êó (3) ìà¹ ñëàáêå âèðîäæåííÿ i äëÿ éîãî êî-
åôiöi¹íòiâ âèêîíóþòüñÿ óìîâè À1, À2 òà
óìîâà
À3) iñíóþòü ïîõiäíi ∂kxak, ||k|| ≤ 2b, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó À2.
Òîäi ïðàâèëüíèìè ¹ òàêi òâåðäæåííÿ:

1) ÿêùî φ ∈ L
k⃗(0,⃗a)
p i ôóíêöiÿ f çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâè Ä1 òà Ä3p, 1 ≤ p ≤ ∞, òî
ôóíêöiÿ

u(t, x) := u1(t, x) + v(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ],
(15)
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¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1) òàêèì,
ùî

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] ∀ l ∈ Zn+, ||l|| ≤ 2b :

∥∂lxu(t, ·)∥k⃗(t,⃗a)p ≤ C
(
∥φ∥k⃗(0,⃗a)p + F3p(t)

)
,

ïðè 1 ≤ p <∞

lim
t→0+

∥u(t, ·)− φ∥k⃗(t,⃗a)p = 0

i ïðè p = ∞

lim
t→0+

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)φ(x)dx

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ L
−k⃗(T,⃗a)
1 ;

2) ÿêùî µ ∈M k⃗(0,⃗a) i äëÿ ôóíêöi¨ f âèêî-
íóþòüñÿ óìîâè Ä1 òà Ä31, òî ôóíêöiÿ

u(t, x) := u2(t, x) + v(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ],
(16)

¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1), ÿêèé çà-
äîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] :

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a)1 ≤ C
(
∥µ∥k⃗(0,⃗a) + F31(t)

)
,

i

lim
t→0+

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)dµ(x)

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ C
−k⃗(T,⃗a)
0 .

ßêùî ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ äóæå ñèëüíå âè-
ðîäæåííÿ, òî äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ïî÷àòêî-
âó óìîâó âèãëÿäó (14) çàäîâîëüíèòè, âçàãà-
ëi êàæó÷è, íå ìîæíà. Íàâåäåìî òåîðåìó, â
ÿêié äàþòüñÿ óìîâè êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi
äóæå ñèëüíî âèðîæäåíîãî ðiâíÿííÿ (1) áåç
ïî÷àòêîâèõ óìîâ.
Òåîðåìà 3. Íåõàé äëÿ êîýôiöi¹íòiâ ak,

∥k∥ ≤ 2b, ðiâíÿííÿ (1) âèêîíóþòüñÿ óìîâè
À1, À2 òà óìîâà
À4) êîåôiöi¹íòè ak, ||k|| ≤ 2b, îáìåæå-

íi, ãåëüäåðîâi çà t, x ç ïîêàçíèêîì γ ∈ (0, 1)
â Π[0,T ] i òà A(T, 0) = ∞. ßêùî ôóíêöiÿ
f : Π(0,T ] → C íåïðåðâíà òà çàäîâîëüíÿ¹
çi ñòàëîþ d ç îöiíîê (4) óìîâè Ä2 i Ä4,

òî ôîðìóëà (11) âèçíà÷à¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (1), äëÿ ÿêîãî ïðàâèëüíà îöiíêà

∥v(t, ·)∥k⃗(t,⃗a) ≤ CE−d(T, t)F (t), t ∈ (0, T ].

Ó âèïàäêó ñèëüíîãî âèðîäæåííÿ ðiâíÿí-
íÿ (1), ìîæíà ñòàâèòè ïî÷àòêîâó óìîâó ó âè-
ãëÿäi

(u(t, x)Ed(T, t))
∣∣∣
t=0

= φ(x), x ∈ Rn, (17)

äå ÷èñëî d ç îöiíîê (4). Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1),
(17) çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u(t, x) =

∫
Rn

G0(t, x; ξ)φ(ξ)dξ + v(t, x),

(t, x) ∈ Π(0,T ], (18)

äå

G0(t, x; ξ) := lim
τ→0

(G(t, x; τ, ξ)E−d(T, τ)).

Çàçíà÷èìî, ùî â ïðàöÿõ Â.Â. Ãîðîäåöü-
êîãî òà I. Â.Æèòàðþêà [14, 15] âèâ÷åíi âëàñ-
òèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðà-
áîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi ñëàáêèì âèðîäæåííÿì
íà ïî÷àòêîâié ãiïåðïëîùèíi òà ïî÷àòêîâèìè
äàíèìè iç ñïåöiàëüíèõ ïðîñòîðiâ óçàãàëüíå-
íèõ ôóíêöié.

2. Ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ çi çðîñòàþ-
÷èìè êîåôiöi¹íòàìè. Ó âèïàäêó, êîëè êî-
åôiöi¹íòè âèðàçó A òà a0 ìîæóòü çðîñòà-
òè ïðè |x| → +∞, ðåçóëüòàòè îïóáëiêîâàíî
â [16�18]. Ñôîðìóëþ¹ìî âiäïîâiäíi òåîðåìè
äëÿ âèïàäêó ðiâíÿíü ç

A(t, x, ∂x) =
∑

||k||≤2b

ak(t, x) ∂
k
x , a0(t, x) = 0

(19)
i

A(t, x, ∂x) =
∑

0<||k||≤2b

ak(t, x)∂
k
x ,

a0(t, x) = b(t, x), (20)

Ùîá ñôîðìóëþâàòè ïðèïóùåííÿ ùîäî
êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ (1), ðîçãëÿíåìî âiäïî-
âiäíå ðiâíÿííþ (1) ó âèïàäêó (19) ðiâíÿííÿ
áåç âèðîäæåííÿ(

∂t −
∑

||k||≤2b

ak(t, x)∂
k
x

)
u(t, x) = 0,
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(t, x) ∈ Π(0,T ], (21)

òà ó âèïàäêó (20) ðiâíÿííÿ áåç âèðîäæåííÿ
i áåç ÷ëåíà ç êîåôiöi¹íòîì b(

∂t −
∑

0<||k||≤2b

ak(t, x)∂
k
x

)
u(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Π(0,T ], (22)

Îçíà÷åííÿ 2. Ðiâíÿííÿ ç âèðîäæåííÿì
(1) ó âèïàäêàõ (19) i (20) íàçèâàþòü äèñè-
ïàòèâíèìè

−→
2b-ïàðàáîëi÷íèìè â Π[0,T ], ÿêùî

òàêèìè ¹ âiäïîâiäíî ðiâíÿííÿ (21) i (22).
Îçíà÷åííÿ 3. Ðiâíÿííÿ (21) íàçèâàòè-

ìåìî äèñèïàòèâíèì
−→
2b-ïàðàáîëi÷íèì (çà

Åéäåëüìàíîì) â Π[0,T ], ÿêùî iñíó¹ íåïåðåðâ-
íà ôóíêöiÿ D : Rn → [1,∞), ÿêà çàäîâîëü-
íÿ¹ òàêi óìîâè:

1) D(x) → ∞ ïðè |x| → ∞;
2) ôóíêöi¨ bk(t, x) := ak(t, x)(D(x))||k||−2b,

(t, x) ∈ Π[0,T ], ||k|| ≤ 2b, îáìåæåíi;
3) ðiâíÿííÿ(

∂t−
∑

||k||+kn+1=2b

bk(t, x)∂
k
x(−i∂xn+1)

kn+1

)
v(t, x) = 0

ç îáìåæåíèìè êîåôiöi¹íòàìè i äîäàòêî-
âîþ ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ xn+1 ¹ ðiâíîìið-
íî íà Π[0,T ] × R

−→
2B-ïàðàáîëi÷íèì, äå

−→
2B :=

(2b1, . . . , 2bn, 2b). Ôóíêöiÿ D ïðè öüîìó íà-
çèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòèêîþ äèñèïàöi¨ ðiâ-
íÿííÿ (21).
Òåîðåìà 4. Íåõàé äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ak,

∥k∥ ≤ 2b, ðiâíÿííÿ (1) ó âèïàäêó (19) âèêî-
íóþòüñÿ óìîâè
Á1) ðiâíÿííÿ (1) ¹ äèñèïàòèâíèì

−→
2b-

ïàðàáîëi÷íèì ó Π[0,T ] ç õàðàêòåðèñòèêîþ
äèñèïàöi¨ D;
Á2) êîåôiöi¹íòè ak, ||k|| ≤ 2b, ðiâíÿííÿ

ìàþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi ∂lxak, ||k|| ≤ 2b,
||l|| ≤ 2b, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|∂lxak(t, x)| ≤ C(D(x))2b−||k||+||l||(1−ε),

(t, x) ∈ Π[0,T ],

äå C > 0, ε ∈ (0, 1); ôóíêöi¨ bk, ||k|| ≤ 2b, ÿê
ôóíêö¨ t, ¹ íåïåðåðâíèìè ðiâíîìiðíî ùîäî
x ∈ Rn;
Á3) ïîõiäíi ∂lxak, ||k|| ≤ 2b, ||l|| ≤ 2b, çà-

äîâîëüíÿþòü ëîêàëüíó óìîâó Ãåëüäåðà çà x

ç ïîêàçíèêîì λ ∈ (0, 1] âiäíîñíî âiäñòàíi p
ðiâíîìiðíî ùîäî t ∈ [0, T ], òîáòî

∀R > 0 ∃C > 0 ∀ {x, x′} ⊂ BR ∀ t ∈ [0, T ] :

|∆x′

x ∂
l
xak(t, x)| ≤ C(p(x, x′))λ.

Òîäi äëÿ òàêîãî ðiâíÿííÿ iñíó¹ ÔÐÇÊ G,
äëÿ ÿêîãî ïðàâèëüíi îöiíêè

|∂kxG(t, x; τ, ξ)| ≤ C(B(t, τ))−M−∥k∥/(2b)×
×Ec(t, x; τ, ξ) exp{dB(t, τ)} (23)

i

|∂kxG(t, x; τ, ξ)| ≤ C×

×
∥k∥∑
j=0

(B(t, τ))−M−(∥k∥−j)/(2b)(D(x))j(1−ε)×

×Ec(t, x; τ, ξ) exp{dB(t, τ) + g(x)− g(ξ)},
(24)

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, ∥k∥ ≤ 2b,

â ÿêèõ C > 0, c > 0, d ∈ R, à g � äîâiëüíà
ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
Á4) g(x) → ∞ ïðè |x| → ∞; iñíóþòü ëî-

êàëüíî íåïåðåðâíi çà Ãåëüäåðîì ç ïîêàçíè-
êîì λ ç óìîâè À3 ïîõiäíi ∂kxg, 0 < ||k|| ≤ 4s,
ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç õàðàêòåðèñòèêîþ äèñèïàöi¨
D óìîâîþ

|∂kxg(x)| ≤ Cη(D(x))||k||(1−ε),

x ∈ Rn, 0 < ||k|| ≤ 4b,

äå C > 0, ε ∈ (0, 1), η � äîñèòü ìàëå äîäà-
òíå ÷èñëî, âèáîðîì ÿêîãî â êîæíié êîíêðå-
òíié ñèòóàöi¨ ðîçïîðÿäæà¹ìîñü.

Äëÿ ðiâíÿííÿ (1) i âèïàäêó (20) ïðàâèëü-
íà íàñòóïíà òåîðåìà ïðî ÔÐÇÊ.
Òåîðåìà 5. ßêùî äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ak,

0 < ∥k∥ ≤ 2b, i õàðàêòåðèñòèêè äèñèïàöi¨
D âèêîíàíi óìîâè
Â1) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Á1;
Â2) ∃C > 0 ∃ γ ∈ (0, 1] ∀ {(t, x), (t, y)} ⊂

Π[0,T ] ∀ k ∈ Zn+, ||k|| ≤ 2b : |∆y
xak(t, x)| ≤

C(p(x, y))γ((D(x))2b−||k||+(D(y))2b−||k||); ôóí-
êöi¨ bk, ||k|| ≤ 2b, ÿê ôóíêöi¨ t, ¹ íåïåðåðâ-
íèìè ðiâíîìiðíî ñòîñîâíî x ∈ Rn;
Â3) õàðàêòåðèñòèêà äèñèïàöi¨ D çàäî-

âîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:
1) ∃C > 0 ∀ {x, y} ⊂ Rn, q(x, y) ≤ 1 :

D(x) ≤ CD(y);
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2) ∃C > 0 ∀ {x, y} ⊂ Rn, q(x, y) > 1:

D(x) ≤ C exp{ε
n∑
j=1

|xj − yj|(D(y))mj},

äå ε � äîñèòü ìàëå äîäàòíå ÷èñëî, âèáîðîì
ÿêîãî â êîíêðåòíié ñèòóàöi¨ ðîçïîðÿäæà¹-
ìîñü, à ôóíêöiÿ b îáìåæåíà, íåïåðåðâíà çà
t i ãåëüäåðîâà çà x ç ïîêàçíèêîì γ â Π[0,T ], a

q(x, y) := (
n∑
j=1

|xj− yj|qj)1/q
′
� ñïåöiàëüíà âiä-

ñòàíü ìiæ òî÷êàìè x i y ïðîñòîðó Rn, à
q′ := max

i∈{1,...,n}
qj, òî äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ó âèïàä-

êó (20) iñíó¹ ÔÐÇÊ G, äëÿ ÿêîãî ïðàâèëüíi
ïðè ∥k∥ < 2b îöiíêè

|∂kxG(t, x; τ, ξ)| ≤ Cl

(
(B(t, τ))−M−∥k∥/(2b)×

× exp{−cB(t, τ)(D(ξ))2b}+ (D(ξ))−l
)
×

×Ed
c (t, x; τ, ξ), (25)

|∂kxG(t, x; τ, ξ)| ≤ C

∥k∥∑
j=0

(B(t, τ))−M−(∥k∥−j)/(2b)×

(D(x))jEd
c (t, x; τ, ξ) exp{g(x)− g(ξ)}, (26)

à ïðè ∥k∥ = 2b îöiíêè

|∂kxG(t, x; τ, ξ)| ≤ Cl

(
(B(t, τ))−M−1×

× exp{−cB(t, τ)(D(ξ))2b}+ (D(ξ))−l
)
×

×Ed
c (t, x; τ, ξ)×

×
(
(D(x))2b + exp{2bεMB(t, τ)(D(x))2b}

)
.

(27)

Â îöiíêàõ (25)�(27) 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂
Rn, l � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî, g � äîâiëüíà
ôóíêöiÿ, ùî çâäîâîëüíÿ¹ óìîâó
Â4) g(x) → ∞ ïðè |x| → ∞, iñíóþòü

ïîõiäíi ∂kxg, 0 < ||k|| ≤ 2b, äëÿ ÿêèõ ñïðàâ-
äæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|∂kxg(x)| ≤ Cη(D(x))||k||,

|∆y
x∂

k
xg(x)| ≤ Cη(p(x, y))γ

(
(D(x))||k||+

+(D(y))||k||
)
, {x, y} ⊂ Rn, 0 < ||k|| ≤ 2b,

äå C > 0, γ ∈ (0, 1] ç óìîâè Á2, η � äîñèòü
ìàëå äîäàòíå ÷èñëî, âèáîðîì ÿêîãî â êîí-
êðåòíié ñèòóàöi¨ ðîçïîðÿäæà¹ìîñü;
Cl > 0, C > 0, c > 0, d ∈ R.

Çàçíà÷èìî, ùî íàáið óìîâ Â íå âèìàãà¹
âåëèêî¨ ãëàäêîñòi êîåôiöi¹íòiâ, àëå íàêëàäà-
¹òüñÿ ñïåöiàëüíå îáìåæåííÿ íà õàðàêòåðè-
ñòèêó äèñèïàöi¨ D.

Íàâåäåìî ùå ðåçóëüòàòè ïðî ÔÐÇÊ äëÿ
ðiâíÿííÿ (1) ó âèïàäêó (19) çi çðîñòàþ÷è-
ìè êîåôiöi¹íòàìè, äëÿ ÿêîãî âèêîíàíi iíøi
óìîâè. Íåõàé b′ := max

j∈{1,...,n}
bj, δ0 ∈ (0, 1) i

ôóíêöiÿ η0 ∈ C4b′(R) òàêà, ùî η0(r) := |r|
ïðè |r| ≥ 1 + δ0, η0(r) := 1 ïðè |r| ≤ 1 − δ0 i
|η(k)0 (r)| ≤ C, r ∈ R, k ∈ {1, ..., 4b′}. Ðîçãëÿ-
íåìî ôóíêöi¨

D0(x) :=
( n∑

j=1

(η0(xj))
qj
)(1−ε0)/(2b)

, x ∈ Rn,

(28)
i

g0(t, x) := a(1− (Aa)2b−1B(t, 0))−1/(2b−1)×
×(D0(x))

2b, (t, x) ∈ Π[0,T ], (29)

äå ÷èñëî ε0 ∈ (0, 1) â êîæíié êîíêðåòíié
ñèòóàöi¨ âèáèðà¹òüñÿ ñïåöiàëüíèì ñïîñîáîì,
A � äîñèòü âåëèêå äîäàòíå ÷èñëî, à ÷èñëî
a > 0 òàêå, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü T ≤
(Aa)1−2b/2.

Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî íàñòóïíèé íàáið
óìîâ ç ôóíêöi¹þ D = D0, îçíà÷åíîþ â (28).
Ã1. Ôóíêöi¨ bk(t, x) := ak(t, x)×

×(D0(x))
∥k∥−2b, (t, x) ∈ Π[0,T ], ∥k∥ ≤ 2b,

îáìåæåíi i ðiâíÿííÿ (21) ðiâíîìiðíî
−→
2b-

ïàðàáîëi÷íå â Π[0,T ].
Ã2. Âèêîíóþòüñÿ óìîâè À1 i À3.
Ã3. Äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ó âèïàäêó (19) iñíó¹

ñïðÿæåíå ðiâíÿííÿ, äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ÿêîãî
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà B2.
Ã4. Ìà¹ ìiñöå ñëàáêå âèðîäæåííÿ.
Òåîðåìà 6. ßêùî äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ó âè-

ïàäêó (19) âèêîíóþòüñÿ óìîâè Ã1, Ã2 i
Ã4, òî äëÿ íüîãî iñíó¹ ÔÐÇÊ G, äëÿ ÿêîãî
ïðàâèëüíèìè ¹ îöiíêè

|∂kxG(t, x; τ, ξ)| ≤ C×
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×
∥k∥∑
j=0

(B(t, τ)−(M+∥k∥−j)/(2b)(D0(x))
j(1−ε)×

×Ec(t, x; τ, ξ) exp{g0(t, x)− g0(τ, ξ)},
0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, ∥k∥ ≤ 2b,

(30)

äå C > 0, c > 0, ôóíêöi¨ D0 i g0 âiäïîâiäíî ç
(28) i (29).

ßêùî äîäàòêîâî ïðèïóñòèòè âèêîíàííÿ
óìîâè Ã3, òî ÔÐÇÊ G âîëîäi¹ âëàñòèâi-
ñòþ íîðìàëüíîñòi i äëÿ íüîãî ïðàâèëüíà
ôîðìóëà çãîðòêè.

Íàâåäåìî òåîðåìè ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü ðiâ-
íÿíü çi çðîñòàþ÷èìè êîåôiöi¹íòàòè.

Êðiì ôóíêöié (12), ðîçãëÿíåìî ùå ôóí-
êöi¨

Ψν(x) := exp{νg(x)},
Ψν(t, x) := exp{νg0(t, x)},

(t, x) ∈ Π[0,T ], ν ∈ {−1, 1},

i íîðìè

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a),g(·)p :=

:= ∥u(t,·)Φ−1(t, ·)Ψ−1(·)∥Lp(Rn),

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a),g0(t,·)p :=

:= ∥u(t,·)Φ−1(t, ·)Ψ−1(t, ·)∥Lp(Rn),

1 ≤ p ≤ ∞, t ∈ [0, T ],

i âiäïîâiäíî ïðîñòîðè Lk⃗(0,⃗a),g(·)p , Lk⃗(0,⃗a),g0(0,·)p ,

L
−k⃗(T,⃗a),−g(·)
1 , L

−k⃗(T,⃗a),−g0(T,·)
1 , C

−k⃗(T,⃗a),−g(·)
0 ,

C
−k⃗(T,⃗a),−g0(T,·)
0 , M k⃗(0,⃗a),g(·), M k⃗(0,⃗a),g0(0,·)

Äëÿ ôóíêöi¨ f : Π(0,T ] → CN âèêîðèñòî-
âóâàòèìåìî ùå òàêi óìîâè:
Ä5p) äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ (0, T ] ñêií÷åí-

íèìè ¹ âåëè÷èíè ||f(t, ·)||k⃗(t,⃗a),g(·) i F5p(t) ≡
t∫
0

∥f(τ, ·)∥k⃗(τ,⃗a),g(·)p
dτ
α(τ)

<∞, 1 ≤ p ≤ ∞;

Ä6p) äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ (0, T ] ñêií÷åííè-

ìè ¹ âåëè÷èíè ||f(t, ·)||k⃗(t,⃗a),g0(t,·)p i F6p(t) :=
t∫
0

∥f(τ, ·)∥k⃗(τ,⃗a),g0(τ,·)p
dτ
α(τ)

<∞, 1 ≤ p ≤ ∞;

Ä7) äëÿ áóäü-ÿêîãî R > 0 iñíóþòü ñòàëi
C > 0 i γ ∈ (0, 1] òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíèõ t ∈
(0, T ] i {x, ξ} ⊂ BR âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|∆ξ
xf(t, x)| ≤ Cδ(t)E−d(B(T, t))(p(x, ξ))λ,

äå δ : (0, T ] → [0,∞) � ôóíêöiÿ, ÿêà çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó
T∫
0

(δ(t)/α(t))dt <∞, à d � ñòà-

ëà ç îöiíîê (24);
Ä8) äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ (0, T ] ñêií÷åí-

íèìè ¹ âåëè÷èíè ||f(t, ·)||k⃗(t,⃗a),g0(t,·)∞ i F (t) :=
t∫
0

Ed(B(T, τ))∥f(τ, ·)∥k⃗(τ,⃗a),g0(τ,·)∞
dτ
α(τ)

< ∞ , äå

ñòàëà d òàêà ñàìà, ÿê â óìîâi Ä7.
Òåîðåìà 7. Íåõàé ðiâíÿííÿ (1) ó âèïàä-

êó (19) ìà¹ ñëàáêå âèðîäæåííÿ i âèêîíóþ-
òüñÿ óìîâè Á1 � Á3. Òîäi ïðàâèëüíèìè ¹
òàêi òâåðäæåííÿ:

1) ÿêùî φ ∈ L
k⃗(0,⃗a),g(·)
p i ôóíêöiÿ f çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâè Ä1 òà Ä5p, 1 ≤ p ≤ ∞,
òî ôóíêöiÿ (15) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1)
òàêèì, ùî

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] :

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a),g(·)p ≤ C
(
∥φ∥k⃗(0,⃗a),g(·)p + F5p(t)

)
,

ïðè 1 ≤ p <∞

lim
t→0+

∥u(t, ·)− φ∥k⃗(t,⃗a),g(·)p = 0

i ïðè p = ∞

lim
t→0+

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)φ(x)dx

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ L
−k⃗(T,⃗a),−g(·)
1 ;

2) ÿêùî µ ∈M k⃗(0,⃗a),g(·) i äëÿ ôóíêöi¨ f âè-
êîíóþòüñÿ óìîâè Ä1 òà Ä51, òî ôóíêöiÿ
(16) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1), ÿêèé çàäî-
âîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] :

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a),g(·)1 ≤ C
(
∥µ∥k⃗(0,⃗a),g(·) + F51(t)

)
,

i

lim
t→0+

∫
Rn

ψ
′
(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ
′
(x)dµ(x)

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ C
−k⃗(T,⃗a),−g(·)
0 .

Òåîðåìà 8. Íåõàé äëÿ ñëàáêî âèðîäæå-
íîãî ðiâíÿííÿ (1) ó âèïàäêó (19) âèêîíó-
þòüñÿ óìîâè Ã1, Ã2 i Ã4. Òîäi
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1) ÿêùî φ ∈ L
k⃗(0,⃗a),g0(0,·)
p i ôóíêöiÿ f çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâè Ä1 òà Ä6p, 1 ≤ p ≤ ∞,
ç ôóíêöi¹þ g0 ç (29), òî ôóíêöiÿ (15) ¹
ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1) òàêèì, ùî

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] : ∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a),g0(t,·)p ≤

≤ C
(
∥φ∥k⃗(0,⃗a),g0(0,·)p + F6p(t)

)
,

ïðè 1 ≤ p <∞

lim
t→0+

∥u(t, ·)− φ∥k⃗(t,⃗a),g0(t,·)p = 0

i ïðè p = ∞

lim
t→0+

∫
Rn

ψ
′
(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ
′
(x)φ(x)dx

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ L
−k⃗(T,⃗a),−g0(T,·)
1 ;

2) ÿêùî µ ∈ M k⃗(0,⃗a),g0(0,·) i äëÿ ôóíêöi¨ f
âèêîíóþòüñÿ óìîâè Ä1 òà Ä36, òî ôóí-
êöiÿ (16) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1), ÿêèé çà-
äîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] : ∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a),g0(t,·)1 ≤

≤ C
(
∥µ∥k⃗(0,⃗a),g0(0,·) + F61(t)

)
,

i äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ∀ψ ∈ C
−k⃗(T,⃗a),−g0(T,·)
0 :

lim
t→0+

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)d(µ(x)).

ßêùî æ äîäàòêîâî ïðèïóñêàòè âèêîíà-
ííÿ óìîâè Ã3, òî ðîçâ'ÿçêè, ùî âèçíà÷à-
þòüñÿ ôîðìóëàìè (15) i (16), ¹ ¹äèíèìè â
êëàñi ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] : ||u(t, ·)||k⃗(t,⃗a),D(·),g0(t,·)
p :=

= ||Φ−1(t, ·)(D(·))2bΨ−1(t, ·)u(t, ·)||Lp(Rn) <∞,

Òåîðåìà 9. Íåõàé äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ó âè-
ïàäêó (19) âèêîíóþòüñÿ óìîâè Á1 � Á3 i
B(T, 0) = ∞. ßêùî f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Ä7

i Ä8, òî ôóíêöiÿ (11) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿí-
íÿ (1), äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

||v2(t, ·)||k⃗(t,⃗a),g(·)∞ ≤ CE−d(B(T, t))F (t),

t ∈ (0, T ].

Öåé ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé, ÿêùî ¹äèíèì ¹ âiäïî-
âiäíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ
(21) â Π[t1,T ] ïðè äîâiëüíîìó t1 ∈ (0, T ).

Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü
çàäà÷i Êîøi òà çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ
îäåðæóþòüñÿ é äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ó âèïàäêó
(20) çà óìîâ Â.

Çàóâàæèìî, ùî íàâåäåíi â ïóíêòàõ 1 i 2
ðåçóëüòàòè äëÿ ñêàëÿðíèõ ðiâíÿíü óçàãàëü-
íåíî â ïðàöÿõ [16�18] íà ñèñòåìè ðiâíÿíü.

3. Óëüòðàïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ òèïó
Êîëìîãîðîâà Íåõàé n, n1, n2 i n3 � çà-
äàíi íàòóðàëüíi ÷èñëà òàêi, ùî n1 ≥ n2 ≥
n3 i n = n1 + n2 + n3, ïðîñòîðîâà çìií-
íà x ∈ Rn ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ãðóï çìií-
íèõ: îñíîâíî¨ ãðóïè x1 ∈ Rn1 i ãðóï çìií-
íèõ âèðîäæåííÿ x2 ∈ Rn2 òà x3 ∈ Rn3 , äå
xj := (xj1, . . . , xjnj

) ∈ Rnj , j ∈ {1, 2, 3}, òàê
ùî x := (x1, x2, x3).

Ó ïðàöÿõ [19�21] ðîçãëÿíóòî ðiâíÿííÿ âè-
ãëÿäó (1) ç

A(t, x, ∂x) =
n2∑
j=1

x1j∂x2j +

n3∑
j=1

x2j∂x3j + A(t, ∂x1),

a0(t, x) = a0(t), (31)

äå A(t, ∂x1) � äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç ç íåïå-
ðåðâíèìè íà [0, T ] êîåôiöi¹íòàìè òàêèé, ùî
âèðàç ∂t − A(t, ∂x1) ¹ ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷-
íèì çà Ïåòðîâñüêèì ÷è çà Åéäåëüìàíîì ó
øàði Π1

[0,T ] := [0, T ]×Rn1 . Äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü
ïîáóäîâàíî ÔÐÇÊ, âèâ÷åíî éîãî âëàñòèâî-
ñòi òà âëàñòèâîñòi ïîðîäæåíèõ íèì iíòåãðà-
ëiâ Ïóàññîíà, ÿêi çàñòîñîâàíî äî äîñëiäæå-
ííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi öèõ ðiâíÿíü çi çâè÷àéíèìè
ïî÷àòêîâèìè äàíèìè ó âèïàäêó ñëàáêîãî âè-
ðîäæåííÿ.

Ó ñòàòòi [22] ðåçóëüòàòè ïðàöü [19�21], ùî
ñòîñóþòüñÿ ïîáóäîâè òà äîñëiäæåííÿ ÔÐÇÊ,
óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê ðiâíÿííÿ (1) äðóãî-
ãî ïîðÿäêó ç

A(t, x, ∂x) =
n2∑
j=1

x1j∂x2j + A(t, x1, ∂x1),

A(t, x1, ∂x1) :=

n1∑
j,l=1

ajl(t, x1)∂x1j∂x1l+
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+

n1∑
j=1

aj(t, x1)∂x1j , a0(t, x) = a0(t, x1), (32)

à ïðîñòîðîâà çìiííà x ∈ Rn ñêëàäà¹òüñÿ ç
äâîõ ãðóï çìiííèõ: îñíîâíî¨ ãðóïè x1 ∈ Rn1

i ãðóïè çìiííèõ âèðîäæåííÿ x2 ∈ Rn2 .
Îñòàííi íîâi ðåçóëüòàòè ñòîñóþòüñÿ ðiâ-

íÿííÿ (1) ç

A(t, x, ∂x) =
n2∑
j=1

x1j∂x2j +

n3∑
j=1

x2j∂x3j+

+

n1∑
j,l=1

ajl∂x1j∂x1l + b

n1∑
j=1

x1j∂x1j ,

a0(t, x) = a, (33)

äå ajl, a i b � ñòàëi, ïðè÷îìó

∃ δ > 0 ∀σ1 ∈ Rn1 :

n1∑
j,s=1

ajsσ1jσ1s ≥ δ|σ1|2.

Ó öüîìó âèïàäêó îòðèìàíî ÿâíó ôîðìóëó
äëÿ ÔÐÇÊ, ç ÿêî¨ äëÿ äîâiëüíîãî T > 0 i
áóäü-ÿêèõ ìóëüòèiíäåêñiâ {kl,ml} ⊂ Znl

+ , l ∈
{1, 2, 3}, âèïëèâàþòü îöiíêè

|∂k1x1∂
k2
x2
∂k3x3∂

m1
ξ1
∂m2
ξ2
∂m3
ξ3
G(t, x; τ, ξ)| ≤

≤ Ck1k2k3m1m2m3e
n1bB(t,τ)×

×
3∏
l=1

(pl(B(t, τ)))−(nl+|kl|+|ml|)/2×

×Êa
c (t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

(34)

äå Ck1k2k3m1m2m3 i c � äîäàòíi ñòàëi, ÿêi çàëå-
æàòü ëèøå âiä êîåôiöi¹íòiâ ajl, b, n1, n2 i n3,
à òàêîæ âiä T òiëüêè ó âèïàäêó, êîëè b > 0;

Êa
c (t, x; τ, ξ) := Êc(t, x; τ, ξ)E

a(t, τ),

Êa(t, τ) := exp{aA(t, τ)}
Êc(t, x; τ, ξ) :=

= exp

{
− c

( |ebB(t,τ)X1(B(t, τ))− ξ1|2

p1(B(t, τ))
+

+
3∑
l=2

|Xl(B(t, τ))− ξl|2

pl(B(t, τ))

)}
,

X1(t) := x1, X2(t) := x2 + αb(t)x̂1,

X3(t) := x3 + tx′2 +
αb(t)− t

b
x′1,

αb(t) :=


ebt − 1

b
, b ̸= 0,

t, b = 0.

Äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ââîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî
äî (13) òàêi íàáîðè ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ äëÿ
t ∈ [0, T ]:

⃗̂
k(t, a⃗) := (k̂1(t, a1), k̂2(t, a2), k̂3(t, a3)),

k̂1(t, a1) :=
c0a1e

2b(T−B(T,t))

c0 − a1p1(T −B(T, t))
,

k̂l(t, al) :=
c0al

c0 − alpl(T −B(T, t))
, l ∈ {2, 3};

⃗̂s(t) := (s1(t), s2(t), s3(t)),

s⃗l(t) := (sl1(t), . . . , slnl
(t)), l ∈ {1, 2, 3},

ŝ1j(t) := k̂1(t, a1)+

+ 2θ(n2 − j)(αb(B(t, 0)))2k̂2(t, a2)+

+4
(αb(B(t, 0))−B(t, 0)

b

)2
θ(n3 − j)k̂3(t, a3),

j ∈ {1, . . . , n1},
ŝ2j(t) := 2k̂2(t, a2) + 4(B(t, 0))2θ(n3 − j)×

× k̂3(t, a3), j ∈ {1, . . . , n2},
ŝ3j(t) := 4k̂3(t, a3), j ∈ {1, . . . , n3},
äå c0 ∈ (0, c), c � ñòàëà ç îöiíîê (34), a⃗ :=
(a1, a2, a3) � íàáið òàêèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë,

ùî pl(T ) <
c0
al
, l ∈ {1, 2, 3}, θ(τ) = 1 äëÿ

τ ≥ 0 i θ(τ) = 0 äëÿ τ < 0, à òàêîæ âàãîâi
ôóíêöi¨

Φ̂ν(t, x) := exp
{
ν

3∑
l=1

k̂l(t, al)|Xl(B(t, 0))|2
}
,

Ψ̂ν(t, x) := exp
{
ν

3∑
l=1

nl∑
j=1

ŝlj(t) |xlj|2
}
,

(t, x) ∈ Π[0,T ], ν ∈ R.
i íîðìè

∥u(t, ·)∥
⃗̂
k(t,⃗a)
p := ∥u(t, ·)Φ̂−1(t, ·)∥Lp(Rn),

∥u(t, ·)∥⃗̂s(t)p := ∥u(t, ·)Ψ̂−1(t, ·)∥Lp(Rn).

Çàçíà÷èìî, ùî ïî÷àòêîâà óìîâà ó âèïàäêó
ñëàáêîãî âèðîäæåííÿ çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ â ðî-
çóìiííi äðóãî¨ íîðìè.

66 ISSN 2309-4001. Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2016. � Ò. 4, � 3�4.



4. Çàóâàæåííÿ òà âèñíîâêè. Ó ïðàöÿõ
[23�25] óñòàíîâëåíî ëîêàëüíó ðîçâ'ÿçíiñòü
êâàçiëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç âèðî-
äæåííÿìè íà ïî÷àòêîâié ãiïåðïëîùèíi.

Îãëÿä äåÿêèõ ðåçóëüòàòiâ ç òåîði¨ ïàðà-
áîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç âèðîäæåííÿìè ïðè t = 0
ìiñòèòüñÿ â ïðàöi [26, c. 162�172].

Ëiíiéíi òà êâàçiëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç âèðî-
äæåííÿìè íà ïî÷àòêîâié ãiïåðïëîùèíi âiä-
íîñÿòüñÿ äî êëàñó ðiâíÿíü ç îñîáëèâîñòÿìè
òà âèðîäæåííÿìè, ÿêi ìàþòü ïðàêòè÷íå çà-
ñòîñóâàííÿ i ÿêi íà äàíèé ÷àñ äîñëiäæåíî
ùå íåäîñòàòíüî. Ïðàöi, îãëÿäó ÿêèõ ïðèñâÿ-
÷åíà öÿ ñòàòòÿ, âíîñÿòü ïåâíèé âêëàä ó òå-
îðiþ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç âèðîäæåííÿìè
íà ãiïåðïëîùèíi çàäàííÿ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ.
Ðåçóëüòàòè öèõ ïðàöü ñïðèÿòèìóòü ïîäàëü-
øîìó ðîçâèòêó òåîði¨ òàêèõ êëàñiâ ðiâíÿíü.
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