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ÍÅßÂÍÅ ËIÍIÉÍÅ ÍÅÎÄÍÎÐIÄÍÅ ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÅ ÐIÂÍßÍÍß Ç
ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ÏÎÌÌ'� Â ÊIËÜÖI Z[[x]]

Ó ðîáîòi äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà b ̸= ±1 çíàéäåíî êðèòåðié iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâ-
íÿííÿ by(x)−y(0)

x + f(x) = y(x) ç êiëüöÿ Z[[x]] ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ç öiëèìè êîåôiöi-
¹íòàìè òà îòðèìàíî ÿâíó ôîðìóëó äëÿ éîãî ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó, ùî íàëåæèòü öüîìó êiëüöþ.
Ðåçóëüòàòè ðîáîòè îñíîâàíi íà çàñòîñóâàííi p-àäè÷íî¨ òîïîëîãi¨ íà êiëüöi Z.

For an arbitrary integer b ̸= ±1 an existence criterion of a solution of the equation
by(x)−y(0)

x + f(x) = y(x) from the ring Z[[x]] of formal power series with integers coe�cients is
found in the paper. Moreover, an explicit formula for its unique solution from this ring is obtain.
The results of paper are based of using the p-adic topology on the ring Z.

1. Âñòóï
Íåõàé b - ôiêñîâàíå öiëå ÷èñëî, Z[[x]] -

êiëüöå ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ç öiëè-
ìè êîåôiöi¹íòàìè i f ∈ Z[[x]]. Ðîçãëÿíåìî
íàñòóïíå ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ

b · y(x)− y(0)

x
+ f(x) = y(x). (1)

Ëiâà ÷àñòèíà öüîãî ðiâíÿííÿ ìiñòèòü îïåðà-
òîð Ïîìì'¹

∆(y)(x) =
y(x)− y(0)

x

(äèâ., íàïðèêëàä, [1]), ùî ¹ êîðå-
êòíî âèçíà÷åíèì ó êiëüöi Z[[x]]: ÿêùî
y(x) = c0 + c1x+ c2x

2 + . . ., òîäi ∆(y)(x) =
c1 + c2x + c3x

2 + . . .. Îïåðàòîð ∆ ùå íà-
çèâàþòü îïåðàòîðîì ëiâîãî çñóâó (àáî the
bachward shift operator). Îïåðàòîð Ïîìì'¹
çíàõîäèòü âàæëèâi çàñòîñóâàííÿ ó òåî-
ð¨¨ ôóíêöié ([2]-[4]), òåîði¨ îïåðàòîðiâ ó
ïðîñòîðàõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié (äèâ.,
íàïðèêëàä, [1], [5]-[7]) òà â çàãàëüíié òåîði¨
ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ [8]). Ðiâíÿííÿ (1) áóäå-
ìî íàçiâàòè ðiâíÿííÿì Ïîìì'¹. ßêùî b = 1,
òîäi, ÿê ëåãêî áà÷èòè, äëÿ áóäü-ÿêîãî y0 ∈ Z
ïî÷àòêîâà çàäà÷à{

b · y(x)−y(0)
x

+ f(x) = y(x)
y(0) = y0

(2)

ìà¹ íàñòóïíèé ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî íàëå-

æèòü Z[[x]]:

y(x) =
y0 − xf(x)

1− x
= (y0−xf(x))(1+x+x2+...).

Ïðè b ̸= ±1 ðiâíÿííÿ (1) ¹ íåÿâíèì íàä êiëü-
öåì öiëèõ ÷èñåë. Ó ðîáîòi äëÿ äîâiëüíîãî
öiëîãî b ̸= ±1 çíàéäåíî êðiòåðié iñíóâàí-
íÿ ðîçâ'ÿçêó ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷è (2) ç êiëü-
öÿ Z[[x]] ( äèâ. òåîðåìó 3.3 òà íàñëiäîê
3.6) òà îòðèìàíî ÿâíó ôîðìóëó äëÿ ¹äèíîãî
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1), ùî íàëåæèòü Z[[x]]
(íàñëiäîê 3.5). Âàæëèâó ðîëü ïðè öüîìó âi-
äiãðà¹ çàñòîñóâàííÿ p-àäè÷íî¨ òîïîëîãi¨ íà
êiëüöi öiëèõ ÷èñåë (äèâ., íàïðèêëàä, [9, 10]).

Çà îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè
áóëà çðîáëåíà äîïîâiäü íà ìiæíàðîäíié
íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Äèôåðåíöiàëüíî-
ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ�,
ïðèñâÿ÷åíié 80-ði÷÷þ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ
Â.I.Ôîä÷óêà [11].
2. Ðiâíÿííÿ Ïîìì'¹ â ïðîñòîði Q[[x]]

òà â êiëüöi Z[x]
Â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ

ïðî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Ïîìì'¹ (1) ó âåêòîð-
íîìó ïðîñòîði Q[[x]] ôîðìàëüíèõ ñòåïåíå-
âèõ ðÿäiâ ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè òà
â êiëüöi Z[x] ïîëiíîìiâ ç öiëèìè êîåôiöi¹í-
òàìè.

Âèïàäîê ïðîñòîðó Q[[x]] ¹ äóæå ïðîñòèì.
Òåîðåìà 2.1. Íåõàé b ∈ Q i f ∈ Q[[x]].

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè y(0) =
y0 ∈ Q çàäà÷à (2) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî
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íàëåæèòü ïðîñòîðó Q[[x]].
Äîâåäåííÿ. Ìîæíà ââàæàòè, ùî b ̸= 0.

Îñêiëüêè y(0) = y0, òî ç ðiâíÿííÿ (1) ìè
îòðèìó¹ìî

y(x) =
by0 − xf(x)

b− x
=

=
(
y0 −

x

b
· f(x)

)(
1− x

b

)−1

=

=
(
y0 −

x

b
f(x)

)( ∞∑
n=0

xn

bn

)
.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî f(x) =
∞∑
n=0

anx
n, òî-

äi ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (2) ó
âèãëÿäi ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ç ðà-
öiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìà¹ íàñòóïíèé
ÿâíèé âèãëÿä:

y(x) =

(
∞∑
n=0

xn

bn

)
y0 −

∞∑
n=1

(
n−1∑
k=0

ak
bn−k

)
xn.

�
Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè f � ïî-

ëiíîì ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè.
Òåîðåìà 2.2. Íåõàé b ∈ Z, f ∈ Z[x] i

deg f = m. Òîäi ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ ¹äèíèé ïî-
ëiíîìiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê y(x) ç öiëèìè êîåôi-
öi¹íòàìè i deg y = m.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(x) = a0+a1x+. . .+

amx
m. Òîäi △(f)(x) = f(x)−f(0)

x
= a1 + a2x +

. . . + amx
m−1. Òàêèì ÷èíîì, △(f) ∈ Z[x] i

deg△(f) = m− 1.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîëiíîì

y = f+b△(f)+b2△2(f)+. . .+bm△m(f). (3)

Ìè ìà¹ìî, ùî y ∈ Z[x], deg y = m i

b△(y) + f = b△(f) + b2△2(f) + . . .+

+bm△m(f) + f,

îñêiëüêè △m+1(f) = 0. Òàêèì ÷èíîì,
b△(y) + f = y, òîáòî y ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿí-
íÿ (1). Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ç êiëüöÿ
Z[x]. Íåõàé b△(y) = y. Òîäi

y = b△(y) = b2△2(y) = . . . =

= bm+1△m+1(y) = 0.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
Ç ðiâíîñòi (3) òåïåð âèïëèâà¹ òàêå òâåð-

äæåííÿ.
Íàñëiäîê 2.3. Íåõàé f ∈ Z[x], f(x) =

a0+a1x+. . .+amx
m i y0 ∈ Z. Òîäi ïî÷àòêîâà

çàäà÷à (2) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ç êiëüöÿ Z[x] òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè

a0 + ba1 + b2a2 + . . .+ bmam = y0, (4)

òîáòî y0 = f(b).
3. Ðiâíÿííÿ Ïîìì'¹ â êiëüöi Z[[x]]
Â öüîìó ðîçäiëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè

îñíîâíèé âèïàäîê, êîëè f(x) � ôîðìàëü-
íèé ñòåïåíåâèé ðÿä ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè.
ßêùî f íå ¹ ïîëiíîìîì, òî ñèòóàöiÿ áiëüø
ñêëàäíà i öiêàâà. Ïî-ïåðøå, âiäçíà÷èìî, ùî
ðiâíÿííÿ (1) âçàãàëi ìîæå íå ìàòè ðîçâ'ÿç-
êó ó âèãëÿäi ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó
ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè.
Òåîðåìà 3.1. Íåõàé b = 2 i f(x) =

1 + x2 + x4 + . . . Òîäi ðiâíÿííÿ (1), òîáòî
ðiâíÿííÿ

2 · y(x)− y(0)

x
+ 1 + x2 + x4 + . . . = y(x)

íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi ôîðìàëüíîãî
ñòåïåíåâîãî ðÿäó ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé y(x) = c0+c1x+c2x

2+
. . . � ðîçâ'ÿçîê íàøîãî ðiâíÿííÿ ç ïðîñòîðó
Q[[x]] (äèâ. òåîðåìó 2.1). Òîäi äëÿ êîåôiöi-
¹íòiâ cn ìà¹ìî ðåêóððåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ
cn+1 = 1

2
(cn − an), äå a2k = 1, a2k−1 = 0 äëÿ

âñiõ k = 0, 1, 2, . . . Çâiäñè

|cn+1| ≤
1

2
(|cn|+ 1) ≤

≤ 1

2

(
1

2
|cn−1|+

1

2

)
+

1

2
≤ . . . ,

çâiäêè

|cn+1| ≤
1

2n+1
(|c0|+1)+

1

2n+1
+

1

2n
+ ...+

1

2
≤

≤ 1

2n+1
(|c0|+ 1) + 1.

Òîìó iñíó¹ òàêå n0 ∈ N, ùî |cn+1| < 2 äëÿ
n ≥ n0. ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî cn+1 ∈ Z,
îòðèìó¹ìî: cn = 0 àáî cn = ±1 äëÿ âñiõ
n ≥ n0 − 1. ßêùî cn = 0 äëÿ äåÿêîãî n, òîäi
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cn+1 = −1
2
an, òîáòî n ¹ íåïàðíèì i cn+1 = 0.

Çâiäñè cn+2 = −1
2
an+1 = −1

2
, ùî íåìîæëè-

âî. Íåõàé òåïåð |cn| = 1 äëÿ âñiõ n ≥ n0 − 1.
Òîäi äëÿ íåïàðíîãî n ìè òàêîæ ìà¹ìî íåâið-
íó ðiâíiñòü |cn+1| = 1

2
|cn|. Òàêèì ÷èíîì, âñi

êîåôiöi¹íòè cn íå ìîæóòü áóòè öiëèìè. �
Çàóâàæåííÿ 3.2. Óçàãàëüíþþ÷è ìiðêó-

âàííÿ ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1, ìîæíà ïî-
êàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ

2 · y(x)− y(0)

x
+ a0 + a1x+ a2x

2 + . . . = y(x)

íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ ç êiëüöÿ Z[[x]] äëÿ áóäü-
ÿêîãî ðÿäó f(x) = a0 + a1x + a2x

2 + . . . , äå
an = 0, àáî an = 1, i 0 òà 1 çóñòði÷àþòüñÿ
ñåðåä êîåôiöi¹íòiâ an íåñêií÷åííó êiëüêiñòü
ðàçiâ.

Ðiâíÿííÿ (1) ìîæå íå ìàòè ðîçâ'ÿçêiâ
ç êiëüöÿ Z[[x]], àëå, ÿêùî òàêèé ðîçâ'ÿçîê
iñíó¹, òî, ÿê ïðàâèëî, âií ¹ ¹äèíèì.
Òåîðåìà 3.2 Íåõàé b ̸= ±1. Òîäi îäíîði-

äíå ðiâíÿííÿ

b · y(x)− y(0)

x
= y

ìà¹ òiëüêè íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi
ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ç öiëèìè êî-
åôiöi¹íòàìè.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé y(x) = c0 + c1x +

c2x
2 + . . . � ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

b · y(x)−y(0)
x

= y, ùî íàëåæèòü Z[[x]]. Òîäi

y(x)− y(0)

x
= c1 + c2x+ c3x

2 + . . .

i ìè ìà¹ìî: bc1 = c0, bc2 = c1, bc3 = c2, . . .
Çâiäñè âiïëèâà¹, ùî c0 = bncn äëÿ áóäü ÿêîãî
n. Òîìó c0 = c1 = c2 = . . . = 0, òîáòî y = 0.�

Äëÿ îòðèìàííÿ êðèòåðiþ iñíóâàííÿ
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1) ç êiëüöÿ Z[[x]] ìè áó-
äåìî âèêîðèñòîâóâàòè p-àäè÷íó òîïîëîãiþ
íà êiëüöi Z.

Íåõàé p�ïðîñòå ÷èñëî i Zp � êiëüöå öiëèõ
p-àäè÷íèõ ÷èñåë. Íà Zp ìè áóäåìî ðîçãëÿäà-
òè ñòàíäàðòíó òîïîëîãiþ i íîðìó || · ||p (äèâ.
[10], [11]). Äëÿ íàñ áóäå âàæëèâèì, ùî çái-

æíiñòü â êiëüöi Zp ðÿäó
∞∑
n=0

αn ¹ åêâiâàëåí-

òíîþ òîìó, ùî αn → 0 â Zp.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ îñíîâíèì ðåçóëüòà-
òîì ðîáîòè.
Òåîðåìà 3.3. Íåõàé b ̸= 0, b ̸= ±1 i

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + . . . � ôîð-
ìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä ç öiëèìè êîåôiöi-
¹íòàìè. Ðiâíÿííÿ

b · y(x)− y(0)

x
+ f(x) = y(x)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi ôîðìàëüíîãî ñòå-
ïåíåâîãî ðÿäó ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêå öiëå ÷èñëî
c0, ùî äëÿ âñiõ ïðîñòèõ ÷èñåë p, íà ÿêi äi-
ëèòüñÿ ÷èñëî b, âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiâ-
íiñòü â êiëüöi Zp:

a0 + a1b+ a2b
2 + a3b

3 + . . . = c0. (5)

Ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçîê ç êiëüöÿ Z[[x]] ¹ ¹äè-
íèì i ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

y(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 + . . . ,

äå
c0 = a0 + a1b+ a2b

2 + . . . ,

c1 = a1 + a2b+ a3b
2 + . . . , (6)

c2 = a2 + a3b+ a4b
2 + . . . ,

· · ·
i âñi ðÿäè ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ðiâíîñòåé (6)
çáiãàþòüñÿ â Zp, äëÿ òèõ p, ùî ¹ äiëüíèêàìè
÷èñëà b.
Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé y(x) =

c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 + . . . , cn ∈ Z � ðîçâ'ÿ-
çîê ðiâíÿííÿ (1). Òîäi äëÿ êîåôiöi¹íòiâ cn ìè
ìà¹ìî íàñòóïíå ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ:

bcn+1 + an = cn, n = 0, 1, 2, ... (7)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðÿä ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâ-
íîñòi (5). ßêùî b äiëèòüñÿ íà ïðîñòå ÷èñëî
p, òî bn → 0 â êiëüöi Zp. Òîìó anbn → 0 â

Zp, òîáòî ðÿä
∞∑
n=0

anb
n çáiãà¹òüñÿ ó êiëüöi Zp.

Çíàéäåìî éîãî ñóìó. Ç ðiâíîñòi (7) îòðèìó¹-
ìî:

a0 + a1b+ a2b
2 + a3b

3 + . . .+ aNb
N =

= c0 − bc1 + b(c1 − bc2) + b2(c2 − bc3) + . . .+

+bN(cN − bcN+1) = c0 − bN+1cN+1.
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Îñêiëüêè bN+1cN+1 → 0 â êiëüöi Zp, òî ìè
îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü (5).

Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü óìîâè (5).
ßêùî b äiëèòüñÿ íà ïðîñòå ÷èñëî p, òî âñi ðÿ-
äè ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ðiâíîñòi (6) çáiãàþòüñÿ
ó êiëüöi Zp. Îñêiëüêè c0 ∈ Z i ðÿä (5) çáiãà-
¹òüñÿ äëÿ âñiõ p, íà ÿêi äiëèòüñÿ ÷èñëî b, òî
ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñóìè âñiõ ðÿäiâ ç ðiâ-
íîñòi (6) ¹ öiëèìè ÷èñëàìè. Òåïåð ëåãêî ïå-
ðåâiðèòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {cn} çàäîâîëüíÿ¹
ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ (7). Òîìó ñòåïå-
íåâèé ðÿä y(x) = c0 + c1x+ c2x

2 + c3x
3 + . . .

¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1). �äèíiñòü öüîãî
ðîçâ'ÿçêó âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.2. �
Çàóâàæåííÿ 3.4. ßêùî f ∈ Z[[x]],

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n i b äiëèòüñÿ íà p, òî ðÿä

∞∑
n=0

anb
n çáiãà¹òüñÿ â êiëüöi Zp i éîãî ñóìó

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê çíà÷åííÿ f ó òî÷öi
b.
Íàñëiäîê 3.5. Íåõàé b ̸= ±1 i äëÿ b ̸= 0

âèêîíàíà óìîâà (5). Òîäi åäèíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (1) ç êiëüöÿ Z[[x]] ìîæíà çàïèñà-
òè â íàñòóïíié ôîðìi

y(x) = f(b) +
∞∑
n=1

△n(f)(b)xn.

Ç òåîðåìè 3.3 âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ, ùî
¹ àíàëîãîì íàñëiäêà 2.3 äëÿ âèïàäêó ôîð-
ìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ç öiëèìè êîåôiöi-
¹íòàìè.
Íàñëiäîê 3.6. Íåõàé f ∈ Z[[x]], f(x) =

a0+a1x+a2x
2+ . . . i y0 ∈ Z. Òîäi ïî÷àòêîâà

çàäà÷à (2) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ç êiëüöÿ Z[[x]] òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ âñiõ ïðîñòèõ ÷èñåë
p, íà ÿêi äiëèòüñÿ ÷èñëî b, âèêîíó¹òüñÿ íà-
ñòóïíà ðiâíiñòü â êiëüöi Zp:

a0 + a1b+ a2b
2 + a3b

3 + . . . = y0, (8)

òîáòî y0 = f(b).
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