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IÍÒÅÃÐÀËÜÍÈÌÈ ÓÌÎÂÀÌÈ

Ðîçãëÿíóòî áàãàòî÷àñòîòíó ñèñòåìó ðiâíÿíü iç ëiíiéíî ïåðåòâîðåíèìè àðãóìåíòàìè òà ç
òî÷êîâèìè é iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè. Äîñëiäæåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i. Íà
ïiäñòàâi îöiíêè îñöèëÿöiéíèõ iíòåãðàëiâ îá ðóíòîâàíî ìåòîä óñåðåäíåííÿ òà îäåðæàíî îöiíêó
ïîõèáêè ìåòîäó óñåðåäíåííÿ äëÿ ïîâiëüíèõ çìiííèõ.

The multifrequency system of equations with linearly transformed arguments and with point
and integral conditions is considered. The existence and uniqueness of solution of the problem are
investigated. The averaging method is justi�ed based on evaluation of oscillating integrals and the
estimation error of averaging method for slow variables is obtained.

1. Âñòóï
Ìåòîäîì óñåðåäíåííÿ áàãàòî÷àñòîòíi ñèñ-

òåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

da

dτ
= X(τ, a, φ, ε),

dφ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y (τ, a, φ, ε)

ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè äîñëiäæóâàëèñü ó
ïðàöÿõ [1, 2] òà ií. Çîêðåìà, ó ðîáîòi [1] çäié-
ñíåíî óñåðåäíåííÿ ÿê ó ñèñòåìi äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü, òàê i â iíòåãðàëüíèõ óìî-
âàõ é îäåðæàíî àñèìïòîòè÷íó îöiíêó ïîõèá-
êè ìåòîäó óñåðåäíåííÿ.

Àíàëîãi÷íà çàäà÷à äëÿ áàãàòî÷àñòîòíèõ
ñèñòåì iç ëiíiéíî ïåðåòâîðåíèìè àðãóìåí-
òàìè ó ðåçîíàíñíîìó âèïàäêó ðîçãëÿíóòà ó
ïðàöÿõ [3�5]. Àñèìïòîòèêà îöiíêè ó öüîìó
âèïàäêó çàëåæèòü âiä ðîçìiðíîñòi âåêòîðà
÷àñòîò i êiëüêîñòi ëiíiéíî ïåðåòâîðåíèõ àð-
ãóìåíòiâ ó øâèäêèõ çìiííèõ.

Ó äàíié ðîáîòi âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à ç òî÷-
êîâèìè é iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè. Ïèòàííÿ
iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ ç óìîâàìè òàêîãî òèïó ðîçãëÿäà-
ëîñü â ðîáîòi [6], à ñàìå äëÿ çàäà÷i

y′′ = f(x, y, y′), a < x < b,

y(x1) = y2,

x2∫
x1

y(x)dx = y2,

äå a < x1 < x2 < b i y1, y2 ∈ R.
2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i i ñõåìà óñåðåä-

íåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

da

dτ
= X(τ, aΛ, φΘ), (1)

dφ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y (τ, aΛ, φΘ), (2)

äå τ ∈ [0, L], a ∈ D ⊂ Rn, φ ∈ Tm, m > 1,
0 < ε 6 ε0 ≪ 1, Λ = (λ1, . . . , λr),
Θ = (θ1, . . . , θs), λi, θj ∈ (0; 1],
aΛ = (aλ1 , ..., aλr), aλi(τ) = a(λiτ), i = 1, r,
φΘ=(φθ1 ,. . ., φθs), φθj(τ) = φ(θjτ), j = 1, s.

Çàäàìî íàñòóïíi óìîâè äëÿ ðîçâ'ÿçêó
ñèñòåìè ðiâíÿíü (1), (2):

a(τ0) = a0, 0 6 τ0 6 L; (3)
τ2∫
τ1

[ s∑
j=1

bj(τ, aΛ(τ))φθj(τ) +

+g(τ, aΛ(τ), φΘ(τ))

]
dτ = d, (4)

äå 0 6 τ1 < τ2 6 L.
Óìîâè òàêîãî òèïó ìîæíà îäåðæàòè, íà-

ïðèêëàä, ïðè ðîçãëÿäi ñèñòåìè ñëàáêî çâ'ÿ-
çàíèõ îñöèëÿòîðiâ

üi + ω2
i (τ)ui = εfi(τ, u(t), u(λt), u̇(t), u̇(λt)),

äå i = 1, n, 0 < λ < 1, u̇ :=
du

dt
,
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u := (u1, . . . , un), u̇ := (u̇1, . . . , u̇n),
fi � çàäàíi ôóíêöi¨.

Âèêîðèñòàâøè çàìiíó Êðèëîâà � Áîãîëþ-
áîâà [7], îäåðæèìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü äëÿ àìïëiòóä ai i ôàç φi âèã-
ëÿäó

dai
dτ

= − 1

ωi(τ)

(
gi(τ, a, aλ, φ, φλ) +

+aiω
′
i(τ) sinψi

)
sinψi,

dφi
dτ

=
ωi(τ)

ε
− 1

aiωi(τ)
×

×
(
gi(τ, a, aλ, φ, φλ) +

+aiω
′
i(τ) cosψi

)
cosψi.

Óìîâîþ (3) çàäà¹òüñÿ çíà÷åííÿ âåêòîðà
àìïëiòóä â äåÿêié òî÷öi τ0∈[0, L].

Óñåðåäíèâøè çà øâèäêèìè çìiííèìè φθj
ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíÿíü (1), (2) i ôóíêöiþ g â
óìîâi (4), îäåðæèìî óñåðåäíåíó çàäà÷ó

da

dτ
= X0(τ, aΛ), (5)

dφ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y0(τ, aΛ), (6)

a(τ0) = a0, (7)

τ2∫
τ1

[ s∑
j=1

bj(τ, aΛ(τ))φθj(τ) +

+g0(τ, aΛ(τ))

]
dτ = d. (8)

Îäåðæàíà çàäà÷à çíà÷íî ïðîñòiøà ïîðiâ-
íÿíî ç (1)�(4), îñêiëüêè ïðàâi ÷àñòèíè ðiâ-
íÿíü íå çàëåæàòü âiä φ. Êîìïîíåíòà ðîçâ'ÿç-
êó a(τ) çíàõîäèòüñÿ iç (5), (7), ïiñëÿ ÷îãî
çíàõîäæåííÿ êîìïîíåíòè ðîçâ'ÿçêó φ çâîäè-
òüñÿ äî iíòåãðóâàííÿ ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ,
ùî çíàõîäèòüñÿ iç ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåá-
ðà¨÷íèõ ðiâíÿíü.
3. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó óñåðåäíåíî¨

çàäà÷i
Ëåìà 1. Íåõàé ôóíêöiÿ X0 íåïåðåðâíà

çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ â îáëàñòi
[0, L]× ×SrR, äå SR = {a : ∥a − a0∥ 6 R}
i σ = max

[0,L]×Sr
R

∥X0(τ, aΛ)∥, σL 6 R. Òîäi íà

ïðîìiæêó [0, L] iñíó¹ õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i (5), (7).
Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî îïåðàòîð

Fa := a0 +

τ∫
τ0

X0(z, aΛ(z))dz,

âèçíà÷åíèé ó ïðîñòîði C[0, L] íà êóëi SR.
Iç íåïåðåðâíîñòi òà îáìåæåíîñòi ôóíêöi¨ X0

âèïëèâà¹ ðiâíîñòåïåíåâà íåïåðåðâíiñòü ìíî-
æèíè Fa ïðè a ∈ SR. Îñêiëüêè

∥(Fa)(τ)∥6∥a0∥+

∥∥∥∥∥
τ∫

τ0

A0(z, aΛ(z))dz

∥∥∥∥∥6∥a0∥+Lσ,

òî ìíîæèíà çíà÷åíü Fa ðiâíîìiðíî îáìåæå-
íà.

Íà ïiäñòàâi òåîðåìè Àðöåëà [8] ìà¹ìî, ùî
îïåðàòîð F ¹ öiëêîì íåïåðåðâíèì.

Iç òîãî, ùî

∥(Fa)(τ)−a0∥=

∥∥∥∥∥
τ∫

τ0

A0(z, aΛ(z))dz

∥∥∥∥∥ 6 R,

âèïëèâà¹, ùî F : SR → SR.
Òàêèì ÷èíîì, îïåðàòîð F çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè òåîðåìè Øàóäåðà, ùî ãàðàíòó¹ iñíó-
âàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (5), (7).
Ëåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëå-

ìè 1, âåêòîð-ôóíêöiÿ X0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
Ëiïøèöÿ çà çìiííèìè aλi iç ñòàëîþ α > 0 i

αrL < 1. (9)

Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5), (7) iñíó¹ i ¹äèíèé.
Äîâåäåííÿ. Iç ëåìè 1 òà óìîâè (9)

âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð F � ñòèñêàþ÷èé.
Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêèõ a1,a2∈D

∥Fa2 − Fa1∥ 6

6 α

r∑
i=1

τ∫
τ0

∥a2(λiz)− a1(λiz)∥dz 6

6 αrL∥a2 − a1∥.

Íà ïiäñòàâi òåîðåìè Áàíàõà [8] iñíó¹ ¹äè-
íà íåðóõîìà òî÷êà îïåðàòîðà F , îòæå iñíó¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5), (7).
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Ëåìà 3. Íåõàé a(τ) = a(τ, y), a(0, y) = y
� ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5), (7), â îáëàñòi âèçíà-
÷åííÿ íîðìè ω, X0, Y0 i g0 îáìåæåíi ñòàëîþ
σ, íîðìè bj ñòàëèìè βj, à ìàòðèöÿ

S(τ1, τ2) :=
s∑
j=1

τ2∫
τ1

bj(τ, aΛ(τ))dτ

íåâèðîäæåíà.
Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6),

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíó óìîâó (8).
Ïðè öüîìó äëÿ τ ∈ [0, L]

∥φ(τ, y, ψ, ε)∥ 6 c1 +
c2
ε
, (10)

äå c1,c2�äîäàòíi ñòàëi, φ(0;y,ψ,ε)=ψ.
Äîâåäåííÿ. Iç ðiâíÿííÿ (6) çíàõîäèìî

φ(τ, y, ψ, ε) = ψ + φ(τ, y, 0, ε).

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè φ â óìîâó (8) îäåðæèìî
äëÿ ψ ðiâíÿííÿ

S(τ1, τ2) ψ = d−

−
s∑
j=1

τ2∫
τ1

bj(τ, a(τ))φ(τj; y, 0, ε)dτ −

−
τ2∫
τ1

g0(τ, a(τ))dτ.

Îñêiëüêè

∥φ(τ, y, 0, ε)∥ 6 στ

(
1 +

1

ε

)
i

∥ψ∥ 6 ∥S−1(τ1, τ2)∥
(
∥d∥+

+
s∑
j=1

τ2∫
τ1

∥φ(τ, y, 0, ε)∥ds
)
,

òî äëÿ íîðìè φ(τ, y, ψ, ε) îäåðæèìî îöiíêó
(10), äå

c1 = ∥S−1(τ1, τ2)∥
(
∥d∥+ σ(τ2−τ1)×

×
(
0.5(τ2+τ1)

s∑
i=1

βiθi+1

)
+σL

)
,

c2 = σ

(
0.5∥S−1(τ1, τ2)∥(τ22 − τ1

2)×

×
s∑
i=1

βiθi + L

)
.

4. Ïîçíà÷åííÿ é óìîâè. Íåõàé
G := [0, L]×Dr, G1 := G×Tms, f := (X, Y, g).
Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìî-
âè:

10. f ∈ C2
aΛ
(G1, σ), f ∈ C1

τ (G1, σ), äå ñòà-
ëîþ σ îáìåæåíi íîðìè f òà ïîõiäíèõ.

20. f ∈ Cmr+1
φΘ

(G1, σ).
30. bj ∈ C2(G, βj), j = 1, s.
40. ω ∈ Cms−1([0, L], σ) i âèçíà÷íèê

Âðîíñüêîãî V (τ), ïîáóäîâàíèé çà ñèñòåìîþ
ôóíêöié

{
ω(θ1τ), . . . , ω(θsτ)

}
, âiäìiííèé âiä

íóëÿ ïðè τ ∈ [0, L].
50. Iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5), (7),

ÿêèé ëåæèòü â îáëàñòi D ðàçîì iç äåÿêèì
ρ-îêîëîì.

Âèêîíàííÿ óìîâè 30 ãàðàíòó¹ íåçàñòðÿ-
ãàííÿ ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü (1), (2) â
îêîëi ðåçîíàíñó, óìîâîþ ÿêîãî â òî÷öi τ ∈
∈ [0, L] ¹ âèêîíàííÿ ðiâíîñòi

γk(τ) :=
s∑
j=1

θj(kj, ω(θjτ)) = 0,

äå kj ∈ Zm,
s∑
j=1

∥kj∥ ≠ 0.

60. Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöi

S(τ0)=I−
s∑
j=1

τ0∫
0

∂X0(τ, aΛ(τ, y))

∂aλj

∂aλj(τ, y)

∂y
dτ,

i S(τ1, τ2) � íåâèðîäæåíi.
Óìîâà 40 äîçâîëÿ¹ îäåðæàòè äëÿ îñöèëÿ-

öiéíîãî iíòåãðàëà

Ik(τ, ε)=

τ∫
0

f(z, ε) exp

(
i

ε

z∫
0

γk(t)dt

)
dz

ðiâíîìiðíó îöiíêó

∥Ik(τ, ε)∥6c3
(
sup ∥f(t, ε)∥+ 1

∥k∥
sup

∥∥∥∥dfdt
∥∥∥∥),

äå c3 > 0 i íå çàëåæèòü âiä ε i k.
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Íà ïiäñòàâi îöiíêè îñöèëÿöiéíîãî iíòåã-
ðàëà îäåðæó¹òüñÿ îöiíêà ïîõèáêè ìåòîäó
óñåðåäíåííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì (1), (2) i
(5), (6), ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ ÿêèõ çáiãàþòüñÿ
ïðè τ = 0, i ìà¹ âèãëÿä [4, 5]

∥a(τ)− a(τ)∥+ ∥φ(τ)− φ(τ)∥ 6 c4ε
α. (11)

5. Îáãðóíòóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíå-
ííÿ
Òåîðåìà. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 10�

60. Òîäi äëÿ äîñèòü ìàëîãî ε0 > 0 iñíó¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)�(4) i äëÿ âñiõ
τ ∈ [0, L] i ε ∈ (0, ε0] âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

∥a(τ, y + µ, ψ + ξ, ε)− a(τ, y)∥+
+∥φ(τ, y+µ, ψ+ξ, ε)−φ(τ, y, ψ, ε)−
−η(ε)∥ 6 c5ε

α, (12)

äå α = (rm)−1, à äëÿ ôóíêöi¨ η(ε) ñïðàâäæó-
¹òüñÿ îöiíêà

∥η(ε)∥ 6 c6ε
α−1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé
(
a(τ), φ(τ)

)
:=

:=
(
a(τ, y), φ(τ, y, ψ, ε)

)
� ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(5), (8) ïðè τ ∈ [0, L], ã(τ) = a(τ, y + µ) i
y + µ ∈ D. Òîäi iç ðiâíÿííÿ (5) ìà¹ìî

ã(τ)− a(τ) = µ+

+

τ∫
0

[
X0(z, aΛ(z, y+µ))−X0(z, aΛ(z, y))

]
dz.

Çâiäñè îäåðæèìî

∥ã(τ)− a(τ)∥ 6 ∥µ∥+

+σ
r∑
j=1

τ∫
0

∥ãλj(z)− aλj(z)∥dz.

Íà ïiäñòàâi iíòåãðàëüíî¨ íåðiâíîñòi [4], ÿêà
¹ óçàãàëüíåííÿì íåðiâíîñòi Ãðîíóîëëà �
Áåëëìàíà, ìà¹ìî

∥ã(τ)− a(τ)∥ 6 ∥µ∥ exp
(
σ

r∑
i=1

λi

)
τ.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñiõ τ ∈ [0, L]

∥ã(τ)− a(τ)∥ 6 c7∥µ∥, (13)

äå c7 = exp

(
σL

r∑
i=1

λi

)
.

Íåñêëàäíî îäåðæó¹òüñÿ i òàêà îöiíêà

∥φ(τ, y+µ, ψ+ξ, ε)−φ(τ, y, ψ, ε)∥ 6
6 ∥ξ∥+ c7rσL∥µ∥. (14)

Ïîêàæåìî, ùî ìîæíà çíàéòè òàêå µ ∈ Rn,
ùî ðîçâ'ÿçîê a(τ) = a(τ, y+µ, ψ, ε) âèçíà÷å-
íèé íà [0, L] ïðè ε ∈ (0, ε0], ψ ∈ Rm i ïðè
öüîìó a(τ0) = a(τ0). Íåõàé

c7∥µ∥ 6 0.5ρ, c4ε
α 6 0.5ρ.

Òîäi, ÿê ïîêàçàíî â [4], iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿ-
çîê ñèñòåìè (1), (2) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè
y + µ, ψ + ξ. Äàëi ìà¹ìî,

∥a(τ, y + µ, ψ, ε)− a(τ, y)∥ 6
6 ∥a(τ, y + µ, ψ, ε)− a(τ, y + µ)∥+

+∥a(τ, y + µ)− a(τ, y)∥ 6
6 c4ε

α + c7∥µ∥.

Iç âèêîíàííÿ óìîâ (3) i (5) íà ïiäñòàâi ðiâ-
íÿíü (1) i (4) îäåðæèìî

µ = −
τ0∫
0

(
X0(τ, aΛ(τ))−

−X0(τ, aΛ(τ, y))
)
dτ −

−
τ0∫
0

(
X0(τ, aΛ(τ, y + µ))−

−X0(τ, aΛ(τ, y))
)
dτ −

−
τ0∫
0

X̃(τ, aΛ(τ), φΘ(τ))dτ =

= R1 +R2 +R3.

Òóò

X̃(τ, aΛ, φΘ)=
∑
k ̸=0

Xk(τ, aΛ(τ))e
i(k,φΘ).

Íà ïiäñòàâi îöiíêè (13) ìà¹ìî

∥R1∥ 6 στ0rc4ε
α.
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Ïåðåòâîðèâøè âèðàç R2, îäåðæèìî

R2 = −S(τ0)µ+R4(µ),

äå äëÿ R4 ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

R4(µ) 6 c8∥µ∥2.

Íà ïiäñòàâi îöiíêè îñöèëÿöiéíîãî iíòåã-
ðàëà ìà¹ìî

∥R3(ε, µ)∥ 6 c9ε
α,

äå c9 > 0 i íå çàëåæèòü âiä ε i µ.
Îòæå, äëÿ çíàõîäæåííÿ µ ìà¹ìî ðiâíÿí-

íÿ
µ = Φ1(µ, ε),

äå Φ1(µ, ε) = S−1(τ0)(R1(ε, µ) +

+R4(µ) +R3(ε, µ)).

Iç îöiíîê äëÿ R1, R4 i R3 îäåðæèìî

∥Φ1(µ, ε)∥ 6 c10ε
α + c11∥µ∥2,

äå c10 = ∥S−1(τ0)∥(στ0rc4 + c7)ε
α,

c11 = ∥S−1(τ0)∥c6.
Íåõàé µ ∈ Rn òàêå, ùî

∥µ∥ 6 c12ε
α, (15)

c12 = 2c10 i ε 6 ε2 = (4c10c11)
−1/2. Òîäi

∥Φ1(µ, ε)∥ 6 c12ε
α

i Φ1 âiäîáðàæà¹ êóëþ ðàäióñà c12ε
α â ñåáå

ïðè ε ∈ (0, ε2].
Çàñòîñóâàâøè ìåòîäèêó îöiíîê, çàïðîïî-

íîâàíó ó ïðàöi [2] i ðåàëiçîâàíó äëÿ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ëiíiéíî ïåðåòâîðå-
íèì àðãóìåíòîì â [4], îäåðæèìî∥∥∥∥∂Φ1

∂µ

∥∥∥∥ 6 c13∥µ∥+ c14ε
α 6 1

2
,

ÿêùî ε 6 ε2 = (2(c12c13 + c14))
−1/α.

Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî ε∈(0,min(ε0, ε1, ε2)]
iñíó¹ ¹äèíå çíà÷åííÿ µ = µ(ε), òîáòî ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê a(τ) = a(τ, y + µ(ε), ψ, ε) ðiâíÿííÿ
(1) òàêèé, ùî a(τ0) = a0.

Íåõàé φ(τ) = φ(τ, y, ψ, ε) � ðîçâ'ÿçîê çà-
äà÷i (6), (8). Çíàéäåìî òàêå ξ(µ, ε) ∈ Rm, ùî

φ(τ) = φ(τ, y + µ, ψ+ +ξ, ε) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çà-
äà÷i (2), (4). Iç óìîâ (4) i (8) ìà¹ìî

ξ = −S−1(τ1, τ2)×

×
{ s∑

j=1

τ2∫
τ1

[
bj(τ, aΛ(τ))×

×
(
φθj(τ, y + µ, ψ, ε)−
−φθj(τ, y + µ, ψ, ε)

)
+

+
(
bj(τ, aΛ(τ))− bj(τ, aΛ(τ))

)
×

×φθj(τ, y + µ, ψ, ε) +

+bj(τ, aΛ(τ))
(
φθj(τ, y + µ, ψ, ε)−

−φ(τ, y, ψ, ε)
)]
dτ +

+

τ2∫
τ1

[(
g0(τ, aΛ(τ))−g0(τ, ãΛ(τ))

)
+

+g0(τ, ãΛ(τ))−g0(τ, aΛ(τ)) +

+g̃(τ, aΛ, φΘ)
]
dτ

}
=

= −S−1(τ1, τ2)(R5 +R6).

Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòåé (10), (11), (13) i
(14) ìà¹ìî

∥S−1(τ1, τ2)R5(ξ, µ, ε)∥ 6 c15ε
α + c16ε

α−1.

Àíàëîãi÷íî ÿê i ïðè îöiíöi Φ1, îäåðæèìî

∥S−1(τ1, τ2)R6(µ, ξ, ε)∥ 6 c17ε
α.

Íåõàé ε 6 ε3 = c16(c15 + c17)
−1, ∥ξ∥ 6

6 2c16ε
α−1. Òîäi ïðè 0 < ε 6 ε4 = min(ε2, ε3)

∥Φ2(ξ, µ, ε)∥ 6 2c16ε
α−1.

Òàêèì æå ÷èíîì, ÿê i ïðè îöiíöi
∂Φ1

∂ξ
,

îäåðæèìî äëÿ âñiõ 0 < ε 6 min(ε4, ε5)∥∥∥∥∂Φ2(ξ(ε), µ(ε), ε)

∂ξ

∥∥∥∥ 6 1

2
.

Îòæå, iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè
ðiâíÿíü (1), (2) ç ïî÷àêîâèìè óìîâàìè
y+µ(ε), ψ+ξ(µ(ε), ε), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âè (3), (4).
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Íåõàé ε6 ε5, η(ε) = c6ε
α−1, c6 =2c16. Òîäi

äëÿ âñiõ 0 6 τ 6 L

∥φ(τ, y+µ, ψ+ξ, ε)−φ(τ, y, ψ, ε)− η(ε)∥ 6
6 ∥φ(τ, y+µ, ψ+ξ, ε)−φ(τ, y + µ, ψ + ξ, ε)∥+
+∥φ(τ, y+µ, ψ+ξ, ε)−φ(τ, y, ψ, ε)−η(ε)∥ 6
6 (c4 + c7c12rσL)ε

α, (16)

Âðàõóâàâøè îöiíêè (15) i (16), îäåðæèìî
îöiíêó (12), äå c5 = c4+ +c12c7(1 + rσL).
6. Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó

da

dτ
= 1 + cos(φ− 2φθ), θ = 0.5

dφ

dτ
=

1 + 2τ

ε
, τ ∈ [0, 1],

a(τ0) = a0, 0 < τ0 6 1
τ2∫
τ1

φ(τ)dτ = d, 0 6 τ1 < τ2 6 1.

Ó òî÷öi τ = 0 äîñÿãà¹òüñÿ ðåçîíàíñ,
îñêiëüêè γ(τ) := ω(τ)−θ× ×ω(θτ) = τ . Óìî-
âà 40 âèêîíó¹òüñÿ:∣∣∣∣ 1 + 2τ 1 + τ

2 1

∣∣∣∣ ̸= 0.

Óñåðåäíåíà çàäà÷à äëÿ ïîâiëüíî¨ çìiííî¨
íàáóâà¹ âèãëÿäó

da

dτ
= 1, a(τ0) = a0.

Ç iíòåãðàëüíî¨ óìîâè çíàõîäèìî

ψ = ψ = d(τ2 − τ1)
−1

−
(
3(τ1 + τ2) + 2(τ 21 +τ1τ2+τ

2
2

)
/6ε.

Îñêiëüêè a(τ0) = a(τ0), òî

a(0)− a(0) = µ = −
τ0∫
0

cos

(
τ 2

2ε
+ ψ

)
dτ.

Îöiíêà ïîõèáêè äëÿ ïîâiëüíî¨ çìiííî¨

∥a(τ)−a(τ)∥=
∣∣∣∣

τ∫
τ0

cos

(
τ 2

2ε
+ψ

)
dτ

∣∣∣∣6c18√ε,
îäåðæó¹òüñÿ íà ïiäñòàâi àñèìïòîòèêè iíòåã-
ðàëà Ôðåíåëÿ [9].
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