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Âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ãëàäêîãî ðîçâ'ÿçêó îáåðíåíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ
òåïëîïðîâiäíîñòi ç íåâiäîìèì çàëåæíèì âiä ÷àñó ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî
ìåæà îáëàñòi ¹ íåâiäîìîþ i ðàçîì ç ðiâíÿííÿì âèðîäæó¹òüñÿ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó.

We establish conditions for existence and uniqueness of a smooth solution to an inverse problem
for the heat equation with an unknown time-dependent leading coe�cient. The boundary of the
domain is supposed unknown and degenerate at the initial moment.

Âñòóï. Çàäà÷à, ÿêà äîñëiäæó¹òüñÿ ó äà-
íié ðîáîòi, ïî¹äíó¹ òðè òèïè çàäà÷, à ñàìå,
êîåôiöi¹íòíó îáåðíåíó çàäà÷ó, çàäà÷ó äëÿ
ðiâíÿíü ç âèðîäæåííÿì òà çàäà÷ó ç âiëü-
íîþ ìåæåþ. Îáåðíåíi çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi-
÷íèõ ðiâíÿíü â îáëàñòÿõ ç âiëüíèìè ìåæàìè
äîñëiäæóâàëèñü â [1]-[5]. Çàäà÷i iäåíòèôiêà-
öi¨ íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâ-
íÿíü ç âèðîäæåííÿì áóëè ðîçãëÿíóòi â ïðà-
öÿõ [6]-[8]. Àíàëîãi÷íi çàäà÷i, àëå âæå â îáëà-
ñòÿõ ç íåâiäîìèìè ìåæàìè, âèâ÷àëèñü ó [9].
Êðàéîâó òà îáåðíåíó çàäà÷ó äëÿ ïàðàáîëi-
÷íîãî ðiâíÿííÿ â îáëàñòi ç íåâiäîìîþ ìå-
æåþ, ÿêà âèðîäæó¹òüñÿ â ïî÷àòêîâèé ìî-
ìåíòò ÷àñó, äîñëiäæåíî [10] òà [11]. Öÿ ðî-
áîòà ïðèñâÿ÷åíà âèïàäêó ç ïîäâiéíèì âèðî-
äæåííÿì ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ÿê ðiâ-
íÿííÿ, òàê i íåâiäîìî¨ ìåæi. Îòðèìàíî óìî-
âè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó äëÿ îäíî-
âèìiðíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi.

1. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà îñíîâ-
íi ïðèïóùåííÿ. Â îáëàñòi QT = {(x, t) :
0 < x < tγh̃(t), 0 < t < T} ç íåâiäîìîþ ÷à-
ñòèíîþ ìåæi x = tγh̃(t) ðîçãëÿíåìî çà-
äà÷ó âèçíà÷åííÿ íåâiäîìèõ (h̃(t), ã(t),

u(x, t)), h̃(t) > 0, ã(t) > 0, t ∈ [0, T ] ç óìîâ

ut = ã(t)tβuxx + f̃(x, t), 0 < x < tγh̃(t),

0 < t < T, (1)

u(0, t) = µ1(t), u(tγh̃(t), t) = µ2(t),

t ∈ [0, T ], (2)

ã(t)ux(0, t) = µ3(t), t ∈ [0, T ], (3)

tγ h̃(t)∫
0

u(x, t)dx = µ4(t), t ∈ [0, T ], (4)

äå β > 0, γ > 0 - çàäàíi ÷èñëà, à (h̃(t), ã(t),
u(x, t)) - íåâiäîìi.

Çàìiíîþ íåçàëåæíèõ çìiííèõ y =
x

h̃(t)
,

σ = tγ çàäà÷ó (1)-(4) çâåäåìî äî åêâiâà-
ëåíòíî¨ çàäà÷i â îáëàñòi QT1 := {(y, σ) :
0 < y < σ, 0 < σ < T1} ç âiäîìîþ ìåæåþ:

vσ = a(σ)
σβ1

γh2(σ)
vyy +

yh′(σ)

h(σ)
vy+

+
σ

1−γ
γ

γ
f(yh(σ), σ), (y, σ) ∈ QT1 , (5)

v(0, σ) = ν1(σ), v(σ, σ) = ν2(σ),

σ ∈ [0, T1], (6)

a(σ)vy(0, σ) = h(σ)ν3(σ), σ ∈ [0, T1], (7)

h(σ)

∫ σ

0

v(y, σ)dy = ν4(σ), σ ∈ [0, T1]. (8)

Òóò âèêîðèñòàíi òàêi ïîçíà÷åííÿ:

T1 = T γ, β1 =
β + 1− γ

γ
, a(σ) = ã(σ

1
γ ),

h(σ) = h̃(σ
1
γ ), v(y, σ) = u(yh(σ), σ

1
γ ),

f(yh(σ), σ) = f̃(yh̃(σ
1
γ ), σ

1
γ ),

νi(σ) = µi(σ
1
γ ), i = 1, 4.

Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè âèðîäæåííÿ ðiâíÿ-
ííÿ (5) ñëàáêèì (0 < β1 < 1). Öå ïðèïóùå-
ííÿ áóäå âèêîíóâàòèñü äëÿ áóäü-ÿêèõ β, γ,
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òàêèõ, ùî γ > 1, γ − 1 < β < 2γ − 1. Ïðè-
ïóñòèìî òàêîæ, ùî âèêîíóþòüñÿ òàêi ïðèïó-
ùåííÿ:
(A1) µi ∈ C1[0, T ], i = 1, 2, 4,µ3 ∈ C[0, T ],

µ′
i(t) = λi(t)t

γ−1, λi ∈ C[0, T ], i = 1, 2;

f̃ ∈ C([0,∞)× [0, T ]) çàäîâîëüíÿ¹ ëîêàëüíî
óìîâó Ãåëüäåðà çà çìiííîþ x ç ïîêàçíèêîì
α ∈ (0, 1);
(A2) µi(t) > 0, i = 1, 2, 3, µ4(t) = µ0(t)t

γ,

µ0(t) > 0, t ∈ [0, T ], f̃(x, t) > 0, (x, t) ∈ [0,∞)×
×[0, T ], λ2(t) > λ1(t), t ∈ [0, T ];
(A3) µ1(0) = µ2(0).

2. Çâåäåííÿ çàäà÷i (1)-(4) äî ñèñòåìè
iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Âñòàíîâèìî iñíó-
âàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (5)-(8), îñêiëüêè âîíà
åêâiâàëåíòíà çàäà÷i (1)-(4).

Çàìiíîþ

v(y, σ) = ṽ(y, σ) + ν1(σ) +
y

σ
(ν2(σ)− ν1(σ))

ïåðåéäåìî âiä (5)-(6) äî çàäà÷i ç íóëüîâèìè
êðàéîâèìè óìîâàìè:

ṽσ(y, σ) =
σβ1a(σ)

γh2(σ)
ṽyy +

yh′(σ)

h(σ)
ṽy +

σ
1−γ
γ

γ
×

× f(yh(σ), σ)− ν ′1(σ)−
y

σ
(ν ′2(σ)− ν ′1(σ))+

+
y

σ2
(ν2(σ)− ν1(σ)) +

yh′(σ)

h(σ)σ
(ν2(σ)− ν1(σ)),

(y, σ) ∈ QT1 , (9)

ṽ(0, σ) = ṽ(σ, σ) = 0, σ ∈ [0, T1]. (10)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöiþ Ãðiíà
G(y, σ, η, τ) çàäà÷i

vσ(y, σ) =
σβ1a(σ)

γh2(σ)
vyy, (y, σ) ∈ QT1 ,

v(0, σ) = v(σ, σ) = 0, σ ∈ [0, T1],

çâåäåìî çàäà÷ó (9), (10) äî iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ṽ(y, σ) =

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G(y, σ, η, τ)

(
ηh′(τ)

h(τ)
×

× ṽη(η, τ) +
τ

1−γ
γ

γ
f(ηh(τ), τ)− ν ′1(τ)−

− η

τ
(ν ′2(τ − ν ′1(τ)) +

η

τ 2
(ν2(τ)− ν1(τ))+

+
ηh′(τ)

h(τ)τ
(ν2(τ)− ν1(τ))

)
dη, (y, σ) ∈ QT1 .

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ôóíêöi¨ v(y, σ), çâiäñè
îòðèìó¹ìî

v(y, σ) = ν1(σ) +
y

σ
(ν2(σ)− ν1(σ))+

+

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G(y, σ, η, τ)

(
ηh′(τ)

h(τ)
vη(η, τ)+

+
τ

1−γ
γ

γ
f(ηh(τ), τ)− ν ′1(τ)−

η

τ
(ν ′2(τ)−

−ν ′1(τ)) +
η

τ 2
(ν2(τ)− ν1(τ)))

)
dη,

(y, σ) ∈ QT1 . (11)

Îöiíèìî çíèçó ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (9), (10),
ïîäàþ÷è éîãî ó âèãëÿäi

v(y, σ) = v0(y, σ) + v̂(y, σ),

äå v0(y, σ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

vσ = a(σ)
σβ1

γh2(σ)
vyy +

yh′(σ)

h(σ)
vy,

(y, σ) ∈ QT1 ,

v(0, σ) = ν1(σ), v(σ, σ) = ν2(σ),

σ ∈ [0, T1], (12)

à v̂(y, σ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

vσ = a(σ)
σβ1

γh2(σ)
vyy +

yh′(σ)

h(σ)
vy+

+
σ

1−γ
γ

γ
f(yh(σ), σ), (y, σ) ∈ QT1 ,

v(0, σ) = v(σ, σ) = 0, σ ∈ [0, T1]. (13)

Ç ïðèïóùåíü (A2) òà ïðèíöèïó ìàêñèìóìó
çíàõîäèìî

v0(y, σ) ≥ min{min
[0,T ]

µ1(t),min
[0,T ]

µ2(t)} :=

=M1 > 0,

v̂(y, σ) ≥ 0, (y, σ) ∈ QT1 ,

àáî

v(y, σ) ≥M1 > 0, (y, σ) ∈ QT1 . (14)
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Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ w(y, σ) := vy(y, σ),
p(σ) := σh′(σ) i çâåäåìî ðiâíÿííÿ (11) äî
ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

v(y, σ) = ν1(σ) +
y

σ
(ν2(σ)− ν1(σ))+

+

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G(y, σ, η, τ)

(
ηp(τ)

τh(τ)
w(η, τ)+

+
τ

1−γ
γ

γ
f(ηh(τ), τ)− ν ′1(τ)−

η

τ
(ν ′2(τ)−

−ν ′1(τ)) +
η

τ 2
(ν2(τ)− ν1(τ)))

)
dη,

(y, σ) ∈ QT1 , (15)

w(y, σ) =
ν2(σ)− ν1(σ)

σ
+

+

σ∫
0

dτ

τ∫
0

Gy(y, σ, η, τ)

(
ηp(τ)

τh(τ)
w(η, τ)+

+
τ

1−γ
γ

γ
f(ηh(τ), τ)− ν ′1(τ)−

η

τ
(ν ′2(τ)−

−ν ′1(τ)) +
η

τ 2
(ν2(τ)− ν1(τ)))

)
dη,

(y, σ) ∈ QT1 , (16)

Óìîâè (7) òà (8) ïîäàìî ó âèãëÿäi

h(σ) =
ν4(σ)

σ∫
0

v(y, σ)dy

, σ ∈ (0, T1], (17)

a(σ)w(0, σ) = h(σ)ν3(σ), σ ∈ [0, T1]. (18)

Äèôåðåíöiþ¹ìî óìîâó (8) :

h′(σ)

∫ σ

0

v(y, σ)dy + h(σ)v(σ, σ)+

+ h(σ)

∫ σ

0

vσ(y, σ)dy = ν ′4(σ).

Ñêîðèñòàâøèñü ðiâíÿííÿì (5) , îòðèìà¹ìî

h′(σ)

∫ σ

0

v(y, σ)dy + h(σ)ν2(σ)+

+ h(σ)

∫ σ

0

(
a(σ)

σβ1

γh2(σ)
vyy +

yh′(σ)

h(σ)
vy+

+
σ

1−γ
γ

γ
f(yh(σ), σ))

)
dy = ν ′4(σ).

Îá÷èñëþþ÷è iíòåãðàëè, ïðèõîäèìî äî
ðiâíÿííÿ

p(σ) =
1

ν2(σ)
(ν ′4(σ)− h(σ)ν2(σ)−

−a(σ)σ
β1

γh(σ)
(w(σ, σ)− w(0, σ))− h(σ)

σ
1−γ
γ

γ
×

×
∫ σ

0

f(yh(σ), σ)dy

)
, σ ∈ (0, T1]. (19)

Îòæå, çàäà÷ó (5)-(8) çâåäåíî äî ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü (15)-(19) ñòîñîâíî íåâiäîìèõ
h(σ), p(σ), a(σ), v(y, σ), w(y, σ).

3. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)-
(4).
Òåîðåìà 1. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêî-

íóþòüñÿ óìîâè (À1)-(À3). Òîäi ìî-
æíà âêàçàòè òàêå ÷èñëî T0 ∈ (0, T ],
ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ âiäîìèìè âåëè÷èíà-
ìè, ùî çàäà÷à (1)-(4) ìàòèìå ðîçâ'ÿçîê
(h̃(t), ã(t), u(x, t)) ç êëàñó C[0, T0]∩C1(0, T0]×
C[0, T0] × C2,1(QT0) ∩ C1,0(QT0) òàêèé, ùî
h̃(t) > 0, ã(t) > 0, t ∈ [0, T0].

Äîâåäåííÿ. Ç ìiðêóâàíü, íàâåäåíèõ â [5],
âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äî-
ñòàòíüî âñòàíîâèòè iñíóâàííÿ íåïåðåðâíî-
ãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü (15)-(18). Äëÿ
öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþØàóäåðà ïðî
íåðóõîìó òî÷êó öiëêîì íåïåðåðâíîãî îïåðà-
òîðà.

Ñïî÷àòêó çíàéäåìî àïðiîðíi îöiíêè
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (15)-(19). Áåðó-
÷è äî óâàãè (À2) òà (14), ç (17) ìà¹ìî

h(σ) ≤ H1 <∞, σ ∈ [0, T1]. (20)

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (15), (16) åêâiâàëåíòíi
ðiâíÿííþ (11), à ðiâíÿííÿ (11) åêâiâàëåíòíå
çàäà÷i (5), (6), òî, çàñòîñîâóþ÷è äî îñòàííüî¨
ïðèíöèï ìàêñèìóìó, îòðèìà¹ìî

v(y, σ) ≤M2 <∞, (y, σ) ∈ QT1 . (21)

Òîäi ç (17) òà (21) âèïëèâà¹ îöiíêà

h(σ) ≥ σν0(σ)

σM2

≥ H0 > 0, σ ∈ [0, T1]. (22)

Çíàéäåìî îöiíêó w(y, σ) çíèçó. Âèõîäÿ-
÷è ç îçíà÷åííÿ ôóíêöié νi(σ) òà ïðèïóùåíü
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(À2), çíàõîäèìî

ν ′2(σ)− ν ′1(σ) =
1

γ
(λ2(t)− λ1(t)) > 0,

σ ∈ (0, T1],

lim
σ→0

ν2(σ)− ν1(σ)

σ
= ν ′2(0)− ν ′1(0) > 0.

Çâiäñè ìà¹ìî

ν2(σ)− ν1(σ)

σ
≥M3 > 0, σ ∈ [0, T1]. (23)

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî ôóíêöi¨ a(σ), w(y, σ),
p(σ) ¹ íåïåðåðâíèìè íà ïðîìiæêó [0, T1], äî-
ñëiäèìî ïîâåäiíêó iíòåãðàëà ó ðiâíÿííi (16).
Âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêè ôóíêöi¨ Ãðiíà [11],
áóäåìî ìàòè:∣∣∣∣

σ∫
0

dτ

τ∫
0

Gy(y, σ, η, τ)

(
ηp(τ)

τh(τ)
w(η, τ)+

+
τ

1−γ
γ

γ
f(ηh(τ), τ)− ν ′1(τ)−

η

τ
(ν ′2(τ)−

−ν ′1(τ)) +
η

τ 2
(ν2(τ)− ν1(τ))

)
dη

∣∣∣∣ ≤
≤ C1

σ∫
0

dτ

τ∫
0

|Gy(y, σ, η, τ)| dη 6

6 C2

σ∫
0

dτ√
θ(σ)− θ(τ)

,

äå θ(σ) =
σ∫
0

a(s)sβ1ds. Òîäi

σ∫
0

dτ√
θ(σ)− θ(τ)

≤ C3σ
1−β1

2 .

Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ÷èñëî T0 ∈ (0, T1] òàêå,
ùî∣∣∣∣
σ∫

0

dτ

τ∫
0

Gy(y, σ, η, τ)

(
ηp(τ)

τh(τ)
w(η, τ) +

τ
1−γ
γ

γ
×

×f(ηh(τ), τ)− ν ′1(τ)−
η

τ
(ν ′2(τ − ν ′1(τ))+

+
η

τ 2
(ν2(τ)− ν1(τ))

)
dη

∣∣∣∣ ≤ M3

2
, (y, σ) ∈ QT0 .

(24)

Çâiäñè âèïëèâàþòü îöiíêè

w(y, σ) ≥ M3

2
,

w(y, σ) ≤ M3

2
+ max

[0,T1]

ν2(σ)− ν1(σ)

σ
:=M4,

(y, σ) ∈ QT0 . (25)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (25) ó (18), (19), îòðèìó¹ìî

0 < A0 ≤ a(σ) ≤ A1,

|p(σ)| ≤M5, σ ∈ [0, T0]. (26)

Îòæå, îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü
(15)-(19) îòðèìàíi. Ïîäàìî ñèñòåìó ðiâíÿíü
(15)-(19) ó âèãëÿäi

ω = Pω, (27)

äå ω = (v, w, h, a, p), à îïåðàòîð P âèçíà÷à-
¹òüñÿ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ðiâíÿíü (15)-(19).
Âèçíà÷èìî ìíîæèíó N := {(v, w, h, a, p) ∈(
C(Q̄T0)

)2 × (C[0, T0])
3 : M1 ≤ v(y, σ) ≤M2,

M3/2 ≤ w(y, σ) ≤ M4, H0 ≤ h(σ) ≤ H1, A0 ≤
a(σ) ≤ A1, |p(σ)| ≤ M5} Ç îöiíîê (14), (20)-
(22), (25), (26) âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð P ïå-
ðåâîäèòü ìíîæèíó N â ñåáå. Êîìïàêòíiñòü
îïåðàòîðà P áóëà âñòàíîâëåíà â [12]. Âè-
êîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Øàóäåðà, îòðèìó¹ìî
iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)-(4).

4. �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i.
Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:
(A4) f̃ ∈ C1,0([0,∞)× [0, T ]), µi ∈ C1[0, T ],

i = 1, 2, µi(t) ̸= 0, i = 2, 3, µ4(t) = µ0(t)t
γ,

µ0(t) ̸= 0, t ∈ [0, T ].
Òîäi çàäà÷à (1)-(4) íå ìîæå ìàòè áiëü-

øå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó (h̃(t), ã(t), u(x, t)) ç êëà-
ñó C1(0, T ] ∩ C[0, T ] × C[0, T ] × C2,1(QT ) ∩
C1,0(QT ).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çàäà÷i (1)-(4) òà
(5)-(8) ¹ åêâiâàëåíòíèìè, òî äîñèòü äîâå-
ñòè ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (5)-(8). Ïðè-
ïóñòèìî, ùî iñíóþòü äâà ðiçíi ðîçâ'ÿçêè
(hi(σ), ai(σ), vi(y, σ)), i = 1, 2, çàäà÷i (5)-(8).
Ïîçíà÷èìî h(σ) := h1(σ)− h2(σ), a(σ) :=
a1(σ)−a2(σ), v(y, σ) := v1(y, σ)−v2(y, σ). Äëÿ
(h(t), a(t), u(x, t)) îòðèìó¹ìî ç (5)-(8) òàêó
çàäà÷ó:

vσ =
a1(σ)σ

β1

γh21(σ)
vyy +

yh′1(σ)

h1(σ)
vy+

18 ISSN 2309-4001. Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2016. � Ò. 4, � 3�4.



+
σβ1(a(σ)h22(σ)− a2(σ)h(σ)(h1(σ) + h2(σ)))

γh21(σ)h
2
2(σ)

×

× v2yy +
h′(σ)h2(σ)− h′2(σ)h(σ)

h1(σ)h2(σ)
yv2y+

+
σ

1−γ
γ

γ
yh(σ)f1(y, σ), (y, σ) ∈ QT1 , (28)

v(0, σ) = v(σ, σ) = 0, σ ∈ [0, T1], (29)

a1(σ)vy(0, σ) = ν3(σ)h(σ)− a(σ)v2y(0, σ),

σ ∈ [0, T1], (30)

h1(σ)

σ∫
0

v(y, σ)dy = −h(σ)
σ∫

0

v2(y, σ)dy,

σ ∈ [0, T1], (31)

äå

f1(y, σ) :=

1∫
0

∂f(z, σ)

∂z

∣∣∣∣
z=yh2(σ)+syh(σ)

ds.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöiþ Ãðiíà
G∗(y, σ, η, τ) ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ
ðiâíÿííÿ

vσ =
a1(σ)σ

β1

γh21(σ)
vyy +

yh′1(σ)

h1(σ)
vy, (y, σ) ∈ QT1 ,

çâåäåìî çàäà÷ó (28)-(31) äî ñèñòåìè ðiâíÿíü

v(y, σ) =

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G∗(y, σ, η, τ)
(
v2ηη(η, τ)×

× (τβ1(a(τ)h22(τ)− a2(τ)h(τ)(h1(τ)+

+ h2(τ)))(γh
2
1(τ)h

2
2(τ))

−1+

+
η(p(τ)h2(τ)− τh′2(τ)h(τ))

τh1(τ)h2(τ)
v2η(η, τ)+

+
τ

1−γ
γ

γ
ηh(τ)f1(η, τ)

)
dη, (y, σ) ∈ QT1 , (32)

h(σ) = −
h1(σ)

σ∫
0

v(y, σ)dy

σ∫
0

v2(y, σ)dy

, σ ∈ [0, T1], (33)

a(σ) =
ν3(σ)h(σ)− a1(σ)vy(0, σ)

v2y(0, σ)
,

σ ∈ [0, T1], (34)

p(σ) =
1

ν2(σ)

(
−h(σ)ν2(σ)−

a1(σ)σ
β1

γh1(σ)
×

× (vy(σ, σ)− vy(0, σ))+

+
σβ1(a2(σ)h(σ)− a(σ)h2(σ))

γh1(σ)h2(σ)
(v2y(σ, σ)−

− v2y(0, σ))−
h(σ)h′2(σ)

h2(σ)
σν2(σ)−

− σ
1−γ
γ

γ
h(σ)

(
h1(σ)f1(y, σ)

)
dy+

+

σ∫
0

f(yh(σ), σ)dy
))
, σ ∈ [0, T1], (35)

äå p(σ) := σh′(σ). Ïiäñòàâèâøè âèðàçè äëÿ
v(y, σ) i h(σ) ç (32) i (33) ó ôîðìóëè (34)
i (35), ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî (32)-(35) ¹
ñèñòåìîþ îäíîðiäíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü
Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó. Îêðiì òîãî, îñêiëü-
êè v2(y, σ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (7), òî ç ïðè-
ïóùåíü òåîðåìè ìà¹ìî v2y(0, σ) ̸= 0, σ ∈
[0, T1]. Òàê ñàìî ç ïðèïóùåíü òåîðåìè âèïëè-
âà¹, ùî çíàìåííèê ó (35) âiäìiííèé âiä íóëÿ
ïðè σ ∈ [0, T1]. Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè òåî-
ðåìè i òå, ùî v2(y, σ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (8),
íàäàìî ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (33) òàêîãî
âèãëÿäó:

h1(σ)
σ∫
0

v(y, σ)dy

σ∫
0

v2(y, σ)dy

=

h1(σ)h2(σ)
σ∫
0

v(y, σ)dy

ν4(σ)
=

=

h1(σ)h2(σ)
σ∫
0

v(y, σ)dy

σν0(σ)
.

Ç òîãî, ùî ôóíêöiÿ
1

σ

σ∫
0

v(y, σ)dy ¹ íåïåðåðâ-

íîþ íà ïðîìiæêó [0, T1], âèïëèâà¹, ùî ïðàâà
÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (33) íåïåðåðâíà íà [0, T1].
Îòæå, ÿäðà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (32)-(35)
iíòåãðîâíi.

Äîñëiäèìî ïîâåäiíêó ãóñòèí iíòåãðàëü-
íèõ ðiâíÿíü (32)-(35). Äëÿ îöiíêè v2yy(y, σ),
ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä çíàêîì iíòåãðàëà ç (32),
çðîáèìî çàìiíó

v2(y, σ) = ṽ2(y, σ) + ν1(σ) +
y

σ
(ν2(σ)− ν1(σ)).
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Ôóíêöiÿ ṽ2(y, σ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

ṽ2σ =
a2(σ)σ

β1

γh22(σ)
ṽ2yy +

yh′2(σ)

h2(σ)
ṽ2y +

σ
1−γ
γ

γ
×

× f(yh2(σ), σ)− ν ′1(σ)−
y

σ
(ν ′2(σ)− ν ′1(σ))+

+
y

σ2
(ν2(σ)− ν1(σ)) +

yh′2(σ)

σh2(σ)
(ν2(σ)−

− ν1(σ)), (y, σ) ∈ QT1 ,

ṽ2(0, σ) = ṽ2(σ, σ) = 0, σ ∈ [0, T1].

Çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ãðiíà G̃(y, σ, η, τ)
ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ

ṽ2σ =
a2(σ)σ

β1

γh22(σ)
ṽ2yy +

yh′2(σ)

h2(σ)
ṽ2y

éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

ṽ2(y, σ) =

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G̃(y, σ, η, τ)

(
τ

1−γ
γ

γ
×

× f(ηh2(τ), τ)− ν ′1(τ)−
η

τ
(ν ′2(τ)− ν ′1(τ))+

+
η

τ 2
(ν2(τ)− ν1(τ)) +

ηh′2(τ)

τh2(τ)
(ν2(τ)−

− ν1(τ))

)
dη, (y, σ) ∈ QT1 . (36)

Ïîâåðòàþ÷èñü äî v2(y, σ), çíàõîäèìî

v2yy(y, σ) =

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G̃yy(y, σ, η, τ)

(
τ

1−γ
γ

γ
×

× f(ηh2(τ), τ)− ν ′1(τ)−
η

τ
(ν ′2(τ)− ν ′1(τ))+

+
η

τ 2
(ν2(τ)− ν1(τ)) +

ηh′2(τ)

τh2(τ)
(ν2(τ)−

− ν1(τ))

)
dη, (y, σ) ∈ QT1 . (37)

Äëÿ îöiíêè îäåðæàíîãî âèðàçó ñêîðèñòà-
¹ìîñü îöiíêîþ äðóãî¨ ïîõiäíî¨ îá'¹ìíîãî ïî-
òåíöiàëó [14]:∣∣∣∣∣∣

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G̃yy(y, σ, η, τ)q(η, τ)dη

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C

σ∫
0

dτ

(θ2(σ)− θ2(τ))1−δ/2
. (38)

Òóò q(y, σ) � äîâiëüíà íåïåðåðâíà â QT1 ôóí-
êöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà çà
çìiííîþ y ç ïîêàçíèêîì δ, 0 < δ < 1, C−

âiäîìà ñòàëà, θ2(σ) =
σ∫
0

a2(τ)τ
1−γ
γ

γh22(τ)
dτ.

Áåðó÷è äî óâàãè (38) òà ñïiââiäíîøåííÿ
ν ′1(σ) = 1

γ
µ′
i(σ

1
γ )σ

1
γ
−1, i = 1, 2, îöiíèìî îäèí

ç âèðàçiâ, ùî óòâîðþþòü (37):∣∣∣∣∣∣
σ∫

0

dτ

τ∫
0

G̃yy(y, σ, η, τ)
ν ′2(τ)− ν ′1(τ)

τ
ηdη

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C4

σ∫
0

τ
1−γ
γ

−δdτ

(θ2(σ)− θ2(τ))
1− δ

2

, (39)

Iíøi âèðàçè ç (37) îöiíþ¹ìî àíàëîãi÷íî, âè-
êîðèñòîâóþ÷è óìîâè òåîðåìè. Òîäi, çâàæàþ-
÷è íà íeðiâíiñòü θ2(σ)−θ2(τ) ≥ C5(σ

1
γ − τ

1
γ ),

ç (37) i (39) îòðèìó¹ìî

|v2yy(y, σ)| 6 C6

σ∫
0

τ
1−γ
γ

−δdτ

(θ2(σ)− θ2(τ))
1− δ

2

≤

≤ C25

σ∫
0

τ
1−γ
γ

−δdτ

(σ
1
γ − τ

1
γ )1−

δ
2

.

Â îñòàííüîìó iíòåãðàëi âèêîíà¹ìî çàìiíó
z = τ

σ
:

|v2yy(y, σ)| 6 C7σ
δ
2γ

−δ
1∫

0

z
1−γ
γ

−δdz

(1− z
1
γ )1−

δ
2

≤

≤ C8σ
δ
2γ

−δ.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðàâà ÷àñòèíà (32) âè-
çíà÷åíà i íåïåðåðâíà â QT1 . Îòæå, ñèñòå-
ìà ðiâíÿíü (32)-(35) ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê. Öå îçíà÷à¹, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
(5)-(8), à òàêîæ i çàäà÷i (1)-(4) ¹äèíèé. Òåî-
ðåìó äîâåäåíî.
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