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ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ЛIНIЙНОГО ТИПУ З СУТТЄВО
НЕСКIНЧЕННОВИМIРНИМ ЕЛIПТИЧНИМ ОПЕРАТОРОМ
Дослiджуються лiнiйнi та квазiлiнiйнi диференцiальнi рiвняння з суттєво нескiнченнови-

мiрним елiптичним оператором (типу Лапласа-Левi). Для квазiлiнiйного рiвняння доведена
теорема iснування та єдиностi розв’язку. Також проводиться паралель зi звичайними дифе-
ренцiальними рiвняннями та алгебраїчними рiвняннями.

We investigate linear and quasi-linear differential equations with essentially infinite-dimensional
elliptic operator (of the Laplace-Lévy type). For a quasi-linear equation, we prove a theorem on
the existence and uniqueness of a solution. Also we obtain a parallel with ordinary differential
equations and algebraic equations.

1. Суттєво нескiнченновимiрнi елiп-
тичнi оператори. В нескiнченновимiрному
просторi iснують оператори, якi не мають
скiнченновимiрних аналогiв. Таким опера-
тором, зокрема, є оператор Лапласа-Левi,
введений П. Левi [1] в 1922 р., як узагаль-
нення класичного оператора Лапласа. Для
двiчi диференцiйовних функцiй на дiйсному
гiльбертовому просторi l2 оператор Лапла-
са-Левi задається формулою

(Lu)(x) = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

,

а для функцiй на абстрактному дiйсному
нескiнченновимiрному сепарабельному гiль-
бертовому просторi H

(Lu)(x) = lim
n→∞

1

n
tr Pnu

′′(x),

де {ei} – ортонормований базис в H, Pn –
ортопроектор на лiнiйну оболонку e1, . . . , en,
tr – слiд оператора. Такий оператор є дифе-
ренцiальним оператором другого порядку,
але вiн задовольняє лейбнiцевську власти-
вiсть L(uv) = Lu · v + u · Lv та приймає ну-
льове значення на цилiндричних функцiях;
останнiй факт дав пiдставу Г.Є. Шилову, ре-
дактору перекладу [1], назвати його суттєво
нескiнченновимiрним. Сучасний стан теорiї
оператора Лапласа-Левi викладено в моно-
графiї М.Н. Феллера [2].

В 1977 р. Ю.В. Богданським [3] (див. та-
кож [4—5]) запропонований суттєво нескiн-
ченновимiрний елiптичний оператор, який
узагальнює оператор Лапласа-Левi та ус-
падковує його специфiчнi властивостi. Та-
кий оператор (точнiше, диференцiальний
вираз) задається формулою

(Lu)(x) = j(u′′(x)), (1)

де j є невiд’ємним ненульовим функцiона-
лом на BC(H), ядру якого належать всi опе-
ратори скiнченного рангу. Вiдповiдний фун-
кцiонал згiдно з роботою [3] також нази-
ваємо суттєво нескiнченновимiрним (за iн-
шою термiнологiєю – сингулярним).

Множину D ⊂ BC(H) називаємо майже
компактною, якщо для кожного ε > 0 iсну-
ють компактна множина K ⊂ BC(H) та чи-
сла n ∈ N та d > 0 такi, що K + Qn,d є ε-
сiткою для D (тут Qn,d ⊂ BC(H) – множина
операторiв, ранг яких не перевищує n, а нор-
ма не перевищує d).

Нехай BR = {x ∈ H | ‖x‖ 6 R} – фiксо-
вана куля радiуса R. Через Z позначимо
множину дiйсних функцiй класу C2(H), но-
сiї яких належать кулi BR, u′′(·) є рiвномiр-
но неперервною на H, а множина {u′′(x) |
x ∈ BR} є майже компактною. Нехай X –
замикання Z в просторi Cb(H) (тут Cb(H)
– банахiв простiр неперервних обмежених
функцiй на H з нормою sup

x∈H
|u(x)|). X є

дiйсною комутативною банаховою алгеброю
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вiдносно поточкових операцiй з sup-нормою.
З u ∈ Z випливає Lu ∈ X; суттєво нескiн-
ченновимiрний елiптичний оператор L ко-
ректно визначений на Z формулою (1). Вiн
допускає замикання L̄, яке породжує (C0)-
пiвгрупу стиску T (t) в X [4—5]. Ця пiвгру-
па є мультиплiкативною (∀u, v ∈ X, ∀t >
0: T (t)(uv) = T (t)u·T (t)v) та нiльпотентною
(∃t0 > 0: T (t0) = 0). Для функцiї g ∈ C1(R)
такої, що g(0) = 0, має мiсце властивiсть

L̄(g ◦ u) = (g′ ◦ u) · L̄u. (2)

Ймовiрнiснi властивостi оператора Лап-
ласа-Левi дослiджувались М.Й. Ядренком,
М.Н. Феллером i школою Т. Хiди. С.В. Кош-
кiним вивчались ймовiрнiснi аспекти харак-
терiв Левi з точки зору випадкових про-
цесiв та зв’язок з теорiєю бiлого шуму та
статистичною механiкою (1998—1999 рр.).
Зацiкавленiсть оператором Лапласа-Левi на
даний час в значнiй мiрi обумовлена ро-
ботами Л. Аккардi, П. Гiбiлiско, I.В. Во-
ловича (1992, 1994 рр.), а також Р. Леан-
дра, I.В. Воловича (2001 р.), у яких ви-
явлено зв’язок мiж гармонiчними за Ле-
вi функцiями та розв’язками рiвнянь Янга-
Мiллса. Детальна бiблiографiя наведена в
[2]. Також зауважимо, що iснує паралель
мiж диференцiальними рiвняннями з суттє-
во нескiнченновимiрними елiптичними опе-
раторами та класичною теорiєю звичайних
диференцiальних рiвнянь (див. [6—8]); для
рiвнянь з оператором типу Лапласа-Левi та-
ка паралель вiдслiдковувалась Є.М. Полi-
щуком, Г.Є. Шиловим та В.Я. Сикирявим.

2. Диференцiальнi рiвняння лiнiй-
ного типу. Розглянемо лiнiйне диференцi-
альне рiвняння вищого порядку зi змiнними
коефiцiєнтами

(L̄nu)(x) + a1(x)(L̄n−1u)(x) + . . . +

+an(x)u(x) = f(x). (3)

Має мiсце наступна теорема, доведена в [6].
Теорема 1. Нехай a1, . . . , an, f ∈ X. Тодi

рiвняння (3) має i до того ж єдиний розв’я-
зок.

В iнших функцiональних просторах рiв-
няння виду (3) з оператором Лапласа-

Левi та його модифiкацiями дослiджува-
лось Є.М. Полiщуком, Г.Є. Шиловим та
В.Я. Сикирявим, а полiгармонiчне рiвняння
– М.Н. Феллером.

Розглянемо квазiлiнiйне диференцiальне
рiвняння

(L̄nu)(x) + a1(x)(L̄n−1u)(x) + . . . +

+an(x)u(x) = f(x, u(x)), (4)

де a1, . . . , an ∈ X – змiннi коефiцiєнти.
Теорема 2.Нехай функцiя f : H×R→ R

має наступнi властивостi:
а) для будь-якого p ∈ R f(·, p) ∈ X,
б) f задовольняє умову Лiпшиця за дру-

гим аргументом рiвномiрно вiдносно пер-
шого: iснує C > 0 таке, що для будь-яких
x ∈ H, p, q ∈ R виконується нерiвнiсть
|f(x, p)− f(x, q)| 6 C|p− q|.

Тодi рiвняння (4) має i до того ж єдиний
розв’язок.

Доведення. Виберемо в Rn норму ‖~y‖ =
|y1| + . . . |yn| (~y ∈ Rn). Має мiсце наступний
варiант теореми Пiкара для системи дифе-
ренцiальних рiвнянь з суттєво нескiнченно-
вимiрними елiптичними операторами [8, те-
орема 2].

Теорема 3. Нехай i = 1, . . . , n; j1, . . . , jn

– суттєво нескiнченновимiрнi функцiона-
ли; (Liu)(x) = ji(u

′′(x)) – вiдповiднi їм сут-
тєво нескiнченновимiрнi елiптичнi опера-
тори; функцiя ~g = (g1, . . . gn) : H ×Rn → Rn

має наступнi властивостi:
а) для будь-якого ~p ∈ Rn, gi(·, ~p) ∈ X,
б) ~g задовольняє умову Лiпшиця за дру-

гим аргументом рiвномiрно вiдносно пер-
шого: iснує C > 0 таке, що для будь-яких
x ∈ H, ~p, ~q ∈ Rn виконується нерiвнiсть
‖~g(x, ~p)− ~g(x, ~q)‖ 6 C‖~p− ~q‖.

Тодi система рiвнянь

(L̄iui)(x) = gi(x, u1(x), . . . , un(x)), (5)

де i = 1, . . . , n, має i до того ж єдиний ро-
зв’язок.

Якщо в теоремi 3 умову а) замiнити на
умову а’) для будь-яких ui ∈ X функцiї
gi(·, u1(·), . . . , un(·)) належать X, то теорема
3 також має мiсце (детальнiше див. [8]).

Продовжимо доведення теореми 2. Замi-
ною змiнних v1 = u ∈ X, v2 = L̄u ∈
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X, . . . , vn = L̄n−1u ∈ X рiвняння (4) зводить-
ся до системи виду (5):

(L̄v1)(x) = v2(x),

. . .

(L̄vn−1)(x) = vn(x),

(L̄vn)(x) = f(x, v1(x))− an(x)v1(x)− . . .−
−a1(x)vn(x).

Виберемо функцiю ~g : H × Rn 3 (x, ~p) 7→
(p2, . . . , pn, f(x, p1)−an(x)p1−. . .−a1(x)pn) ∈
Rn. Перевiримо умови а’) та б) теореми 3.
Умова а’) теореми 3 випливає з того, що
за умов а)–б) теореми 2 з u ∈ X випливає
f(·, u(·)) ∈ X (див. [7]), а X є алгеброю. Умо-
ва б) теореми 3 випливає з нерiвностi

‖~g(x, ~p)− ~g(x, ~q)‖ =

=
n∑

k=1

|gk(x, ~p)− gk(x, ~q)| =
n∑

k=2

|pk − qk|+

+|(f(x, p1)− an(x)p1 − . . .− a1(x)pn)−
−(f(x, q1)− an(x)q1 − . . .− a1(x)qn)| 6

6 max(1 + ‖a1‖, . . . , 1 + ‖an−1‖, C + ‖an‖)×
×‖~p− ~q‖ (~p, ~q ∈ Rn).

Посилання на теорему 3 з умовами а’) та б)
завершує доведення теореми.

3. Приклади. Спочатку нагадаємо два
вiдомi факти. В алгебраїчному рiвняннi xn+
a1x

n−1+. . .+an−1x+an = f , де a1, . . . , an, f ∈
R(C), замiна x = y − a1

n
приводить до того,

що в отриманому рiвняннi коефiцiєнт при
yn−1 виявиться нульовим. Якщо у звичайно-
му лiнiйному диференцiальному рiвняннi

u(n)(x) + a1(x)u(n−1)(x) + . . . +

+an−1(x)u′(x) + an(x)u(x) = f(x),

де a1, . . . , an, f – неперервнi на деякому
вiдрiзку функцiї, зробити замiну u(x) =

v(x) exp
(
− 1

n

∫
a1(x)dx

)
, то в отриманому

рiвняннi коефiцiєнт при u(n−1)(·) також ста-
не нульовим. Наведемо аналоги вказаних
фактiв для суттєво нескiнченновимiрних
рiвнянь другого та третього порядку.

Приклад 1. Доведемо, що для рiвняння

(L̄2u)(x) + a1(x)(L̄u)(x)+

+a2(x)u(x) = f(x), (6)

де a1 задовольняє додаткову умову a1 ∈
D(L̄), а a2, f ∈ X, замiна

u(x) = v(x) exp

(
1

2

t0∫

0

(T (t)a1)(x)dt

)
(7)

перетворює рiвняння (6) на таке, що не мi-
стить L̄v.

Другий множник у правiй частинi фор-
мули (7) не належить X, оскiльки за межа-
ми кулi BR дорiвнює одиницi, а тому має
необмежений носiй. Запишемо (7) у виглядi

u(x) = v(x)+

+v(x)

(
exp

(
1

2

t0∫

0

(T (t)a1)(x)dt

)
− 1

)
.

Врахуємо лейбнiцевську властивiсть опера-
тора L̄, властивiсть (2) та нiльпотентнiсть
пiвгрупи T (t):

(L̄u)(x) = (L̄v)(x)+

+(L̄v)(x)

(
exp

(
1

2

t0∫

0

(T (t)a1)(x)dt

)
− 1

)
+

+
1

2
v(x) exp

(
1

2

t0∫

0

(T (t)a1)(x)dt

)
×

×
t0∫

0

∂

∂t
(T (t)a1)(x)dt =

=

(
(L̄v)(x)− 1

2
a1(x)v(x)

)
×

× exp

(
1

2

t0∫

0

(T (t)a1)(x)dt

)
. (8)

Формулу (8) застосуємо рекурсивно до себе:

(L̄2u)(x) =

(
L̄

(
(L̄v)(x)− 1

2
a1(x)v(x)

)
−

−1

2
a1(x)

(
(L̄v)(x)− 1

2
a1(x)v(x)

))
×

× exp

(
1

2

t0∫

0

(T (t)a1)(x)dt

)
=

(
(L̄2v)(x)−

−a1(x)(L̄v)(x)− 1

2
(L̄a1)(x)v(x) +

1

4
a2

1(x)×
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×v(x)

)
exp

(
1

2

t0∫

0

(T (t)a1)(x)dt

)
. (9)

Пiдстановка формул (7)-(9) у рiвняння (6)
та наступне спрощення приводять до рiв-
няння:

(L̄2v)(x) +

(
a2(x)− 1

2
(L̄a1)(x)− 1

4
a2

1(x)

)
×

×v(x) = f(x) exp

(
−1

2

t0∫

0

(T (t)a1)(x)dt

)
.

Пiдкреслимо, що наведенi перетворення мо-
жливi лише за умови a1 ∈ D(L̄).

Приклад 2. Доведемо, що для рiвняння

(L̄3u)(x) + a1(x)(L̄2u)(x) + a2(x)(L̄u)(x)+

+a3(x)u(x) = f(x), (10)

де a1 задовольняє додаткову умову a1 ∈
D(L̄2), а a2, a3, f ∈ X, замiна

u(x) = v(x) exp

(
1

3

t0∫

0

(T (t)a1)(x)dt

)

перетворює рiвняння (10) на таке, що не мi-
стить L̄2v.

Аналогiчними мiркуваннями отримуємо:

(L̄u)(x) =

(
(L̄v)(x)− 1

3
a1(x)v(x)

)
×

× exp

(
1

3

t0∫

0

(T (t)a1)(x)dt

)
;

(L̄2u)(x) =

(
(L̄2v)(x)− 2

3
a1(x)(L̄v)(x)−

−1

3
(L̄a1)(x)v(x) +

1

9
a2

1(x)v(x)

)
×

× exp

(
1

3

t0∫

0

(T (t)a1)(x)dt

)
;

(L̄3u)(x) =

(
(L̄3v)(x)− a1(x)(L̄2v)(x)+

+

(
1

3
a2

1(x)− (L̄a1)(x)

)
(L̄v)(x) +

(
1

3
a1(x)×

×(L̄a1)(x)− 1

3
(L̄2a1)(x)− 1

27
a3

1(x)

)
v(x)

)
×

× exp

(
1

3

t0∫

0

(T (t)a1)(x)dt

)
.

Пiдстановка наведених формул у рiвняння
(10) та наступне спрощення приводять до
рiвняння, що не мiстить L̄2v.

Викладенi в роботi результати були пред-
ставленi на Всеукраїнськiй науковiй конфе-
ренцiї ”Диференцiальнi рiвняння та їх засто-
сування в прикладнiй математицi” [9].
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