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Òåîðåìè ïðî ïðîìiæíó àôiííó ôóíêöiþ äëÿ îïóêëî¨ i âãíóòî¨ ôóíêöié

Äëÿ îïóêëî¨ ìíîæèíè E ⊆ R îòðèìàíî ðiçíi óìîâè, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ äëÿ îïóêëèõ âãîðó
i âíèç ôóíêöié g, h : E → R, òàêèõ, ùî g(x) ≤ h(x) íà E, iñíó¹ àôiííà ôóíêöiÿ f : E → R,
äëÿ ÿêî¨ g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) íà E.

Given a convex set E ⊆ R, we obtain di�erent conditions that imply the existence of an such
a�ne function f : E → R such that g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) for all x ∈ E and for every convex upward
and convex downward functions g, h : E → R possessing the inequality g(x) ≤ h(x) for all x ∈ E.

1. Âñòóï.

Äîáðå âiäîìî [1, ñ. 105], ùî äëÿ íîðìàëü-
íîãî ïðîñòîðó X, íåïåðåðâíî¨ çâåðõó ôóí-
êöi¨ g : X → R i íåïåðåðâíî¨ çíèçó ôóíêöi¨
h : X → R, òàêèõ, ùî g(x) ≤ h(x) íà X,
iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → R,
ùî g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) íà X. Öå òâåðäæåí-
íÿ, ÿêå äëÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ äîâiâ ùå Ã.
Ãàí [2], íàçèâàþòü òåîðåìîþ ïðî ïðîìiæíó
ôóíêöiþ. Ã. Òîí  [3] i Ì. Êàòåòîâ [4] óçàãàëü-
íèëè ðåçóëüòàò Ãàíà íà âèïàäîê íîðìàëüíèõ
ïðîñòîðiâ i ïîêàçàëè, ùî òåîðåìà ïðî ïðîìi-
æíó ôóíêöiþ ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ äëÿ íîð-
ìàëüíîñòi ó êëàñi T1-ïðîñòîðiâ. Ïiñëÿ öüî-
ãî ç`ÿâèëîñÿ áàãàòî ìîäèôiêàöié i óçàãàëü-
íåíü öi¹¨ òåîðåìè (äèâ. [5] i âêàçàíó òàì ëi-
òåðàòóðó). Íåäàâíî â [6] áóâ çíàéäåíèé íî-
âèé àíàëîã òåîðåìè ïðî ïðîìiæíó ôóíêöiþ:
äëÿ çðîñòàþ÷î¨ íåïåðåðâíî¨ çâåðõó ôóíêöi¨
g : [a, b] → R i çðîñòàþ÷î¨ íåïåðåðâíî¨ çíèçó
ôóíêöi¨ h : [a, b] → R, òàêèõ, ùî g(x) ≤ h(x)
íà [a, b], iñíó¹ òàêà çðîñòàþ÷à íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ f : [a, b] → R, ùî g(x) ≤ f(x) ≤
h(x) íà [a, b]. Ó çâ`ÿçêó ç öèì ïîñòàëî ïðè-
ðîäíå ïèòàííÿ: äëÿ ÿêèõ ùå âëàñòèâîñòåé
ôóíêöié, êðiì çðîñòàííÿ, ìîæíà âñòàíîâèòè
ïîäiáíi àíàëîãè òåîðåìè ïðî ïðîìiæíó ôóí-
êöiþ. Òóò ìè îáãîâîðþ¹ìî ðiçíi àíàëîãè òå-
îðåìè ïðî ïðîìiæíó ôóíêöiþ äëÿ îïóêëèõ
ôóíêöié. Ïîïåðåäíi âàðiàíòè îòðèìàíèõ òóò
ðåçóëüòàòiâ áóëè àíîíñîâàíi â [10].

2. Îïóêëi òà âãíóòi ôóíêöi¨, ïiä-

ãðàôiêè òà íàäãðàôiêè.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ f : E → R, ÿêà

âèçíà÷åíà íà îïóêëié ïiäìíîæèíi E äåÿêî-
ãî äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó X, íàçèâà-
¹òüñÿ îïóêëîþ àáî îïóêëîþ âíèç, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x1 i x2 ç E i áóäü-ÿêèõ
ñêàëÿðiâ λ1 i λ2 ≥ 0, òàêèõ, ùî λ1 + λ2 = 1,
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

f(λ1x1 + λ2x2) ≤ λ1f(x1) + λ2f(x2).

ßêùî çàâæäè âèêîíó¹òüñÿ ïðîòèëåæíà íå-
ðiâíiñòü ≥, òî ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ âãíó-
òîþ àáî îïóêëîþ âãîðó. Ëåãêî ïåðåâiðèòè,
ùî ôóíêöiÿ f : E → R áóäå îïóêëîþ /âãíó-
òîþ/ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ ñòðîãèé íà-
äãðàôiê

Gr+(f) = {(x, y) : x ∈ E i y > f(x)}

/ñòðîãèé ïiäãðàôiê

Gr−(f) = {(x, y) : x ∈ E i y < f(x)}/

áóäå îïóêëîþ ìíîæèíîþ â äîáóòêó X × R.
3. Âiäîêðåìëåííÿ îïóêëèõ ìíîæèí

ó ÒÂÏ.

Íåõàé X � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið
(ÂÏ), f � íåíóëüîâèé äiéñíèé ëiíiéíèé ôóí-
êöiîíàë íà X i α ∈ R. Òîäi Hα = {x ∈ X :
f(x) = α} � öå ãiïåðïëîùèíà âX. Ìíîæèíè

Gα = {x ∈ X : f(x) < α}

i
Gα = {x ∈ X : f(x) > α}

íàçèâàþòü âiäêðèòèìè ïiâïðîñòîðàìè ïðî-
ñòîðó X, à ìíîæèíè

Fα = {x ∈ X : f(x) ≤ α}

110 ISSN 2309-4001. Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2016. � Ò. 4, � 1�2.



i
Fα = {x ∈ X : f(x) ≥ α}

çàìêíåíèìè ïiâïðîñòîðàìè.
ßêùî X � öå òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé

ïðîñòið (ÒÂÏ) i ôóíêöiîíàë f äî òîãî æ
íåïåðåðâíèé, òî âiäêðèòi /çàìêíåíi/ ïiâïðî-
ñòîðè ¹ âiäêðèòèìè /çàìêíåíèìè/ ìíîæèíà-
ìè â X, à ãiïåðïëîùèíà Hα çàìêíåíà â X.

Êàæóòü, ùî ïiäìíîæèíè A i B ïðîñòî-
ðó X âiäîêðåìëþþòüñÿ ãiïåðïëîùèíîþ Hα

àáî ôóíêöiîíàëîì f , ÿêùî A ⊆ Fα i B ⊆ Fα

àáî íàâïàêè, i ñòðîãî âiäîêðåìëþþòüñÿ öi-
¹þ ãiïåðïëîùèíîþ, ÿêùî A ⊆ Gα i B ⊆ Gα

àáî íàâïàêè. Ïiäìíîæèíè A i B ïðîñòîðó X
íàïiâñòðîãî âiäîêðåìëþþòüñÿ ãiïåðïëîùè-
íîþ Hα, ÿêùî A ⊆ Fα i B ⊆ Gα àáî A ⊆ Gα

i B ⊆ F α.
Äîáðå âiäîìà íàñòóïíà òåîðåìà ïðî âiä-

îêðåìëåííÿ îïóêëèõ ìíîæèí [7, ñ. 32]
Òåîðåìà 1. Íåõàé A i B � íåïîðîæíi

îïóêëi ìíîæèíè â ÒÂÏ X, ïðè÷îìó ìíî-
æèíà A âiäêðèòà i A ∩ B = ∅. Òîäi iñíó-
þòü íåíóëüîâèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóí-
êöiîíàë f : X → R i ÷èñëî α ∈ R, òàêi,
ùî A ⊆ Gα, B ⊆ Fα, çîêðåìà, A i B íà-
ïiâñòðîãî âiäîêðåìëþþòüñÿ ãiïåðïëîùèíîþ
Hα = f−1(α).
4. Àôiííi ôóíêöi¨.

Ôóíêöiÿ f : X → R íà äiéñíîìó ÂÏX íà-
çèâà¹òüñÿ àôiííîþ, ÿêùî iñíóþòü ëiíiéíèé
ôóíêöiîíàë φ : X → R i ÷èñëî γ ∈ R, òàêi,
ùî

f(x) = φ(x) + γ

íà X. Àôiííà ôóíêöiÿ íà ìíîæèíi E � öå
çâóæåííÿ íà E äåÿêî¨ àôiííî¨ ôóíêöi¨ íà X.
Ëåìà 1. Íåõàé X � äiéñíèé ÒÂÏ, E �

ìíîæèíà â X ç íåïîðîæíüîþ âíóòðiøíiñòþ,
f0 : E → R � íåïåðåðâíà àôiííà ôóíêöiÿ,
ïðè÷îìó f0 = f |E, äå f � àôiííà ôóíêöiÿ
íà X. Òîäi i ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà.
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f àôií-

íà, òî iñíó¹ ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë φ íà X,
òàêèé, ùî f(x) = φ(x) + γ íà X äëÿ äåÿêî-
ãî ÷èñëà γ ∈ R. ßñíî, ùî f0 = φ0 + γ, äå
φ0 = φ|E. Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ φ0 = f0 − γ
¹ íåïåðåðâíîþ, îñêiëüêè f0 íåïåðåðâíà. Çà
óìîâîþ iñíó¹ x0 ∈ intE. Òîäi iñíó¹ òàêèé
îêië íóëÿ U , ùî Ux0 = x0 + U ⊆ E i

|φ(x) − φ(x0)| ≤ 1, ÿê òiëüêè x ∈ Ux0 . Íå-
õàé u ∈ U . Òîäi x = x0 + u ∈ Ux0 , à çíà÷èòü:

|φ(x)− φ(x0)| ≤ 1.

Àëå φ(x)−φ(x0) = φ(x0+u)−φ(x0) = φ(x0)+
φ(u)− φ(x0) = φ(u). Òàêèì ÷èíîì,

|φ(u)| ≤ 1 íà U.

À îòæå, φ � íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë. À òî-
äi íåïåðåðâíèì áóäå i ôóíêöiîíàë f = φ+γ.
5.Ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè íà äîáóòêó

X × R.
Íåõàé X � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið.

Òîäi äîáóòîê X × R = {p = (x, λ) : x ∈
X,λ ∈ R} � öå òåæ äiéñíèé âåêòîðíèé ïðî-
ñòið âiäíîñíî ïîêîìïîíåíòíîãî äîäàâàííÿ i
ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð. ßêùî X � ÒÂÏ, òî i
äîáóòîê X × R ç òîïîëîãi¹þ äîáóòêó � öå
òåæ ÒÂÏ.

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíèé
îïèñ ñïðÿæåíèõ ç ïðîñòîðîì X × R.
Ëåìà 2. à) Äëÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðî-

ñòîðó X ôóíêöiîíàë φ : X × R → R áóäå
ëiíiéíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü ëi-
íiéíèé ôóíêöiîíàë ψ : X → R i ÷èñëî γ ∈ R,
òàêi, ùî

φ(x, λ) = ψ(x) + γλ

íà X × R.
á) Äëÿ äiéñíîãî ÒÂÏ X âiäîáðàæåííÿ

φ : X × R → R áóäå ëiíiéíèì íåïåðåðâ-
íèì ôóíêöiîíàëîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
iñíóþòü ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë
ψ : X → R i ÷èñëî γ ∈ R, òàêi, ùî

φ(x, λ) = ψ(x) + γλ

íà X × R.
Äîâåäåííÿ. =>) Íåõàé φ : X×R → R �

ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë. Ïîêëàäåìî ψ(x) =
φ(x, 0) äëÿ êîæíîãî x ∈ X i γ = ψ(0, 1).
ßñíî, ùî ψ : X → R � ëiíiéíèé ôóíêöiî-
íàë, ÿêèé áóäå íåïåðåðâíèì, ÿêùî φ íåïå-
ðåðâíèé. Ïðè öüîìó.

φ(x, λ) = φ((x, 0) + (0, λ)) =

= φ(x, 0) + φ(λ(0, 1)) = ψ(x) + λγ.

äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè (x, λ) ∈ X × R.
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<=). Ïåðåâiðêà î÷åâèäíà.
6. Çâ'ÿçîê ìiæ âiäîêðåìíiñòþ ãðà-

ôiêiâ òà iñíóâàííÿì ïðîìiæíî¨ àôií-

íî¨ ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � äiéñíèé âåêòîð-
íèé ïðîñòið, E � îïóêëà ìíîæèíà â X,
g : E → R � âãíóòà i h : E → R � îïóêëà
ôóíêöi¨, òàêi, ùî g(x) ≤ h(x) íà E, òà ìíî-
æèíè A = Gr−(g) i B = Gr+(h) íàïiâñòðîãî
âiäîêðåìëþþòüñÿ äåÿêîþ ãiïåðïëîùèíîþ â
äîáóòêó X ×R. Òîäi iñíó¹ òàêà àôiííà ôóí-
êöiÿ f : E → R, ùî g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) íà E.
ßêùî æ X � ÒÂÏ, à ìíîæèíè A i B íàïiâ-
ñòðîãî âiäîêðåìëþþòüñÿ çàìêíåíîþ ãiïåð-
ïëîùèíîþ, òî iñíó¹ òàêà àôiííà íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ f : E → R, ùî g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)
íà E.
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî E ̸= Ø, áî

êîëè E = Ø, òâåðäæåííÿ òðèâiàëüíå. Íåõàé
iñíóþòü ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë φ : X×R → R
i ÷èñëî α ∈ R, òàêi, ùî φ(p) < α íà A i
φ(p) ≥ α íà B. Âèáåðåìî x0 ∈ E i ðîçãëÿ-
íåìî ÷èñëà λ1 = g(x0) − 1 i λ2 = h(x0) + 1.
ßñíî, ùî λ1 < g(x0), à λ2 > h(x0). Òîìó òî-
÷êè p1 = (x0, λ1) i p2 = (x0, λ2) íàëåæàòü äî
ìíîæèí A i B âiäïîâiäíî. Â òàêîìó ðàçi

φ(p1) < α ≤ φ(p2). (⋆)

Çà ëåìîþ 2 iñíóþòü òàêèé ëiíiéíèé ôóíêöiî-
íàë ψ : X → R i ÷èñëî γ ∈ R, ùî

φ(x, λ) = ψ(x) + λγ

äëÿ êîæíîãî x ∈ X i äîâiëüíîãî λ ∈ R.
ßêùî X � ÒÂÏ i ôóíêöiîíàë φ íåïåðåðâ-
íèé, òî i ψ áóäå íåïåðåðâíèì. Íåðiâíiñòü (⋆)
ïåðåïèñó¹òüñÿ â åêâiâàëåíòíîìó âèãëÿäi òàê:

ψ(x0) + λ1γ < α ≤ ψ(x0) + λ2γ.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(λ2 − λ1)γ > 0.

Àëå λ2−λ1 = h(x0)+1−g(x0)+1 = 2+h(x0)−
g(x0) ≥ 2 > 0. Òîìó i γ > 0. Ðîçãëÿíåìî
äîâiëüíå ε > 0 i äîâiëüíó òî÷êó x ∈ E. Äëÿ
÷èñåë λ = g(x)− ε i µ = h(x) + ε, î÷åâèäíî,
áóäåìî ìàòè, ùî (x, λ) ∈ A i (x, µ) ∈ B. Òîìó

φ(x, λ) = ψ(x) + λγ < α

i
φ(x, µ) = ψ(x) + µγ ≥ α,

òîáòî
λγ < α− ψ(x) ≤ µγ

çâiäêè, ïîäiëèâøè íà äîäàòíå ÷èñëî γ, îòðè-
ìó¹ìî, ùî

λ <
α

γ
− 1

γ
ψ(x) ≤ µ.

Ôîðìóëîþ f = α
γ
− 1

γ
ψ âèçíà÷à¹òüñÿ àôií-

íèé ôóíêöiîíàë íà ïðîñòîði X, àäæå 1
γ
ψ �

öå ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà X. Âií áóäå íåïå-
ðåðâíèì, ÿêùî ψ íåïåðåðâíèé. Äëÿ f i ôi-
êñîâàíîãî x ∈ E âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

g(x)− ε < f(x) ≤ h(x) + ε.

Ïåðåõîäÿ÷è â öié íåðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè
ε→ 0, îòðèìà¹ìî, ùî

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x).

Òàêèì ÷èíîì f � öå øóêàíà ïðîìiæíà
àôiííà ôóíêöiÿ, ÿêà áóäå íåïåðåðâíîþ êî-
ëè ôóíêöiîíàë φ íåïåðåðâíèé.
Òåîðåìà 3. Íåõàé X � äiéñíèé âåêòîð-

íèé ïðîñòið, E � îïóêëà ìíîæèíà â X,
g : E → R � âãíóòà, à h : E → R � îïóêëà
ôóíêöi¨, òàêi, ùî g(x) ≤ h(x) íà E, ïðè÷î-
ìó iñíó¹ òàêà àôiííà ôóíêöiÿ f : E → R,
ùî g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) íà E. Òîäi ìíîæè-
íè A = Gr−(g) i B = Gr+(h) ñòðîãî âiä-
îêðåìëþþòüñÿ äåÿêîþ ãiïåðïëîùèíîþ â äî-
áóòêó X × R. ßêùî æ X � ÒÂÏ i âíó-
òðiøíiñòü E íåïîðîæíÿ, à ïðîìiæíà àôiííà
ôóíêöiÿ f : E → R íåïåðåðâíà, òî ìíîæèíè
A = Gr−(g) i B = Gr+(h) ñòðîãî âiäîêðåì-
ëþþòüñÿ äåÿêîþ çàìêíåíîþ ãiïåðïëîùèíîþ
â äîáóòêó X × R.
Äîâåäåííÿ. Äëÿ àôiííî¨ ôóíêöi¨ f :

E → R iñíóþòü ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë ψ :
X → R i ÷èñëî β ∈ R, òàêi, ùî f(x) =
ψ(x)+β íà X. ßêùî æ X � ÒÂÏ i f äî òîãî
æ íåïåðåðâíà, òî çãiäíî ç ëåìîþ 1 i ôóíêöiî-
íàë ψ áóäå íåïåðåðâíèì.

Äëÿ äîâiëüíèõ (x, λ) ∈ A i (x, µ) ∈ B âè-
êîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

λ < g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) < µ.
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Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ

φ(x, ξ) = ξ − ψ(x)− β

¹ àôiííîþ íà X × R i íåïåðåðâíîþ, ÿêùî f
íåïåðåðâíà. Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ

φ(x, ξ) = ξ − f(x)

çàäàíà íà E × R. Àëå

φ(x, λ) = λ− f(x) < 0 íà A

i
φ(x, µ) = µ− f(x) > 0 íà B.

îòæå, A i B ñòðîãî âiäîêðåìëþþòüñÿ ãiïåð-
ïëîùèíîþ ξ−ψ(x) = β, ÿêà áóäå çàìêíåíîþ
äëÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f .
7. Iñíóâàííÿ ïðîìiæíî¨ àôiííî¨ íå-

ïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 4. Íåõàé E � âiäêðèòà íåïîðî-
æíÿ îïóêëà ìíîæèíà â äiéñíîìó òîïîëîãi-
÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði X, g : E → R �
âãíóòà ôóíêöiÿ, h : E → R � îïóêëà ôóí-
êöiÿ, òàêi, ùî g(x) ≤ h(x) íà E, i îäíà ç
ôóíêöié g ÷è h íåïåðåðâíà. Òîäi iñíó¹ òàêà
íåïåðåðâíà àôiííà ôóíêöiÿ f : E → R, ùî
g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) íà E.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ g íåïåðåðâ-

íà. Ïiäãðàôiê G = {(x;λ) ∈ E × R : λ <
g(x)} âãíóòî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ g � öå âiä-
êðèòà íåïîðîæíÿ îïóêëà ìíîæèíà â äîáó-
òêó P = X × R, à íàäãðàôiê H = {(x;λ) ∈
E × R : λ > h(x)} � öå íåïîðîæíÿ îïóêëà
ïiäìíîæèíà â P i G ∩H = Ø.

Çà òåîðåìîþ 1 iñíó¹ òàêèé ëiíiéíèé íåíó-
ëüîâèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë φ : P → R,
ùî G ⊆ Gα = {(x;λ) : φ(x;λ) < α} i
H ⊆ Fα = {(x;λ) : φ(x;λ) ≥ α} äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. À îòæå,G òàH íàïiâñòðîãî âiäîêðåì-
ëþþòüñÿ çàìêíåíîþ ãiïåðïëîùèíîþ φ−1(α).
Òàêèì ÷èíîì, çà òåîðåìîþ 2, iñíó¹ òàêà íå-
ïåðåðâíà àôiííà ôóíêöiÿ f : E → R, ùî
g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) íà E.
8. Çàñòîñóâàííÿ C-âíóòðiøíiõ òî-

÷îê.

Ó ïåðøîìó òîìi âiäîìî¨ ïðàöi Í. Äàíôîð-
äà i Äæ. Øâàðöà [9, ñ. 446] ïîäàíî òåîðå-
ìó ïðî âiäîêðåìëåííÿ îïóêëèõ ìíîæèí, ÿêà
âèêîðèñòîâó¹ ïîíÿòòÿ C-âíóòðiøíüî¨ òî÷êè.

Ìè äàìî òóò ñâî¹ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè,
ïîäiáíå äî äîâåäåííÿ òåîðåìè Ìàçóðà [7, ñ.
23].

Íåõàé X � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä R,
M ⊆ X i a ∈ X. Òîäi a íàçèâà¹òüñÿ C-
âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ äëÿ M , ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíîãî x ∈ X iñíó¹ òàêå ε > 0, ùî ç óìîâè
|δ| ≤ ε, âèïëèâà¹, ùî a+δx ∈M . Çðîçóìiëî,
ùî êîæíà C-âíóòðiøíÿ òî÷êà a âM âõîäèòü
â M . Ïðè öüîìó a áóäå C-âíóòðiøíüîþ òî-
÷êîþ â M òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíà
M − a áóäå ðàäiàëüíîþ â X.
Ëåìà 3. Íåõàé X � âåêòîðíèé ïðîñòið

íàä R, A � îïóêëà ïiäìíîæèíà X, 0 /∈ A,
a � C-âíóòðiøíÿ òî÷êà â A. Òîäi iñíó¹ ëi-
íiéíèé íåíóëüîâèé ôóíêöiîíàë φ : X → R,
òàêèé, ùî φ(x) ≥ 0 íà A.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé U = A − a. Îñêiëü-

êè U � ðàäiàëüíà ìíîæèíà, òî ôîðìóëîþ
p(x) = inf{λ ≥ 0 : x ∈ λU} âèçíà÷åíà ôóí-
êöiÿ p : X → [0,+∞). Îñêiëüêè ìíîæèíà U
îïóêëà, òî ç òîãî, ùî x ∈ λU , x ∈ µU äëÿ
λ, µ ≥ 0 âèïëèâà¹, ùî x + y ∈ λU + µU =
(λ+µ)U , à îòæå, p(x+y) ≤ p(x)+p(y). Îêðiì
òîãî, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü p(λx) = λp(x) ïðè
λ ≥ 0.

Î÷åâèäíî, ùî {x : p(x) < 1} ⊆ U ⊆ {x :
p(x) ≤ 1}, à îòæå, {x : p(x − a) < 1} ⊆
A = {x : x − a ∈ U} ⊆ {x : p(x − a) ≤ 1}.
Íà ëiíiéíîìó ïiäïðîñòîði X0 = {λa : λ ∈ R}
ïðîñòîðó X âèçíà÷èìî ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë
f0(λa) = −λ.

Äîâåäåìî, ùî f0(x) ≤ p(x) íà X0. Íåõàé
x ∈ X0 i x = λa. ßêùî λ ≥ 0, òî f0(x) =
−λ ≤ 0, à p(x) ≥ 0, à îòæå, f0(x) ≤ p(x).
Íåõàé λ < 0. Îñêiëüêè 0 /∈ A, òî p(−a) ≥ 1,
à îòæå, f0(x) = −λ ≤ −λp(−a) = p(λa) =
p(x). Òàêèì ÷èíîì, f0(x) ≤ p(x) âñþäè íà
X0.

Ç àíàëiòè÷íî¨ ôîðìè òåîðåìè Ãàíà-
Áàíàõà [7, ñ. 11] âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ëiíiéíèé
ôóíêöiîíàë f : X → R, òàêèé, ùî f |X0 = f0
i f(x) ≤ p(x) âñþäè íà X. Íåõàé x ∈ A. Òîäi
p(x − a) ≤ 1, à îòæå, îñêiëüêè f(x − a) ≤
p(x− a), òî f(x− a) = f(x)− f(a) ≤ 1. Òîìó
f(x) ≤ 1 + f(a) = 1 + f0(a) = 1 − 1 = 0. Òà-
êèì ÷èíîì, f(x) ≤ 0 âñþäè íà A. Ïîêëàâøè
φ(x) = −f(x), îòðèìó¹ìî øóêàíèé ëiíiéíèé
ôóíêöiîíàë íà X.
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Çàóâàæèìî, ùî a ∈ X0 i

f(a) = f0(a) = −1,

îòæå, f ̸= 0, à çíà÷èòü, i φ = −f ̸= 0.
Òåîðåìà 5. Íåõàé A i B � äèç'þíêòíi

îïóêëi ïiäìíîæèíè äiéñíîãî ÂÏ X, ïðè÷î-
ìó A ìà¹ C-âíóòðiøíþ òî÷êó, à B ̸= Ø.
Òîäi iñíó¹ íåíóëüîâèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë
f : X → R, ùî âiäîêðåìëþ¹ A âiä B.
Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî C = A − B. Íå-

õàé a � C-âíóòðiøíÿ òî÷êà â A. Òîäi äëÿ
äîâiëüíîãî x ∈ X iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî äëÿ
äîâiëüíîãî δ ç òîãî, ùî |δ| < ε, âèïëèâà¹, ùî
a+δx ∈ A, à îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî b ∈ B âiä-
ïîâiäíî a+ δx− b ∈ A−B = C, òîìó òî÷êà
a− b = c ¹ C-âíóòðiøíüîþ äëÿ ìíîæèíè C.

Î÷åâèäíî, ùî 0 /∈ C, iíàêøå iñíóâàëà á
òàêà òî÷êà x, ùî íàëåæàëà á i äî A, i äî B.
Çãiäíî ç ëåìîþ 3, iñíó¹ íåíóëüîâèé ëiíiéíèé
ôóíêöiîíàë φ : X → R, òàêèé, ùî φ(x) ≥ 0
ïðè x ∈ C.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ A òà y ∈
B:

φ(x) ≥ φ(y)

à îòæå, ÷èñëà γ = inf{φ(x) : x ∈ A} i
β = sup{φ(y) : y ∈ B} äiéñíi i äëÿ íèõ
γ ≥ β. Ìîæíà âèáðàòè α ∈ R, òàêå, ùî
γ ≥ α ≥ β. Òàêèì ÷èíîì, ãiïåðïëîùèíà
φ−1(α) âiäîêðåìëþ¹ îïóêëi ìíîæèíè A òà
B.
Òåîðåìà 6. Íåõàé X � äiéñíèé âåêòîð-

íèé ïðîñòið, g : X → R � âãíóòà ôóíêöiÿ,
h : X → R � îïóêëà ôóíêöiÿ, òàêi, ùî
g(x) ≤ h(x) íà X, i îäíà ç ìíîæèí A = Gr−g
÷è B = Gr+h ìà¹ C-âíóòðiøíþ òî÷êó â äî-
áóòêó X×R. Òîäi iñíó¹ òàêà àôiííà ôóíêöiÿ
f : X → R, ùî g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) íà X.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = Gr−g ìà¹ C-

âíóòðiøíþ òî÷êó. Îñêiëüêè B ̸= Ø, òî çà òå-
îðåìîþ 5, iñíóþòü íåíóëüîâèé ëiíiéíèé ôóí-
êöiîíàë φ : X × R → R òà α ∈ R, òàêi,
ùî ãiïåðïëîùèíà φ−1(α) âiäîêðåìëþ¹ A i
B. Çà ëåìîþ 2 iñíóþòü ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë
ψ : X → R i ÷èñëî γ ∈ R, òàêi, ùî

φ(x, ξ) = ψ(x) + γξ

íà X × R.

Íåõàé A ∩ Hα ̸= Ø òà B ∩ Hα ̸= Ø. Âè-
áåðåìî âiäïîâiäíî a = (x1, λ) ∈ A ∩ Hα òà
b = (x2, µ) ∈ B ∩ Hα. Òîäi g(x1) > λ òà
h(x2) < µ i

φ(a) = ψ(x1) + λγ = α = ψ(x2) + µγ = φ(b).

Ðîçãëÿíåìî òî÷êè a1 = (x1,
λ+g(x1)

2
) òà b1 =

(x2,
µ+h(x2)

2
). ßñíî, ùî a1 ∈ A i b1 ∈ B. Íåõàé

γ > 0. Òîäi

φ(a1) = ψ(x1)+
λ+ g(x1)

2
γ > ψ(x1)+λγ = α.

Îñêiëüêè , λ−1 < λ < g(x1), òî i a2 = (x1, λ−
1) ∈ A. Àëå

φ(a2) = ψ(x1) + (λ− 1)γ < ψ(x1) + λγ = α.

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà A íå ìiñòèòüñÿ â æî-
äíîìó ç çàìêíåíèõ ïiâïðîñòîðiâ, ïîðîäæå-
íèõ ãiïåðïëîùèíîþ φ−1(α), ùî íåìîæëèâî.

Íåõàé òåïåð γ < 0. Òîäi

φ(b1) = ψ(x2)+
µ+ h(x2)

2
γ > ψ(x2)+µγ = α.

Àëå òî÷êà b2 = (x2, µ+ 1) ∈ B i

φ(b2) = ψ(x2) + (µ+ 1)γ < ψ(x2) + µγ = α.

Òåïåð óæå ìíîæèíà B íå ìiñòèòüñÿ â æî-
äíîìó ç çàìêíåíèõ ïiâïðîñòîðiâ, ïîðîäæå-
íèõ ãiïåðïëîùèíîþ φ−1(α), à öå íå òàê.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè γ = 0.
Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X òà ξ ∈ R ìà¹-
ìî, ùî φ(x, ξ) = ψ(x). Îñêiëüêè ôóíêöiîíàë
φ : X × R → R íåíóëüîâèé, òî i ψ ̸= 0.
Àëå ãiïåðïëîùèíà φ−1(α) âiäîêðåìëþ¹ ìíî-
æèíè A i B, îòæå, φ(x) ≤ α íà A àáî
φ(x) ≥ α íà A. Ðàçîì ç òèì íåíóëüîâèé ëi-
íiéíèé ôóíêöiîíàë ψ íàáóâà¹ âñiõ äiéñíèõ
çíà÷åíü. Ó âèïàäêó A ⊆ φ−1((−∞, α]) âi-
çüìåìî òàêó òî÷êó x0 ∈ X, ùî ψ(x0) > α.
Òîäi i φ(x0, λ) = ψ(x0) > α äëÿ êîæíîãî
λ ∈ R. Àëå äëÿ λ0 = g(x0)− 1 ìè áóäåìî ìà-
òè, ùî (x0, λ0) ∈ A, îòæå, φ(x0, λ0) ≤ α, ùî
íåìîæëèâî. ßêùî æ A ⊆ φ−1([α,+∞)), òî
âèáèðà¹ìî òàêó òî÷êó x0 ∈ X, ùî ψ(x0) < α.
Òîäi φ(x0, λ0) = ψ(x0) < α äëÿ âñiõ λ ∈ R.
Àëå äëÿ ÷èñëà λ0 = g(x0) − 1 áóäåìî ìàòè,
ùî (x0, λ0) ∈ A, îòæå, φ(x0, λ0) ≥ α, ùî çíî-
âó ïðèâîëèòü äî ñóïåðå÷íîñòi.
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Òàêèì ÷èíîì, âèõîäèòü, ùî æîäíèé ç âè-
ïàäêiâ γ > 0, γ > 0 i γ = 0 íåìîæëèâèé,
àëå öå íå òàê. Òîìó íàøå ïðèïóùåííÿ ïðî
òå, ùî A∩Hα ̸= Ø i B∩Hα ̸= Ø õèáíå, îòæå,
A ∩ Hα = Ø àáî B ∩ Hα = Ø. Çâiäñè íåãàé-
íî âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíè A i B íàïiâñòðîãî
âiäîêðåìëþþòüñÿ ãiïåðïëîùèíîþ Hα. Òîäi
íà îñíîâi òåîðåìè 2 iñíó¹ òàêà àôiííà ôóí-
êöiÿ f : X → R, ùî g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) íà
X.
9. Óòî÷íåííÿ òåîðåìè 2 òà iíøå

äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìó 2 ìîæíà óòî÷íè-
òè.
Òåîðåìà 7. Íåõàé X � äiéñíèé âåêòîð-

íèé ïðîñòið, E � îïóêëà ìíîæèíà â X,
g : E → R � âãíóòà i h : E → R � îïóêëà
ôóíêöi¨, òàêi, ùî g(x) ≤ h(x) íà E, ìíîæè-
íè A = Gr−(g) i B = Gr+(h) âiäîêðåìëþ-
þòüñÿ äåÿêîþ ãiïåðïëîùèíîþ H â äîáóòêó
X × R, ïðè÷îìó A * H àáî B * H. Òî-
äi iñíó¹ òàêà àôiííà ôóíêöiÿ f : E → R,
ùî g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) íà E. ßêùî æ X �
ÒÂÏ, à ìíîæèíè A i B âiäîêðåìëþþòüñÿ çà-
ìêíåíîþ ãiïåðïëîùèíîþ H, i A * H àáî
B * H, òî iñíó¹ òàêà àôiííà íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ f : E → R, ùî g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)
íà E.
Äîâåäåííÿ. Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè

ïîçíà÷åííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Ïðèïóñòè-
ìî, ùî φ : X × R → R � ëiíiéíèé ôóíêöiî-
íàë i α � äiéñíå ÷èñëî, òàêi, ùî φ(p) ≤ α
íà A, φ(p) ≥ α íà B, H = φ−1(α) i A * H.
Òîäi iñíó¹ åëåìåíò p1 = (x0, λ1) ∈ A\H. Äëÿ
öi¹¨ òî÷êè λ1 < g(x0) i φ(p1) < α. Ïîêëàäå-
ìî λ2 = h(x0) + 1 i p2 = (x0, λ2). ßñíî, ùî
p2 ∈ B, òîìó φ(p2) ≥ α. Òàêèì ÷èíîì,

φ(p1) < α ≤ φ(p2)

ßê i â äîâåäåííi òåîðåìè 2 çâiäñè ëåãêî âè-
âîäèòüñÿ ùî ÷èñëî γ ç çîáðàæåííÿ φ(x, ξ) =
ψ(x)+γξ îáîâ'ÿçêîâî äîäàòíå. Íà îñíîâi öüî-
ãî, ÿê i â òåîðåìi 2, áóäó¹òüñÿ àôiííà ôóí-
êöiÿ f = α

γ
− ψ

γ
, ÿêà i ¹ øóêàíîþ. Âîíà áó-

äå íåïåðåðâíîþ, ÿêùî ãiïåðïëîùèíà H ¹ çà-
ìêíåíîþ â ÒÂÏ X.

Òàê ñàìî ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè
B * H.

Òåïåð ìîæíà íà îñíîâi òåîðåìè 7 ïîäàòè
êîðîòøå äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.

Çà òåîðåìîþ 5 iñíóþòü ëiíiéíèé íåíóëüî-
âèé ôóíêöiîíàë φ : X×R → R òà α ∈ R, òà-
êi, ùî ãiïåðïëîùèíà H = φ−1(α) âiäîêðåì-
ëþ¹ A i B, à ñàìå, φ(p) ≤ α íà A i φ(p) ≥ α
íà B. Çà ëåìîþ 2 iñíóþòü ëiíiéíèé ôóíêöiî-
íàë ψ : X → R i ÷èñëî γ ∈ R, òàêi, ùî

φ(x, ξ) = ψ(x) + γξ

íà X × R.
Äîâåäåìî , ùî A * H, òîáòî, ùî A∩Gα ̸=

Ø, äå Gα = {p ∈ X × R : φ(p) < α}. Íåõàé
A∩Gα = Ø. Òîäi A ⊆ H. Âèáåðåìî x0 ∈ X i
ïîêëàäåìî λ0 = g(x0)−1, λ1 = g(x0)−2, p0 =
(x0, λ0), i p1 = (x0, λ1). ßñíî, ùî {p0, p1} ⊆ A,
îòæå, {p0, p1} ⊆ H, i òîìó

φ(p0) = ψ(x0) + γλ0 = α = ψ(x0) + γλ1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî γ = γ(λ0 − λ1) = 0.
Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X òà ξ ∈ R ìà¹-
ìî, ùî φ(x, ξ) = ψ(x). Îñêiëüêè ôóíêöiîíàë
φ : X × R → R íåíóëüîâèé, òî i ψ ̸= 0. Çà
ïîáóäîâîþ ψ(x) ≤ α äëÿ âñiõ x ∈ X, ùî íå-
ìîæëèâî, áî íåíóëüîâèé ëiíiéíèé ôóíêöiî-
íàë ψ íà äiéñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði X
íàáóâà¹ âñiõ äiéñíèõ çíà÷åíü.

Òàêèì ÷èíîì, A ∩ Gα ̸= Ø. Òîäi çà òå-
îðåìîþ 7 îòðèìó¹ìî, ùî iñíó¹ òàêà àôiííà
ôóíêöiÿ f : X → R, ùî g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)
íà X.
10. Âiäîêðåìëåííÿ äîâiëüíèõ îïó-

êëèõ ìíîæèí.

Ó "Ìàòåìàòè÷íié åíöèêëîïåäi¨"[8, ñò.
797] áåç äîâåäåííÿ i ïîñèëàíü ïîäàíî òàêèé
ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 8. Íåõàé A i B � äîâiëüíi äè-

ç'þíêòíi îïóêëi ìíîæèíè ó äiéñíîìó ÂÏ X.
Òîäi iñíó¹ íåíóëüîâèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë
f : X → R, ÿêèé âiäîêðåìëþ¹ A âiä B.

Ç íüîãî òàê ñàìî ÿê â äîâåäåííi òåîðåìè
6 íåãàéíî âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 9. Íåõàé X äiéñíèé ÂÏ X, g :

X → R � âãíóòà ôóíêöiÿ, h : X → R �
îïóêëà ôóíêöiÿ, òàêi, ùî g(x) ≤ h(x) íà X.
Òîäi iñíó¹ òàêà àôiííà ôóíêöiÿ f : X → R,
ùî g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) íà X.
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