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ÏÐÎ ÅÊÂIÂÀËÅÍÒÍIÑÒÜ ËIÂÈÕ ÎÁÅÐÍÅÍÈÕ ÄÎ ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÎÃÎ
IÍÒÅÃÐÓÂÀÍÍß ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ Ó ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒÅÉ

Îòðèìàíî êðèòåðié δ-åêâiâàëåíòíîñòi â ïðîñòîðàõ ïîñëiäîâíîñòåé îïåðàòîðà óçàãàëüíå-
íîãî äèôåðåíöiþâàííÿ òà äîâiëüíîãî îïåðàòîðà, ÿêèé ¹ ëiâèì îáåðíåíèì äî óçàãàëüíåíîãî
iíòåãðóâàííÿ.

It is obtained a criterium of the δ-similarity of the generalized di�erentiation operator and the
left inverse to the generalized integration operator in sequence spaces.

1. Âñòóï.
Ó ðîáîòàõ [1-4] áóëî âñòàíîâëåíî åêâiâà-

ëåíòíiñòü ó ïåâíèõ ïðîñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà, ÿêèé ¹ ëiâèì
îáåðíåíèì äî n-ãî (n ∈ N) ñòåïåíÿ îïåðà-
òîðà çâè÷àéíîãî ÷è óçàãàëüíåíîãî iíòåãðó-
âàííÿ, äî n-ãî ñòåïåíÿ îïåðàòîðà çâè÷àéíî-
ãî ÷è óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ âiä-
ïîâiäíî. Êðiì öüîãî, â ðîáîòi [5] îòðèìàíî
óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi â ïåâíèõ ïðîñòîðàõ
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà,
ÿêèé ¹ ëiâèì îáåðíåíèì äî n-ãî ñòåïåíÿ îïå-
ðàòîðà ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó, äî
n-ãî ñòåïåíÿ îïåðàòîðà Ïîìì'¹. Îñêiëüêè
äåÿêi ïðîñòîðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ùî íà-
äiëåíi òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi, òî-
ïîëîãi÷íî içîìîðôíi äî âiäïîâiäíèõ ïðîñòî-
ðiâ ïîñëiäîâíîñòåé iç íîðìàëüíîþ òîïîëîãi-
¹þ Êåòå, òî ïðèðîäíî ðîçãëÿíóòè àíàëîãi÷-
íó çàäà÷ó ñòîñîâíî îïåðàòîðiâ óçàãàëüíåíî-
ãî iíòåãðóâàííÿ òà äèôåðåíöiþâàííÿ i äëÿ
ïåâíèõ êëàñiâ ïðîñòîðiâ ïîñëiäîâíîñòåé. Ó
äàíié ðîáîòi îòðèìàíî íåîáõiäíi é äîñòàòíi
óìîâè δ-åêâiâàëåíòíîñòi â äîñèòü øèðîêèõ
êëàñàõ ïðîñòîðiâ ïîñëiäîâíîñòåé îïåðàòîðà
óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ òà äîâiëü-
íîãî îïåðàòîðà, ÿêèé ¹ ëiâèì îáåðíåíèì äî
óçàãàëüíåíîãî iíòåãðóâàííÿ. Çàóâàæèìî, ùî
îäåðæàíi òóò ðåçóëüòàòè öiëêîì óçãîäæó-
þòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè ðîáiò [1-5].

Íåõàé X � äåÿêèé âåêòîðíèé ïðîñòið ïîñ-
ëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë x = (xm)

∞
m=0

íàä ïîëåì C, ùî ìiñòèòü óñi ôiíiòíi ïîñëi-
äîâíîñòi, à

Xα = {u = (um)
∞
m=0 :

∞∑
m=0

|umxm| < +∞, ∀x ∈ X}−

äâî¨ñòèé äî íüîãî ïðîñòið. Äëÿ êîæíîãî
u ∈ Xα ÷åðåç pu ïîçíà÷àòèìåìî ïåðåäíîðìó
íà X, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

pu(x) =
∞∑
m=0

|umxm|, x ∈ X.

Ââàæàòèìåìî íàäàëi, ùî ïðîñòið X íàäiëå-
íèé íîðìàëüíîþ òîïîëîãi¹þ Êåòå [6], ÿêà çà-
äà¹òüñÿ íàáîðîì ïåðåäíîðì {pu : u ∈ Xα}.

Çàôiêñó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü âiäìiííèõ âiä
íóëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë α = (αm)

∞
m=0 i äëÿ

x ∈ X ÷åðåç Dαx òà Iαx ïîçíà÷àòèìåìî âiä-
ïîâiäíî òàêi ïîñëiäîâíîñòi:
Dαx =

(
α0

α1
x1,

α1

α2
x2, ...,

αm
αm+1

xm+1, ...
)
,

Iαx =
(
0, α1

α0
x0,

α2

α1
x1, ...,

αm
αm−1

xm−1, ...
)
.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòið X ìà¹ òàêi âëàñ-
òèâîñòi:

Â1) X � äîñêîíàëèé, òîáòî Xαα = X;
Â2) ∀x ∈ X : x′ = (mxm)

∞
m=0 ∈ X;

Â3) ∀x ∈ X : Dαx ∈ X;
Â4) ∀v ∈ Xα ∃u ∈ Xα ∀m, k = 0, 1, ... :∣∣∣∣α0 αm+k+1

αm αk

∣∣∣∣ |vm+k+1| < |um uk|.

Âiäçíà÷èìî, ùî äîñêîíàëiñòü ïðîñòîðó X
ðiâíîñèëüíà éîãî ïîâíîòi âiäíîñíî íîðìàëü-
íî¨ òîïîëîãi¨ Êåòå [6]. Âëàñòèâiñòü Â2) ìà-
þòü ïðè äîñèòü çàãàëüíèõ óìîâàõ ïðîñòîðè,
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ùî âõîäÿòü ó êëàñèôiêàöiþ [7, ñ. 31] (çîêðå-
ìà, é ïðîñòîðè ïîñëiäîâíîñòåé, ùî içîìîðô-
íi äî ðiçíèõ ïðîñòîðiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíê-
öié). Ç íàâåäåíîãî âèùå îçíà÷åííÿ îïåðàòî-
ðiâ Dα òà Iα, à òàêîæ ç óìîâ Â3) i Â4) âiäïî-
âiäíî âèïëèâà¹, ùî öi îïåðàòîðè ëiíiéíî òà
íåïåðåðâíî äiþòü ó ïðîñòîði X. Íàçèâàòè-
ìåìî íàäàëi îïåðàòîðè Dα òà Iα âiäïîâiäíî
îïåðàòîðàìè óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàí-
íÿ òà iíòåãðóâàííÿ, ïîðîäæåíèìè ïîñëiäîâ-
íiñòþ α.

Äëÿ m = 0, 1, 2, ... ïîêëàäåìî

e(m) = (0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
m+1

, 0, . . . ) ∈ X.

Âiäçíà÷èìî, ùî ñèñòåìà âñiõ îðòiâ {e(m)}∞m=0

óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó X [6]. Òîìó äëÿ
êîæíîãî x ∈ X ìà¹ìî, ùî

x =
∞∑
m=0

xme
(m),

Dαx =
∞∑
m=0

αm
αm+1

xm+1 e
(m),

Iαx =
∞∑
m=1

αm
αm−1

xm−1 e
(m).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âñiõ x ∈ X

Dα(Iαx) = x, Iα(Dαx) = x− x0e
(0).

Ó ðîáîòi [8] äîâåäåíî, ùî ïðè çðîáëåíèõ
âèùå ïðèïóùåííÿõ ùîäî ïîñëiäîâíîñòi α òà
ïðîñòîðó X äëÿ âñiõ x, y ∈ X ôîðìóëîþ

x ∗ y =
∞∑

m,k=0

α0αm+k+1xmyk
αm αk

e(m+k+1) =

=
∞∑
m=1

(
m−1∑
k=0

α0 αm xm−k−1 yk
αm−k−1 αk

)
e(m),

âèçíà÷à¹òüñÿ íåòðèâiàëüíà çãîðòêà äëÿ îïå-
ðàòîðà Iα íà X, ïðè÷îìó

Iαx = e(0) ∗ x, x ∈ X.

Ïðèãàäà¹ìî, ùî çãîðòêîþ äëÿ ëiíiéíîãî
íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà M : X → X â òî-
ïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði X íàçèâà-
¹òüñÿ íàðiçíî íåïåðåðâíà, áiëiíiéíà, êîìóòà-
òèâíà é àñîöiàòèâíà îïåðàöiÿ ∗ : X×X → X,
äëÿ ÿêî¨

M(x ∗ y) = (Mx) ∗ y, x, y ∈ X.

Êàæóòü, ùî çãîðòêà ∗ íåòðèâiàëüíà,
ÿêùî âîíà íå ìà¹ â ïðîñòîði X àíóëÿòîðiâ,
òîáòî òàêèõ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ x ∈ X, ùî
x ∗ y = 0 äëÿ âñiõ y ∈ X.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç δ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé
ôóíêöiîíàë íà X, äëÿ ÿêîãî δ(x) = x0 ïðè
x = (xm)

∞
m=0 ∈ X. Çàôiêñó¹ìî a ∈ X i ðîç-

ãëÿíåìî ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð A
íà X, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

Ax = Dαx+ δ(x) a, x ∈ X. (1)

Çàóâàæèìî, ùî öi¹þ ôîðìóëîþ äà¹òüñÿ çà-
ãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðà-
òîðiâ íà X, ÿêi ¹ ëiâèìè îáåðíåíèìè äî îïå-
ðàòîðà Iα.Ç'ÿñó¹ìî óìîâè, ïðè ÿêèõ îïåðà-
òîð A âèãëÿäó (1) åêâiâàëåíòíèé ó ïðîñòîði
X äî îïåðàòîðà Dα.

Íàãàäà¹ìî, ùî ëiíiéíi íåïåðåðâíi îïåðà-
òîðè B : X → X òà C : X → X íàçèâà-
þòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè â X, ÿêùî iñíó¹ òà-
êèé içîìîðôiçì T : X → X, äëÿ ÿêîãî
BT = TC. ßêùî ïðè öüîìó içîìîðôiçì T
çàäîâîëüíÿ¹ äîäàòêîâî óìîâó δ(Tx) = δ(x)
äëÿ âñiõ x ∈ X, òî ìè íàçèâàòèìåìî îïåðà-
òîðè B òà C δ-åêâiâàëåíòíèìè â X.

2. Êðèòåðié δ-åêâiâàëåíòíîñòi îïåðà-
òîðiâ A òà Dα â ïðîñòîðàõ ïîñëiäîâíîñ-
òåé.
Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî âåê-

òîðíîãî ïðîñòîðó X ïîñëiäîâíîñòåé êîìï-
ëåêñíèõ ÷èñåë íàä ïîëåì C, ùî ìiñòèòü
óñi ôiíiòíi ïîñëiäîâíîñòi é íàäiëåíèé íîð-
ìàëüíîþ òîïîëîãi¹þ Êåòå, òà ôiêñîâàíî¨
ïîñëiäîâíîñòi α = (αm)

∞
m=0 âiäìiííèõ âiä

íóëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âèêîíóþòüñÿ óìî-
âè Â1)�Â4), a � ôiêñîâàíèé åëåìåíò ç X.
Òîäi òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) îïåðàòîð A âèãëÿäó (1) δ-åêâiâàëåíò-
íèé â X äî îïåðàòîðà Dα;

(ii) îïåðàòîð T , ÿêèé íà x ∈ X äi¹ çà
ïðàâèëîì

Tx = x− a ∗ x,

¹ içîìîðôiçìîì ïðîñòîðó X íà ñåáå;
(iii) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò b ∈ X, äëÿ ÿêî-

ãî

b = a+ a ∗ b. (2)
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Äîâåäåííÿ. (i) ⇒ (ii). Íåõàé îïåðàòîðè
A òà Dα δ-åêâiâàëåíòíi â X, òîáòî iñíó¹ òà-
êèé içîìîðôiçì T : X → X, äëÿ ÿêîãî ïðè
x ∈ X

A(Tx) = T (Dαx) (3)
i

δ(Tx) = δ(x). (4)

Ç'ÿñó¹ìî, ÿê äi¹ îïåðàòîð T íà äîâiëüíèé
åëåìåíò x ∈ X. Äëÿ öüîãî äîñèòü çíàéòè
äiþ îïåðàòîðà T íà êîæåí îðò e(k), äå k =
= 0, 1, 2, ... .

Ïîêëàäåìî â ðiâíîñòi (3) x = e(0). Ïîçíà-
÷èâøè Te(0) = φ(0) =

(
φ
(0)
m

)∞
m=0

òà âðàõóâàâ-
øè, ùî T (Dαe

(0)) = 0 i

A(Te(0)) = Dα(Te
(0)) + δ(Te(0)) a =

= Dαφ
(0) + δ(e(0)) a = Dαφ

(0) + a,

îäåðæèìî, ùî Dαφ
(0) = −a. Òîìó

φ(0)
m = − αm

αm−1

am−1, m ∈ N. (5)

Êðiì öüîãî, çãiäíî ç (4),

φ
(0)
0 = δ(Te(0)) = δ(e(0)) = 1.

Çàôiêñó¹ìî k ∈ N i ïîêëàäåìî â (3)
x = e(k). ßêùî ïîçíà÷èòè Te(k) = φ(k) =

=
(
φ
(k)
m

)∞
m=0

i âðàõóâàòè, ùî

T (Dαe
(k)) =

αk−1

αk
φ(k−1),

A(Te(k)) = Dαφ
(k) + δ(φ(k)) a = Dαφ

(k),

áî δ(φ(k)) = δ(e(k)) = 0 çãiäíî ç (4), òî îòðè-
ìà¹ìî, ùî

φ(k)
m =

αm αk−1

αm−1 αk
φ
(k−1)
m−1 , m ∈ N. (6)

ßêùî m < k, òî, âèêîðèñòîâóþ÷è (6) i
(4), ìà¹ìî, ùî

φ(k)
m =

αm αk−m
α0 αk

φ
(k−m)
0 = 0.

ßêùî m = k, òî ç (6) îäåðæèìî, ùî

φ
(k)
k = φ

(0)
0 = 1.

ßêùî æ m > k, òî ç (6) i (5) îòðèìà¹ìî,
ùî

φ(k)
m =

αm α0 φ
(0)
m−k

αm−k αk
= −α0 αm am−k−1

αm−k−1 αk
.

Îòæå, äëÿ x ∈ X

Tx =
∞∑
k=0

xk

∞∑
m=0

φ(k)
m e(m) =

=
∞∑
m=0

∞∑
k=0

xkφ
(k)
m e(m) =

∞∑
m=0

xme
(m)−

−
∞∑
m=1

(
m−1∑
k=0

α0 αm am−k−1 xk
αm−k−1 αk

)
e(m) =

= x− a ∗ x.
(ii) ⇒ (iii). Îñêiëüêè T � içîìîðôiçì

ïðîñòîðó X, òî iñíó¹ òàêå b ∈ X, ùî Tb = a.
Òîäi

a = Tb = b− a ∗ b,
òîáòî äëÿ åëåìåíòà b ∈ X âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü (2).

(iii) ⇒ (i).Íåõàé äëÿ äåÿêîãî b ∈ X âèêî-
íó¹òüñÿ ðiâíiñòü (2). Ðîçãëÿíåìî íà ïðîñòîði
X îïåðàòîðè T i T1, ÿêi äëÿ êîæíîãî x ∈ X
âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

Tx = x− a ∗ x, T1x = x+ b ∗ x.
Âðàõîâóþ÷è áiëiíiéíiñòü çãîðòêè ∗ òà ðiâ-

íiñòü (2), ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ âñiõ
x ∈ X

T (T1x) = T1(Tx) = x,

òîìó îïåðàòîð T ¹ içîìîðôiçìîì ïðîñòîðó
X íà ñåáå. Îñêiëüêè, î÷åâèäíî, δ(a ∗ x) = 0,
òî δ(Tx) = δ(x − a ∗ x) = δ(x) äëÿ x ∈ X.
Êðiì öüîãî, äëÿ âñiõ x ∈ X

A(Tx) = Dαx−Dα(a ∗ x) + δ(Tx) a =

= Dαx−Dα

(
a ∗
[
Iα(Dαx) + x0e

(0)
])
+

+δ(x) a = Dαx−Dα(a ∗ [Iα(Dαx)])−
−x0Dα(a ∗ e(0)) + x0 a = Dαx−

−a ∗ (Dαx)− x0Dα(Iαa) + x0 a =

= Dαx− a ∗ (Dαx) = T (Dαx).

Îòæå, îïåðàòîðè A òà Dα δ-åêâiâàëåíòíi
â X. Òåîðåìà äîâåäåíà.
Çàóâàæåííÿ. Íåõàé ïðîñòið X òà ïîñëi-

äîâíiñòü α òàêi æ ÿê ó òåîðåìi 1 i ïðîñòið
X äîäàòêîâî ¹ áî÷êîâèì (íàïðèêëàä, ïðîñ-
òîðîì Ôðåøå). Âiäçíà÷èìî, ùî â öüîìó âè-
ïàäêó äëÿ êîæíî¨ ïîòî÷êîâî çáiæíî¨ ïîñëi-
äîâíîñòi (Sn)∞n=1 ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïå-
ðàòîðiâ ó X îïåðàòîð S, ÿêèé ¹ ïîòî÷êîâîþ
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ãðàíèöåþ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi, ëiíiéíî é íåïå-
ðåðâíî äi¹ â X.

ßêùî äëÿ ôiêñîâàíîãî a ∈ X i ëiíiéíîãî
é íåïåðåðâíîãî íà X îïåðàòîðà B, ÿêèé äëÿ
x ∈ X âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Bx = a ∗ x, (7)

îïåðàòîðíèé ðÿä
∞∑
s=0

Bs ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ

âX, òî îïåðàòîð T = E−B, äå E � òîòîæíèé
îïåðàòîð â X, ¹ içîìîðôiçìîì ïðîñòîðó X
íà ñåáå, îñêiëüêè

T−1 =
∞∑
s=0

Bs.

Îòæå, â öüîìó âèïàäêó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
(ii) ç òåîðåìè 1.

3. Óìîâè δ-åêâiâàëåíòíîñòi äåÿêèõ
îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié.

Äëÿ R ∈ (0;+∞] ðîçãëÿíåìî ïðîñòið ïîñ-
ëiäîâíîñòåé

XR =
{
(xm)

∞
m=0 : lim

m→∞
m
√

|xm| ≤ 1
R

}
.

Âiäçíà÷èìî, ùî
Xα
R = {(um)∞m=0 : lim

m→∞
m
√
|um| < R}

i ïðîñòið XR iç íîðìàëüíîþ òîïîëîãi¹þ Êå-
òå òîïîëîãi÷íî içîìîðôíèé äî ïðîñòîðó AR

àíàëiòè÷íèõ ó êðóçi KR = {z ∈ C : |z| < R}
ôóíêöié iç òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñ-
òi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 1, äëÿ äåÿêèõ
ïîñëiäîâíîñòåé α îòðèìà¹ìî óìîâè δ-åêâiâà-
ëåíòíîñòi â ïðîñòîði AR âiäïîâiäíèõ îïåðà-
òîðiâ Dα òà A = Dα+ aδ, äå a ∈ AR � ôiêñî-
âàíà ôóíêöiÿ, à δ(f) = f(0) äëÿ f ∈ AR.

1) Íåõàé αm = 1
m!

äëÿ m = 0, 1, . . . .
Îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó îïåðàòîðó óçà-
ãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ â XR âiäïîâiä-
à¹ îïåðàòîð çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ D
â AR, ÿêèé íà ôóíêöiþ f ∈ AR äi¹ çà ïðà-
âèëîì

(Df)(z) = f ′(z), z ∈ KR,
òî ïîçíà÷àòèìåìî öåé îïåðàòîð óçàãàëüíå-
íîãî äèôåðåíöiþâàííÿ Dα â XR ÷åðåç D.

Íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðîñòið XR

i ïîñëiäîâíiñòü α çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Â1)-
Â4). Âðàõîâóþ÷è, ùî XR ¹ ïðîñòîðîì Ôðå-
øå (áî òàêèì ¹ ïðîñòið AR), ìà¹ìî, ùî ïðîñ-
òið XR áî÷êîâèé. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî äëÿ

ðîçãëÿíóòî¨ ïîñëiäîâíîñòi α òà äîâiëüíîãî
ïðîñòîðó X óìîâà Â3) âèïëèâà¹ ç óìîâ Â2)
i

Â3′) ∀ x ∈ X : ∆x = (xm+1)
∞
m=0 ∈ X,

îñêiëüêè Dx = ∆x′ äëÿ x ∈ X.
Çàôiêñó¹ìî a ∈ XR i äëÿ ëiíiéíîãî òà íå-

ïåðåðâíîãî íà XR îïåðàòîðà B âèãëÿäó (7)

äîâåäåìî, ùî îïåðàòîðíèé ðÿä
∞∑
s=0

Bs ïîòî÷-

êîâî çáiãà¹òüñÿ íàXR. Äëÿ öüîãî çàôiêñó¹ìî
x ∈ XR òà v ∈ Xα

R i ïåðåêîíà¹ìîñÿ iíäóêöi¹þ
âiäíîñíî s, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∃C > 0 ∃M > 0 ∀ s = 0, 1, 2, ... :

pv(B
sx) ≤ C

M s

s!
. (8)

Îñêiëüêè v ∈ Xα
R, òî

∃C1 > 0∃r1 < R ∀m = 0, 1, 2, ... : |vm| ≤ C1r
m
1 .

Ç òîãî, ùî a, x ∈ XR, ìà¹ìî, ùî

∃C2 > 0 ∃ r2 (r1 < r2 < R) ∀m = 0, 1, 2, ... :

|am| ≤
C2

rm2
, |xm| ≤

C2

rm2
.

Òîäi

pv(x) =
∞∑
m=0

|vmxm| ≤ C1C2

∞∑
m=0

(r1
r2

)m
= C,

äå C = C1C2r2
r2−r1 .

Âiäçíà÷èìî, ùî (Bx)0 = 0, à ïðè m ≥ 1

(Bx)m =
m−1∑
k=0

k! ak xm−k−1

m... (m− k)
,

çâiäêè

|(Bx)m| ≤
C2

2

mrm−1
2

m−1∑
k=0

k

m− 1
...

1

m− k
≤ C2

2

rm−1
2

.

Òîìó

pv(Bx) ≤ C1C
2
2r1

∞∑
m=1

(r1
r2

)m−1

= C
M

1!
,

äå M = C2r1. Îòæå, ¹ òàêi äîäàòíi ñòàëi C
òà M , äëÿ ÿêèõ íåðiâíiñòü ç óìîâè (8) âèêî-
íó¹òüñÿ ïðè s = 0 òà s = 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî s ∈ N
(Bsx)0 = (Bsx)1 = ... = (Bsx)s−1 = 0,

à ïðè m ≥ s

|(Bsx)m| ≤
(m− s+ 1)!Cs+1

2

m! rm−s
2

,
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çâiäêè ìàòèìåìî, ùî

pv(B
sx) ≤ C1C

s+1
2 rs1
s!

∞∑
m=s

(r1
r2

)m−s
= C

M s

s!
.

Äîâåäåìî, ùî òîäi

(Bs+1x)0 = ... = (Bs+1x)s = 0,

à ïðè m ≥ s+ 1

|(Bs+1x)m| ≤
(m− s)!Cs+2

2

m! rm−s−1
2

.

Ñïðàâäi, îñêiëüêè

Bs+1x = a ∗ (Bsx) =

=
∞∑

m=s+1

m−s−1∑
k=0

k! ak (B
sx)m−k−1

m... (m− k)
e(m),

òî
(Bs+1x)0 = ... = (Bs+1x)s = 0

i ïðè m ≥ s+ 1

|(Bs+1x)m| ≤
m−s−1∑
k=0

k! |ak| |(Bsx)m−k−1|
m... (m− k)

≤

≤ Cs+2
2

m(m− 1) ... (m− s+ 1) rm−s−1
2

×

× 1

m− s

m−s−1∑
k=0

k

m− s− 1
...

2

m− k − s+ 1
≤

≤ (m− s)!Cs+2
2

m! rm−s−1
2

.

Òîäi

pv(B
s+1x) ≤

∞∑
m=s+1

C1C
s+2
2 rm1

m... (m− s+ 1) rm−s−1
2

≤

≤ C1C2 (C2r1)
s+1

(s+ 1)!

∞∑
m=0

(r1
r2

)m
= C

M s+1

(s+ 1)!
.

Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (8). Òîìó îïå-

ðàòîðíèé ðÿä
∞∑
s=0

Bs ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ íà

XR. Âðàõîâóþ÷è çàóâàæåííÿ, çðîáëåíå ïiñ-
ëÿ òåîðåìè 1, îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî
a ∈ XR îïåðàòîð A = D + aδ δ-åêâiâàëåíò-
íèé â XR äî îïåðàòîðà D. Òîìó ïðàâèëüíà
òàêà òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ a ∈ AR

îïåðàòîðè A = D+ aδ òà D δ-åêâiâàëåíòíi
â AR.

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà 2 ¹ ÷àñòêîâèì âè-
ïàäêîì âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ ç [1, 2, 4].

2) Íåõàé äëÿ ϱ > 0 òà m = 0, 1, 2, ...

αm =
1

Γ(m
ϱ
+ 1)

. (9)

Âiäçíà÷èìî, ùî â öüîìó âèïàäêó âiäïîâiä-
íèé îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþ-
âàííÿ Dα ¹ óçàãàëüíåíèì äèôåðåíöiþâàí-
íÿì Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà [9], îñêiëüêè äëÿ
ïîñëiäîâíîñòi α ïðàâèëüíå ñïiââiäíîøåííÿ

lim
m→∞

m
1
ϱ m
√

|αm| < +∞. (10)

Ìiðêóâàííÿìè, ïîäiáíèìè äî íàâåäåíèõ ó
ïiäïóíêòi 1) öüîãî ïóíêòó, ìîæíà äîâåñòè,
ùî äëÿ ôiêñîâàíèõ a, x ∈ XR i v ∈ Xα

R òà
îïåðàòîðà B âèãëÿäó (7) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∃C > 0 ∃M > 0 ∀ s = 0, 1, 2, ... :

pv(B
sx) ≤ C

M s

Γ( s
ϱ
+ 1)

,

à òîìó ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi α âèãëÿ-

äó (9) òà êîæíî¨ ôóíêöi¨ a ∈ AR îïåðàòîðè
A = Dα + aδ òà Dα δ-åêâiâàëåíòíi â AR.

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà 3 ¹ ÷àñòêîâèì âè-
ïàäêîì âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ ç [3].

3) Íåõàé äëÿ g > 0 òà ϱ > 0

α0 = 1, αm =
gm

m
m
ϱ

, m = 1, 2, ... . (11)

Âiäçíà÷èìî, ùî â öüîìó âèïàäêó âiäïîâiä-
íèé îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþ-
âàííÿ Dα òàêîæ ¹ óçàãàëüíåíèì äèôåðåí-
öiþâàííÿì Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà, îñêiëüêè
äëÿ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi α òàêîæ ïðàâèëüíå
ñïiââiäíîøåííÿ (10).

Îñêiëüêè ìîæíà äîâåñòè, ùî äëÿ ôiêñî-
âàíèõ a, x ∈ XR i v ∈ Xα

R òà îïåðàòîðà B
âèãëÿäó (7) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∃C > 0 ∃M > 0 ∀ s = 1, 2, ... :

pv(B
sx) ≤ C

M s

s
s
ϱ

,

òî ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.
Òåîðåìà 4. Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi α âèãëÿäó

(11) òà êîæíî¨ ôóíêöi¨ a ∈ AR îïåðàòîðè
A = Dα + aδ òà Dα δ-åêâiâàëåíòíi â AR.
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4) Íåõàé αm = 1 äëÿ âñiõ m = 0, 1, . . . .
Ïîçíà÷àòèìåìî â öüîìó âèïàäêó îïåðàòîð
Dα â XR ÷åðåç ∆, îñêiëüêè âiäïîâiäíèé îïå-
ðàòîð â ïðîñòîði àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié AR

çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîðîì Ïîìì'¹ ∆, ÿêèé íà
ôóíêöiþ f ∈ AR äi¹ çà ïðàâèëîì

∆f(z) =

{
f(z)−f(0)

z
, z ̸= 0,

f ′(0), z = 0.

Çàôiêñó¹ìî a ∈ XR. Îñêiëüêè, î÷åâèäíî,
óìîâè Â1)-Â4) âèêîíóþòüñÿ, òî ç òåîðåìè 1
îòðèìó¹ìî, ùî îïåðàòîðè ∆ + aδ òà ∆ ¹ δ-
åêâiâàëåíòíèìè â XR òîäi é ëèøå òîäi, êî-
ëè iñíó¹ òàêå b ∈ XR, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü (2). Âðàõîâóþ÷è, ùî âiäïîâiäíà ðiâ-

íiñòü ìiæ ôóíêöiÿìè a(z) =
∞∑
m=0

amz
m ∈ AR

òà b(z) =
∞∑
m=0

bmz
m ∈ AR ìà¹ âèãëÿä

b(z) = a(z) + za(z)b(z), z ∈ KR,

îäåðæó¹ìî òàêó òåîðåìó.
Òåîðåìà 5. Íåõàé a ∈ AR. Îïåðàòîðè

A = ∆+ aδ òà ∆ δ-åêâiâàëåíòíi â AR òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè

1− za(z) ̸= 0, z ∈ KR.

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà 5 ¹ ÷àñòêîâèì âè-
ïàäêîì âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ ç [5].
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