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ПОБУДОВА ПЕРIОДИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ ВИРОДЖЕНИХ
СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

IЗ ЗАПIЗНЕННЯМ АРГУМЕНТУ
У роботi розроблено алгоритм побудови перiодичних розв’язкiв вироджених сингулярно

збурених систем диференцiальних рiвнянь iз запiзненням аргументу.

We provide an algorithm for construction of periodic solution of degenerate singularly perturbed
systems of differential equations with delay.

Рiзноманiтнi аспекти теорiї систем дифе-
ренцiальних рiвнянь

dx

dt
= f(x(t, ε), x(t− ε, ε), t, ε), t ∈ [ε; T ],

де x(t, ε) та f(x(t, ε), x(t − ε, ε), t, ε) – n-
вимiрнi вектор-функцiї, з малим запiзнен-
ням аргументу (0 < ε ≤ ε0 << 1) розгля-
далися в роботах А.Д. Мишкicа [1], А.Б. Ва-
сильєвої та О.М. Родiонова [2], Ю. О. Ря-
бова [3] тощо. В. I. Рожков та Г. Д. Курде-
ванiдзе довели iснування та єдинiсть перi-
одичного розв’язку системи диференцiаль-
них рiвнянь з малим запiзненням аргументу
та побудували його асимптотичне розвине-
ння за степенями малого параметру [4]. За-
значимо, що системи (1) за асимптотичними
властивостями близькi до систем сингуляр-
но збурених диференцiальних рiвнянь.

Перiодичнi розв’язки сингулярно збуре-
них систем диференцiальних рiвнянь з виро-
дженою матрицею при похiдних дослiджу-
вались в роботах А. М. Самойленка, М.I.
Шкiля, В.П. Яковця та їх учнiв [5, 6].

У данiй роботi розроблено алгоритм по-
будови перiодичного розв’язку виродженої
(det B(t) ≡ 0, t ∈ [0; T ]) сингулярно збуре-
ної системи диференцiальних рiвнянь

εB(t)
dx

dt
= f(x(t, ε), x(t−ε, ε), t, ε), t ∈ [ε; T ],

(1)
з малим запiзненням аргументу (0 < ε ≤
ε0 << 1).

1. Некритичний випадок. Надалi припу-
скаємо виконання таких умов:
1. Елементи матрицi B(t) та вектор-функцiї
f(x, [x], t, ε), [x(t, ε)] = x(t − ε, ε), T -перiо-
дичнi за змiнною t вiдповiдно на вiдрiзку
[0; T ] та на множинi V , де

V = {(x, [x], t, ε) : ||x|| ≤ a, ||[x]|| ≤ a,

0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ ε ≤ ε0}.
2. Рiвняння f(x, x, t, 0) = 0 вiдносно x має
T -перiодичний розв’язок x = x0(t) такий,
що:
а) x0(t) ∈ C[0; T ];
б) точки (x0(t), t) ∈ U , U = {(x, t) : ||x|| <
a, 0 ≤ t ≤ T};
в) корiнь x = x0(t) є iзольованим на вiдрiзку
[0; T ].
3. На вiдрiзку [0; T ] в’язка
fx(x0(t), x0(t), 0, 0) − λB(t) регулярна,
має n− 1 скiнченний елементарний дiльник
i один нескiнченний елементарний дiльник
(fx – квадратна матриця n-го порядку,

що складається з вектор-стовпцiв
∂fj

∂xi

,

i, j = 1, n).
4. Re λi(t) 6= 0, t ∈ [0; T ], i = 1, n− 1,
причому λi(t) 6= λj(t), t ∈ [0; T ], i 6= j,
i, j = 1, n− 1, де λi(t) – коренi характери-
стичного рiвняння

det(fx(x0(t), x0(t), t, 0)− λB(t)) = 0. (2)

Пiд час побудови формального розв’яз-
ку системи (1), вважаємо, що B(t) ∈
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C∞[−T ; T ], f(x, t, ε) ∈ C∞(V1),

V1 = {(x, [x], t, ε) : ||x|| ≤ a, ||[x]|| ≤ a,

−T ≤ t ≤ T, 0 ≤ ε ≤ ε0}.
Формальний розв’язок системи (1) шука-

ємо у виглядi

x(t, ε) =
∞∑

s=0

εsxs(t). (3)

Для цього функцiю f(x(t, ε), [x(t, ε)], t, ε)
записуємо так

f(x(t, ε), [x(t, ε)], t, ε) = f(x0(t), x0(t), t, 0)+

+ε(fx(t)+f[x](t))x1(t)+f1(t))+ ...+εs(fx(t)+

+f[x](t))xs(t) + fs(t)) + ... ≡
∞∑

s=0

εsf s(t),

де елементи матриць fx(t), f[x](t) обчислюю-
ться в точцi (x0(t), x0(t), t, 0), а вектори fs(t)
певним чином виражаються через xk(t), k <
s.

Пiдставимо (3) до системи (1) i зрiвняємо
коефiцiєнти при однакових степенях ε. Так,
при ε0 маємо

f(x0(t), x0(t), t, 0) = 0. (4)

5. Нехай det(fx(t) + f[x](t)) 6= 0, t ∈ [0; T ].
Тодi згiдно з припущеннями 1, 2 рiвняння

(4) має T -перiодичний розв’язок x0 = x0(t)
такий, що x0(t) ∈ C∞[−T ; T ].

Зрiвнюючи коефiцiєнти при εs, s ∈ N , дi-
стаємо

B(t)
dxs−1

dt
= (fx(t) + f[x](t))xs + fs(t). (5)

Тодi

xs(t) = (fx(t) + f[x](t))
−1×

×
(

B(t)
dxs−1(t)

dt
− fs(t)

)
, s ∈ N.

При цьому, вектор-функцiї xs(t), s ∈ N , є
T -перiодичними.

З’ясуємо асимптотичнi властивостi по-
будованого формального розв’язку системи
(1). Зробивши замiну у системi (1)

x(t, ε) = xm(t, ε) + y(t, ε), (6)

де

xm(t, ε) =
m∑

s=0

εsxs(t),

а y(t, ε) – нова невiдома вектор-функцiя, дi-
стаємо

εB(t)
dy

dt
= fx(t, ε)y+f[x](t, ε)[y]+h(y, [y], t, ε),

(7)
fx(t, ε) = fx(x0(t), x0(t), t, ε),

f[x](t, ε) = f[x](x0(t), x0(t), t, ε),

h(y, [y], t, ε) = f(xm + y, [xm + y], t, ε) −
εB(t)

dxm

dt
− fx(t, ε)y − f[x](t, ε)[y].

Доведемо iснування такого T -
перiодичного розв’язку y = y(t, ε) системи
(7), що y(0, ε) = O(εm+1).

Згiдно [7, 8] iснують неособливi T -
перiодичнi достатньо гладкi матрицi P (t, ε),
Q(t, ε), для яких на вiдрiзку [0; T ] мають мi-
сце рiвностi

P (t, ε)fx(t, ε)Q(t, ε) = f̃x(t, ε) ≡
≡ diag{e(t, ε),Wn−1(t, ε)},

P (t, ε)B(t)Q(t, ε) = B̃(t, ε) ≡
≡ diag{b(t, ε), En−1(t, ε)},

де

e(t, 0) = 1, En−1(t, 0) = En−1, b(t, 0) = 0,

Wn−1(t, 0) = Wn−1(t) ≡ {λ1(t), ..., λn−1(t)}.
Зробимо в системi (7) замiну y(t, ε) =
Q(t, ε)z(t, ε) i домножимо її обидвi частини
злiва на P (t, ε). Маємо

εb(t, ε)
dz1

dt
= e(t, ε)z1 + εD1(t, ε)z1+

+εD2(t, ε)z2 + F1(t, ε)[z1] + F2(t, ε)[z2]+

+w1(z, [z], t, ε), (8)

ε
dz2

dt
= Wn−1(t)z2 + εD3(t, ε)z1+

+(E−1
n−1(t, ε)Wn−1(t, ε)−Wn−1(t)+

+εD4(t, ε))z2 + F3(t, ε)[z1] + F4(t, ε)[z2]+

+w2(z, [z], t, ε), (9)
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де

D(t, ε) = −diag{1, E−1
n−1(t, ε)}B̃(t, ε)×

×Q−1(t, ε)Q′(t, ε) ≡
(

D1(t, ε) D2(t, ε)
D3(t, ε) D4(t, ε)

)
,

F (t, ε) = diag{1, E−1
n−1(t, ε)}P (t, ε)×

×f[x](t, ε)[Q(t, ε)] ≡
(

F1(t, ε) F2(t, ε)
F3(t, ε) F4(t, ε)

)
,

w(z, [z], t, ε) = diag{1, E−1
n−1(t, ε)}×

×P (t, ε)h(Q(t, ε)z, [Q(t, ε)z], t, ε),

D4(t, ε) та F4(t, ε) – квадратнi матрицi (n −
1)-го порядку; z1 та w1 – першi компонен-
ти векторiв z та w вiдповiдно, а z2 та w2 –
вектори, що мiстять решту компонент z та
w.

Зазначимо, що

||w(v1, [v1], t, ε)− w(v2, [v2], t, ε)|| ≤
≤ εk0(||v1 − v2||+ ||[v1]− [v2]||)

для всiх v1, v2 ∈ D1, де

D1 = {u(t, ε) ∈ C[ε; T ] : ||u(t, ε)|| ≤ k1ε},
та ||w(0, 0, t, ε)|| ≤ k2ε

m+1, t ∈ [ε; T ].
6. Нехай b(t, ε) = εkb1(t, ε), k > 0, причому
Re b1(t, 0) 6= 0, t ∈ [0; T ].

Тодi iз системи (8), (9) дiстаємо

z1(t, ε) =
1

ε

t+T∫

t

1

b(s, ε)
(Ψ1(s, ε)(Ψ

−1
1 (T + ε, ε)−

−1)Ψ−1
1 (t, ε))−1u(z, [z], s, ε)ds, (10)

z2(t, ε) =
1

ε

t+T∫

t

Ψn−1(s, ε)(Ψ
−1
n−1(T + ε, ε)−

−En−1)Ψ
−1
n−1(t, ε))

−1v(z, [z], s, ε)ds, (11)

де Ψ1(t, ε) – розв’язок задачi Кошi

εb(t, ε)
dz1

dt
= e(t, ε)z1, Ψ1(ε, ε) = 1,

а Ψn−1(t, ε) – фундаментальна матриця
однорiдної системи

ε
dz2

dt
= Wn−1(t)z2, Ψn−1(ε, ε) = En−1,

u(z, [z], s, ε) = εD1(s, ε)z1 + εD2(s, ε)z2+

+F1(s, ε)[z1] + F2(s, ε)[z2] + w1(z, [z], s, ε),

v(z, [z], s, ε) = εD3(s, ε)z1 + (E−1
n−1(s, ε)×

×Wn−1(s, ε)−Wn−1(s) + εD4(s, ε))z2+

+F3(s, ε)[z1] + F4(s, ε)[z2] + w2(z, [z], s, ε).

Нехай Wn−1(t) = diag{W+(t),W−(t)}, де
W+(t) та W−(t) – матрицi, власними зна-
ченнями яких є власнi значення матрицi
Wn−1(t) вiдповiдно з додатними та вiд’єм-
ними дiйсними частинами. Для визначено-

стi припустимо, що Re
e(t, ε)

b(t, ε)
> 0, t ∈ [ε; T ],

ε ∈ (0; ε1].
Тодi

z1(t, ε) =
1

ε


exp


−1

ε

ε+T∫

ε

e(t, ε)

b(t, ε)
dt


− 1



−1

×

×
T∫

0

1

b(t + s, ε)
exp


1

ε

t∫

t+s

e(t, ε)

b(t, ε)
dt


×

×u(z(t + s, ε), [z(t + s, ε)], t + s, ε)ds, (12)

z2+(t, ε) =
1

ε


exp


−1

ε

ε+T∫

ε

W+(t)dt


− E+



−1

×

×
T∫

0

exp


1

ε

t∫

t+s

W+(t)dt


×

×v+(z(t + s, ε), [z(t + s, ε)], t + s, ε)ds, (13)

z2−(t, ε) =
1

ε


E− − exp


1

ε

ε+T∫

ε

W−(t)dt





−1

×

×
T∫

0

exp


1

ε

t∫

t+s−T

W−(t)dt


×

×v−(z(t + s, ε), [z(t + s, ε)], t + s, ε)ds, (14)

де
v(z, [z], t, ε) =

= colon(v+(z, [z], t, ε), v−(z, [z], t, ε)),

z2(t, ε) = colon(z2+(t, ε), z2−(t, ε)),
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причому розмiрностi векторiв v+(z, [z], t, ε),
z2+(t, ε) та v−(z, [z], t, ε), z2−(t, ε) вiдповiд-
но дорiвнюють порядку матриць W+(t) та
W−(t); E+ та E− – одиничнi матрицi вiдпо-
вiдного порядку.

Позначимо через λi+(t) та λj−(t) довiльнi
фiксованi власнi значення матриць W+(t) та
W−(t) вiдповiдно. Тодi iснують такi сталi c+,
c−, що 0 < c+ ≤ Re λi+(t), Re λj−(t) ≤ c− <
0, t ∈ [0; T ], для всiх i, j.
7. Нехай

c max
0≤t≤T

{ |b1(t, 0)|
Re b1(t, 0)

,
1

c+

,
1

|c−|
}

<
1

2
,

де ||F (t, ε)|| ≤ c, t ∈ [ε; T ].
Тодi оператор, що визначений за допомо-

гою (12) – (14), вiдображає множину

Pm+1 = {z(t, ε) ∈ C[ε; T ] :

z(t + T, ε) = z(t, ε), ||z(t, ε)|| ≤ k3ε
m+1},

в себе i є оператором стиску. А тому систе-
ма (12) – (14) на множинi Pm+1 має єдиний
розв’язок [9]. Таким чином, справедлива та-
ка теорема.

Теорема 1. Нехай B(t) ∈ Cm+1[−T ; T ],
f(x, [x], t, ε) ∈ Cm+1(V1) i виконуються умо-
ви 1 – 7. Тодi iснує таке ε1, ε1 ≤ ε0, що
система (1) на вiдрiзку [ε; T ] для всiх 0 <
ε ≤ ε1 має єдиний T -перiодичний розв’язок
x = x(t, ε), для якого

||x(t, ε)− xm(t, ε)|| = O(εm+1). (15)

2. Критичний випадок. Припустимо, що
виконуються такi умови:
8. Рiвняння f(x, x, t, 0) = 0 вiдносно x має
T -перiодичний розв’язок x = x0(t, α), де
α = (α1, ..., αk) – k-вимiрний вектор, компо-
нентами якого є довiльнi параметри, причо-
му:
а) x0(t, α) ∈ Cm+2(D(t, α)), D(t, α) =
[−T ; T ] × D(α), D(α) – область змiни пара-
метрiв α1, ..., αk;
б) ранг матрицi x0α(t, α) дорiвнює k для всiх
(t, α) ∈ D(t, α).
9. λi(t) ≡ 0, t ∈ [0; T ], i = 1, k; Re λi(t) 6= 0,
t ∈ [0; T ], i = k + 1, n− 1, причому λi(t) 6=
λj(t), t ∈ [0; T ], i 6= j, i, j = k + 1, n− 1, де
λi(t), i = 1, n− 1, – коренi рiвняння (2).

Розв’язок системи (1) шукаємо у виглядi
(3). Тодi x0(t, α) знаходимо з рiвняння (4).
Диференцiюючи отриману тотожнiсть (4) за
змiнною α, дiстаємо

(fx(t) + f[x](t))x0α(t, α) ≡ 0, (t, α) ∈ D(t, α),

тобто стовпцi матрицi x0α(t, α) є власними
векторами матрицi fx(t) + f[x](t), що вiдпо-
вiдають нульовому власному значенню.

Вектор-функцiю x1(t) визначаємо з (5)
при s = 1

(fx(t) + f[x](t))x1 = B(t)
dx0

dt
− f1(t). (16)

10. Нехай на вiдрiзку [0; T ] в’язка fx(t) +
f[x](t) − λB(t) регулярна i має простi скiн-
ченнi елементарнi дiльники.

Критерiєм розв’язностi системи (16)
вiдносно x1(t) є ортогональнiсть вектор-

функцiї B(t)
dx0

dt
− f1(t) до власних векторiв

di(t), i = 1, k, матрицi (fx(t) + f[x](t))
∗, якi

вiдповiдають нульовому власному значен-
ню. Тобто

(D(t), B(t)
dx0(t, α)

dt
−

−fε(x0(t, α), x0(t, α), t, 0)) = 0

або

(D(t), B(t)x0α(t, α))
dα

dt
= D(t)×

×(fε(x0(t, α), x0(t, α), t, 0)−B(t)x0t(t, α)),
(17)

де D(t) – (k × n)-матриця, рядками якої є
вектори di(t), i = 1, k.

Зазначимо, що

det(D(t), B(t)x0α(t, α)) 6= 0

для всiх t ∈ [0; T ] [8, 10]. Таким чином, рiв-
няння (17) можна записати у виглядi

dα

dt
= (D(t), B(t)x0α(t, α))−1D(t)×

×(fε(x0(t, α), x0(t, α), t, 0)−B(t)x0t(t, α)).
(18)

11. Нехай рiвняння (18) має такий T -
перiодичний розв’язок α = α(t), t ∈ [0; T ],
що (x0(t, α(t)), t) ∈ U .
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Тодi загальний розв’язок системи (16) ма-
тиме вигляд

x1(t) = x0α(t, α)β(t) + x̃1(t),

де β(t) – довiльна k-вимiрна вектор-
функцiя, а x̃1(t) – деякий частинний розв’я-
зок системи (16).

Зрiвнюючи коефiцiєнти при ε2 аналогi-
чно дiстаємо

dβ

dt
= (D(t), B(t)x0α(t, α))−1D(t)r(β, t),

(19)
де компоненти r(β, t) є многочленами дру-
гого степеня вiдносно β.
12. Нехай рiвняння (19) має T -перiодичний
розв’язок β = β(t), t ∈ [0; T ].

На k-тому кроцi вираз для xk(t) мiстити-
ме довiльну функцiю ηk(t). Причому, почи-
наючи з k = 3, для визначення функцiї ηk(t)
отримуємо лiнiйнi диференцiальнi рiвняння
[10].
13. Припустимо, що функцiї ηk(t), t ∈ [0; T ],
k = 3,m , є T -перiодичними розв’язками вiд-
повiдних систем диференцiальних рiвнянь.

З’ясуємо асимптотичнi властивостi по-
будованого формального розв’язку системи
(1). Зробивши у системi (1) замiну

x(t, ε) = xm+1(t, ε) + y(t, ε), (20)

приходимо до системи (7), в якiй

fx(t, ε) =

= fx (x0(t) + εx1(t), x0(t) + εx1(t), t, ε) ,

f[x](t, ε) =

= f[x] (x0(t) + εx1(t), x0(t) + εx1(t), t, ε) .

Тодi

||w(v1, [v1], t, ε)− w(v2, [v2], t, ε)|| ≤
≤ ε2k0(||v1 − v2||+ ||[v1]− [v2]||)

для всiх v1, v2 ∈ D2, де

D2 = {u(t, ε) ∈ C[ε; T ] : ||u(t, ε)|| ≤ k1ε
2}.

У даному випадку iснують такi неосо-
бливi T -перiодичнi достатньо гладкi матрицi
P (t, ε), Q(t, ε), що

P (t, ε)fx(t, ε)Q(t, ε) = f̃x(t, ε) ≡

≡ diag{e(t, ε),Wn−1(t, ε)},
Wn−1(t, ε) = diag{Wk(t, ε),Wn−k−1(t, ε)},

P (t, ε)B(t, ε)Q(t, ε) = B̃(t, ε) ≡
≡ diag{b(t, ε), En−1(t, ε)},

En−1(t, ε) = diag{Ek(t, ε), En−k−1(t, ε)},
для всiх [0; T ], де

e(t, 0) = 1, Ek(t, 0) = Ek,

En−k−1(t, 0) = En−k−1,

b(t, 0) = 0, Wk(t, 0) = 0,

Wn−k−1(t, 0) = Wn−k−1(t) ≡
≡ diag{λk+1(t), ..., λn−1(t)}.

Як i ранiше, будуємо систему, що анало-
гiчна (8), (9),

εb(t, ε)
dz1

dt
= e(t, ε)z1 + εD1(t, ε)z1+

+εD2(t, ε)z2 + εD3(t, ε)z3 + F1(t, ε)[z1]+

+F2(t, ε)[z2]+F3(t, ε)[z3]+w1(z, [z], t, ε), (21)

ε
dz2

dt
= (E−1

k (t, ε)Wk(t, ε) + εD5(t, ε))z2+

+εD4(t, ε)z1 + εD6(t, ε)z3 + F4(t, ε)[z1]+

+F5(t, ε)[z1]+F6(t, ε)[z1]+w2(z, [z], t, ε), (22)

ε
dz3

dt
= Wn−k−1(t)z3 + εD7(t, ε)z1+

+εD8(t, ε)z2 + (E−1
n−k−1(t, ε)Wn−k−1(t, ε)−

−Wn−k−1(t) + εD9(t, ε))z3 + F7(t, ε)[z1]+

+F8(t, ε)[z2]+F9(t, ε)[z3]+w3(z, [z], t, ε), (23)

де Di(t, ε), Fi(t, ε), i = 1, 9, – прямокутнi ма-
трицi вiдповiдних розмiрiв; z1 та w1 – пер-
шi компоненти векторiв z та w, z2 та w2

– k-вимiрнi вектори, що мiстять k компо-
нент z та w, починаючи з другої, z3 та w3

– (n−k−1)-вимiрнi вектори, що мiстять ре-
шту компонент z та w.

Припустимо, що має мiсце умова 6. Тодi
iз системи (21) – (23) дiстаємо

z1(t, ε) =
1

ε

t+T∫

t

1

b(s, ε)
(Ψ1(s, ε)×
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×(Ψ−1
1 (T + ε, ε)− 1)Ψ−1

1 (t, ε))−1(εD1(s, ε)z1+

+εD2(s, ε)z2 + εD3(s, ε)z3 + F1(s, ε)[z1]+

+F2(s, ε)[z2] + F3(s, ε)[z3] + w1(z, [z], s, ε))ds,
(24)

z2(t, ε) =
1

ε

t+T∫

t

(Ψk(s, ε)(Ψ
−1
k (T + ε, ε)−

−Ek)Ψ
−1
k (t, ε))−1(εD4(s, ε)z1 + εD6(s, ε)z3+

+F4(s, ε)[z1] + F5(s, ε)[z2] + F6(s, ε)[z3]+

+w2(z, [z], s, ε))ds, (25)

z3(t, ε) =
1

ε

t+T∫

t

(Ψn−k−1(s, ε)×

×(Ψ−1
n−k−1(T +ε, ε)−En−k−1)Ψ

−1
n−k−1(t, ε))

−1×
×(εD7(s, ε)z1 + εD8(s, ε)z2 + (E−1

n−k−1(s, ε)×
×Wn−k−1(s, ε)−Wn−k−1(s) + εD9(s, ε))z3+

+F7(s, ε)[z1] + F8(s, ε)[z2] + F9(s, ε)[z3]+

+w3(z, [z], s, ε))ds, (26)

де функцiя Ψ1(t, ε) визначена ранiше,
Ψk(t, ε) та Ψn−k−1(t, ε) – фундаментальнi ма-
трицi вiдповiдно систем

ε
dz2

dt
= (E−1

k (t, ε)Wk(t, ε) + εD5(t, ε))z2,

Ψk(ε, ε) = Ek,

та

ε
dz3

dt
= Wn−k−1(t)z3, Ψn−k−1(ε, ε) = En−k−1.

Припустимо виконання таких умов:
14. ||(Ψk(s, ε)(Ψ

−1
k (T + ε, ε)− Ek)×

×Ψ−1
k (t, ε))−1|| ≤ d, t ≤ s ≤ t + T , t ∈ [ε; T ].

15. ||Fi(t, ε)|| ≤ c

(
exp

(
−αt

ε

)
+ ε

)
,

α > 0, i = 4, 6, t ∈ [ε; T ].

16. c max
0≤t≤T

{ |b1(t, 0)|
Re b1(t, 0)

,
1

c+

,
1

|c−|
}

<
1

3
,

cd

(
5T +

3

α

)
< 1, де сталi c+, c− визначаю-

ться для матрицi Ψn−k−1(t, ε); ||D(t, ε)|| ≤ c,
||F (t, ε)|| ≤ c, t ∈ [ε; T ].

Тодi оператор, визначений за допомогою
(24) – (26), вiдображає множину Pm+1 в себе

i є оператором стиску. А тому система (24) –
(26) на множинi Pm+1 має єдиний розв’язок
[9]. Таким чином справедлива така теорема.

Теорема 2. Нехай B(t) ∈ Cm+2[−T ; T ],
f(x, [x], t, ε) ∈ Cm+2(V1) i виконуються умо-
ви 1, 3, 6, 8 – 16. Тодi iснує таке ε1, ε1 ≤ ε0,
що система (1) на вiдрiзку [ε; T ] для всiх
0 < ε ≤ ε1 має єдиний T -перiодичний розв’я-
зок x = x(t, ε), для якого справджується
оцiнка (15).
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