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ÓÌÎÂÈ ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÄËß ÍÅÇÀÂÆÄÈ ÐÎÇÂ'ßÇÍÈÕ
IÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ Ç ÂÈÐÎÄÆÅÍÈÌ ßÄÐÎÌ

ÒÀ ÊÐÀÉÎÂÈÕ ÇÀÄÀ× ÄËß ÍÈÕ

Ðîçãëÿíóòî íåîäíîðiäíó ñèñòåìó iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âèðîäæåíèì ÿäðîì,
ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçíîþ íå ïðè âñiõ íåîäíîðiäíîñòÿõ. Ââîäÿ÷è êåðóâàííÿ çâåäåíî äàíó ñèñòåìó äî
ðîçâ'ÿçíî¨. Çíàéäåíî âèãëÿä òàêîãî êåðóâàííÿ òà êðèòåðié ðîçâ'ÿçíîñòi ñèñòåìè. Ðîçãëÿíóòî
àíàëîãi÷íó ïðîáëåìó äëÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

We consider an inhomogeneous system of integro-di�erential equations with degenerate kernel
that is not solvable at all inhomogeneities. The given system is reduced to a solvable one by adding
a control. We �nd an expansion for such a control and provide with a solvability test for the system.
A similar problem to the boundary-value problem for a system of integro-di�erential equations is
considered.

1. Íåçàâæäè ðîçâ'ÿçíi iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç âèðîäæå-
íèì ÿäðîì. Ðîçãëÿíåìî íåîäíîðiäíó
ñèñòåìó iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds =

= f(t), tϵ[a, b], (1)

ó ïðèïóùåíi, ùî âîíà ¹ íå ðîçâ'ÿçíîþ ïðè
∀f(t) ∈ L2[a, b].

Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ ç [1�3]:
A(t), B(t)�m × n, Φ(t) �n ×m, f(t)�n × 1-
âèìiðíi ìàòðèöi, êîìïîíåíòè ÿêèõ íàëåæàòü
ïðîñòîðó L2[a, b]; ñòîâï÷èêè ìàòðèöü Φ(t) �
ëiíiéíî-íåçàëåæíi íà [a, b],

Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1) ó
êëàñi âåêòîð-ôóíêöié x(t), òàêèõ ùî:

x(t) ∈ D2[a, b], ẋ(t) ∈ L2[a, b].

Ó ðîáîòi [3] ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñõîæà ïðîá-
ëåìà, êîëè ñèñòåìà (1) ¹ íå ðîçâ'ÿçíîþ,
òîäi øëÿõîì çáóðåíÿ ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè
äàíî¨ ñèñòåìè òà âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä
Âiøèêà�Ëþñòåðíèêà, òåîðiþ ïñåâäîîáåðíå-
íèõ çà Ìóðîì�Ïåíðîóçîì ìàòðèöü, çíà-
éäåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿç-
êó ëiíiéíî¨ ñëàáêîçáóðåíî¨ ñèñòåìè iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ïîáóäîâàíî çà-
ãàëüíèé âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó òàêî¨ ñèñòåìè ó

âèãëÿäi ÷àñòèíè ñèíãóëÿðíîãî ðÿäó ç ïîëþ-
ñîì â òî÷öi ε = 0.

Íèæ÷å áóäå ïðåäñòàâëåíî ùå îäèí ìåòîä,
ÿêèé äîçâîëÿ¹ íå ðîçâ'ÿçíó ñèñòåìó (1) çâå-
ñòè äî ðîçâ'ÿçíî¨. Äëÿ öüîãî ââåäåìî ó ñè-
ñòåìó (1) êåðóâàííÿ u ∈ Rn :

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) + B(s)ẋ(s)

]
ds =

= f(t) +

b∫
a

K(t, s)dsu (2)

Çíàéäåìî êåðóâàííÿ ïðè ÿêîìó çäà÷à (2) áó-
äå ðîçâ'ÿçíîþ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è êðèòåðié ðîçâ'ÿçíîñòi
ëiíiéíî¨ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (Òåîðåìà 1, [1])
äîñëiäèìî ñèñòåìó (2), ðîçâ'ÿçíiñòü ÿêî¨ çà-
ëåæèòü âiä ïîáóäîâàíî¨m×(m+n)-âèìiðíî¨
ìàòðèöi

D =
[
Im −

b∫
a

[A(s)Ψ(s) + B(s)Φ(s)]ds,

−
b∫

a

A(s)ds
]
.
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Ñôîðìóëþ¹ìî êðèòåðié ðîçâ'ÿçíîñòi äëÿ ñè-
ñòåìè (1).
Òåîðåìà [1]. Íåõàé rankD = n1. Ñè-

ñòåìà iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1)
¹ ðîçâ'ÿçíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè íåîäíî-
ðiäíiñòü f(t) ∈ L2[a, b] çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

PD∗
d1
b̃ = 0, d = m− n1. (3)

Ïðè âèêîíàííi öi¹¨ óìîâè ñèñòåìà (1) ìà¹
r-ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ðîçâ'ÿçêiâ:

x(t) = Xr(t)cr + F (t), cr ∈ Rr, (4)

r = m+ n− n1 > 0,

F (t) =

t∫
a

f(s)ds+Ψ0(t)D
+b̃,

Ψ(t) =

t∫
a

Φ(s)ds, Ψ0(t) =
[
Ψ(t), In

]

b̃ =

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

f(τ)dτ +B(s)f(s)
]
ds.

Òóò In�îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n,
D+ �ïñåâäîîáåðíåíà çà Ìóðîì-Ïåíðîóçîì
äî D ìàòðèöÿ; Xr(t) = Ψ0(t)PDr , Xr(t) �
n × r-âèìiðíà ìàòðèöÿ; PD, PD∗ � (m +
n) × (m + n)-, m × m-âèìiðíi ìàòðèöi, îð-
òîïðîåêòîðè, ÿêi äiþòü ç Rm+n, Rm ó ÿäðî
òà êîÿäðî ìàòðèöi D, âiäïîâiäíî. Ìàòðèöÿ
PDr(PD∗

d
) ñêëàäà¹òüñÿ iç ïîâíî¨ ñèñòåìè r (d)

ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâï÷èêiâ (ðÿäêiâ) ìà-
òðèöi PD(PD∗).

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ñèñòåìà (1) íå ðîçâ'ÿ-
çíà, îòæå óìîâà (3) íå âèêîíó¹òüñÿ, òîäi çà-
ñòîñóâàâøè òåîðåìó äî ñèñòåìè (2) òà âðàõó-
âàâøè, ùî íåîäíîðiäíiñòü ìà¹ âèãëÿä f(t) +
b∫
a

K(t, s)ds u, u ∈ Rn, îòðèìà¹ìî:

PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

(
f(τ)+

b∫
a

K(τ, s)ds u

)
dτ+

+B(s)

(
f(s) +

b∫
a

K(s, τ)dτu

)]
ds = 0. (5)

Âðàõîâóþ÷è, ùî êåðóâàííÿ u ¹ ïîñòiéíîþ
âåëè÷èíîþ, ìà¹ìî

PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

(
f(τ)+

b∫
a

K(τ, s)ds u

)
dτ+

+B(s)

(
f(s) +

b∫
a

K(s, τ)dτ u

)]
ds =

PD∗
d1
b̃+ PD∗

d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)dsdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, τ)dτ
]
dsu = 0. (6)

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ çàïèøåìî ó âèãëÿäi:

PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)dsdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, τ)dτ
]
dsu = −PD∗

d1
b̃. (7)

Êåðóâàííÿ u âèáèðà¹ìî iç êðèòåðiÿ (7)
ðîçâ'ÿçíîñòi íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âèðîäæåíèì
ÿäðîì (2) òàê, ùîá âîíà ñòàëà ðîçâ'ÿçíîþ
ïðè ∀f(t) ∈ L2[a, b].

Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

S := PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)dsdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, τ)dτ
]
ds

�d1×n-âèìiðíà ìàòðèöÿ, S+ � ïñåâäîîáåð-
íåíà (çà Ìóðîì�Ïåíðîóçîì) äî S � n× d1-
âèìiðíà ìàòðèöÿ, PS∗ � d1 × d1-âèìiðíà ìà-
òðèöÿ (îðòîïðîåêòîð), ÿêèé ïðîåêòó¹ Rd1 íà
N(S∗), PS � (n×n)-âèìiðíà ìàòðèöÿ (îðòî-
ïðîåêòîð), ÿêèé ïðîåêòó¹ Rn íà N(S). Òîäi
iç òåîðåìè âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.
Íàñëiäîê 1. Íå âñþäè ðîçâ'ÿçíó ñèñòå-

ìó iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1),
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ìîæíà äîïîâíèòè, äîäàþ÷è äî íå¨ êåðóâàí-

íÿ ó âèãëÿäi
b∫
a

K(t, s)ds u, äî ðîçâ'ÿçíî¨ ïðè

∀f(t) ∈ L2[a, b] òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

PS∗PD∗
d1

= 0. (8)

Ïðè öüîìó âåëè÷óíó êåðóâàííÿ u íåîáõiäíî
âèáðàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

u = S+PD∗
d1
b̃+ PSc, c ∈ Rn.

Îòæå, ïðè óìîâi (8) êåðóâàííÿ u ìîæå
áóòè íå ¹äèíèì, áî çàëåæèòü âiä äîâiëüíî¨
ñòàëî¨ PSc ∈ Rn. Öå äîçâîëÿ¹ âèêîðèñòàòè
äàíå êåðóâàííÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ çàäà÷, ÿêi
÷àñòî çóñòði÷àþòüñÿ ó òåîði¨ îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ.
2. Íåçàâæäè ðîçâ'ÿçíi êðà-

éîâi çàäà÷i äëÿ ñèñòåì iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿ ç âèðî-
äæåíèì ÿäðîì. Ðîçãëÿíåìî íåîäíîðiäíó
ñèñòåìó iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds =

= f(t), t ∈ [a, b], (9)

òà êðàéîâó óìîâó äëÿ íå¨

ℓx(·) = α ∈ Rp, (10)

ó ïðèïóùåííi, ùî êðàéîâà çàäà÷à (9), (10) íå
¹ ðîçâ'ÿçíîþ ïðè ∀f(t) ∈ L2[a, b] òà ∀α ∈ Rp.
Òóò ℓ = col(ℓ1, ℓ2, ..., ℓp) � ëiíiéíèé îáìåæà-
íèé p-âèìiðíèé âåêòîðíèé ôóíêöiîíàë, òà-
êèé ùî ℓ : D2[a; b] → Rp, ℓi : D2[a; b] →
R, i = 1, p; α = col(α1, α2, ..., αp) ∈ Rp.

Íàãàäà¹ìî, ùî çàäà÷i òàêîãî òèïó ðîçãëÿ-
äàëèñÿ ó ðîáîòàõ [4�8], àëå äëÿ ¨õ ðîçâ'ÿçàí-
íÿ âèêîðèñòîâóâàëèñÿ òåîðiÿ çáóðåííÿ òà òå-
îðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì ç iìïóëüñíèì
âïëèâîì, ðîçâèíåíà ó ðîáîòàõ À.Ä. Ìèø-
êiñà, À.Ì. Ñàìîéëåíêà, Ì.Î. Ïåðåñòþêà,
À. Õàëàíàÿ, Ä. Âåêñëåðà. Ó äàíié æå ðîáî-
òi çàïðîïîíîâàíî ðîçãëÿíóòè äàíó çàäà÷ó ç
òî÷êè çîðó òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Çàãàëüíèé ìåòîä äîñëiäæåííÿ ïîñòàâëå-
íî¨ òàêèì ÷èíîì çàäà÷i, âèêîðèñòîâó¹ iäå¨

çàïðîïîíîâàíi Î.À. Áîé÷óêîì [2] ç âèêîðè-
ñòàííÿì ïñåâäîîáåðíåíèõ (çà Ìóðîì� Ïåí-
ðîóçîì) ìàòðèöü.

Àíàëîãi÷íî ÿê i ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó,
çà äîïîìîãîþ ââåäåííÿ êåðóâàííÿ u â ñèñòå-
ìó (9)

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) + B(s)ẋ(s)

]
ds =

= f(t) +

b∫
a

K(t, s)dsu, (11)

çâåäåìî íåðîçâ'ÿçíó çàäà÷ó (9), (10) äî
ðîçâ'ÿçíî¨ òèïó (11), (10).

Âèêîðèñòîâóþ÷è êðèòåðié ðîçâ'ÿçíîñòi
ëiíiéíî¨ íåîäíîðiäíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (Òåî-
ðåìà 2 [1]), îòðèìà¹ìî óìîâó ðîçâ'ÿçíîñòi
äëÿ çàäà÷i (11), (10):

PD∗
d1
b̃1 = 0, PQ∗

d2

{
α− ℓF1(·)

}
= 0, (12)

d1 = m− rankD, d2 = p− rankQ.

Âðàõîâóþ÷è, ùî

b̃1 = b̃+

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)dsdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, τ)dτ
]
dsu

F1(t) = F (t) +

t∫
a

b∫
a

K(t, s)dsdt+

+Ψ0(t)D
+

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)dsdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, τ)dτ
]
dsu,

îòðèìà¹ìî íàñòóïíó àëãåáðà¨÷íó ñèñòåìó
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äëÿ âèçíà÷åííÿ u :

PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)dsdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, τ)dτ
]
dsu =

= −PD∗
d1
b̃, (13)

PQ∗
d2
ℓ

·∫
a

b∫
a

K(t, s)dsdt+

+Ψ0(·)D+

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)dsdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, τ)dτ
]
dsu =

= PQ∗
d2

{
α− ℓF (·)

}
. (14)

Òóò ìà¹ìî, ùî PD, PD∗ � (m+n)× (m+n) i
m ×m-âèìiðíi ìàòðèöi, îðòîïðîåêòîðè, ÿêi
äiþòü ç Rm+n i Rm ó ÿäðî òà êîÿäðî ìàòðèöi
D, âiäïîâiäíî. Ìàòðèöÿ PDr1 (PD∗

d1
) ñêëàäà¹-

òüñÿ iç ïîâíî¨ ñèñòåìè r1 (d1) ëiíiéíî íåçà-
ëåæíèõ ñòîâïöiâ (ðÿäêiâ) ìàòðèöi PD(PD∗);
Ìàòðèöÿ Q = ℓXr1(·) � p×r1 âèìiðíà, Q+ �
ïñåâäîîáåðíåíà çà Ìóðîì-Ïåíðîóçîì äî ìà-
òðèöi Q [2]. PQ, PQ∗ � r1 × r1 i p× p-âèìiðíi
ìàòðèöi, îðòîïðîåêòîðè, ÿêi äiþòü ç Rr

1 i R
p

ó ÿäðî òà êîÿäðî ìàòðèöi Q, âiäïîâiäíî. Ìà-
òðèöÿ PQr2 (PQ∗

d2
) ñêëàäà¹òüñÿ iç ïîâíî¨ ñè-

ñòåìè r2 (d2) ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâïöiâ
(ðÿäêiâ) ìàòðèöi PQ(PQ∗).

Òîäi, îá'¹äíàâøè (13), (14), îòðèìà¹ìî
íàñòóïíó ñèñòåìó:

Su = g, (15)

äå (d1 + d2) × n �âèìiðíà ìàòðèöÿ S ìà¹

âèãëÿä

S :=



PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)×

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)dsdτ+

+B(s)
b∫
a

K(s, τ)dτ
]
ds

PQ∗
d2
ℓ

·∫
a

b∫
a

K(t, s)dsdt+

+Ψ0(·)D+
b∫
a

[
A(s)×

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)dsdτ+

+B(s)
b∫
a

K(s, τ)dτ
]
ds



(16)

(d1 + d2) × 1 �âèìiðíèé âåêòîð g çàäà¹òüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì:

g :=

[
−PD∗

d1
b̃

PQ∗
d2

{
α− ℓF (·)

} ] , (17)

Ñèñòåìà (15) ðîçâ'ÿçíà òîäi i òiëüêè òîäi, êî-
ëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

PS∗g = 0 (18)

i ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

u = S+g + PSc, c ∈ Rn.

Òóò S+ � ïñåâäîîáåðíåíà (çà Ìóðîì�
Ïåíðîóçîì) äî S � n × (d1 + d2)-âèìiðíà
ìàòðèöÿ, PS∗ � (d1 + d2)× (d1 + d2)-âèìiðíà
ìàòðèöÿ (îðòîïðîåêòîð), ÿêèé ïðîåêòó¹
Rd1+d2 íà N(S∗), PS � (n × n)-âèìiðíà
ìàòðèöÿ (îðòîïðîåêòîð), ÿêèé ïðîåêòó¹ Rn

íà N(S). Òîäi iç òåîðåìè 2 [1] âèïëèâà¹
íàñòóïíèé íàñëiäîê.
Íàñëiäîê 2. Íå âñþäè ðîçâ'ÿçíó êðà-
éîâó çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìè iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (9), (10) ìîæíà
äîïîâíèòè, äîäàþ÷è äî ñèñòåìè (9) êåðó-

âàííÿ ó âèãëÿäi
b∫
a

K(t, s)ds u, äî ðîçâ'ÿçíî¨

ïðè ∀f(t) ∈ L2[a, b], α ∈ Rp, òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (18). Ïðè
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öüîìó âåëè÷óíó êåðóâàííÿ u íåîáõiäíî
âèáðàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

u = S+g + PSc, c ∈ Rn. (19)

Îòæå, ïðè óìîâi (18), êåðóâàííÿ u ìîæå
áóòè íå ¹äèíèì, áî çàëåæèòü âiä äîâiëüíî¨
ñòàëî¨ PSc ∈ Rn. Öå äîçâîëèòü âèêîðèñòà-
òè öå êåðóâàííÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ çàäà÷, ÿêi
÷àñòî çóñòði÷àþòüñÿ ó òåîði¨ îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ïîäÿêó ïðîôåñîðó
Î.À. Áîé÷óêó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷i òà óâàãó
äî ðîáîòè.

Ðîáîòà ïiäòðèìàíà Ãðàíòîì ÍÀÍ Óêðà¨-
íè äëÿ ìîëîäèõ â÷åíè 2015�2016 ðð.
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