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ПРО АБСЦИСИ ЗБIЖНОСТI ВИПАДКОВИХ РЯДIВ ДIРIХЛЕ

Дослiджується розподiл абсцис збiжностi випадкових рядiв Дiрiхле з попарно незале-
жними i неоднаково розподiленими випадковими коефiцiєнтами. Отриманi результати уза-
гальнюють деякi теореми Tian Fanji, П.Фiлевича та iнших.

Distribution of the abscissas of convergence for a random Dirichlet series with pairwise
independent and non-identically distributed random coefficients is considered. The obtained results
generalizes some theorems of Tian Fanji, P.Filevych and others.

1. Вступ. Нехай (Ω,A, P ) — ймовiрнiсний
простiр, а f =

(
fk(ω)

)+∞
k=0

— послiдовнiсть
комплекснозначних випадкових величин на
ньому. Нехай Λ =

(
λk

)+∞
k=0

— зростаюча до
+∞ послiдовнiсть невiд’ємних чисел λk ∈
R+ (k ∈ Z+), де R+ := [0, +∞). Через D(Λ)
позначимо клас формальних випадкових ря-
дiв Дiрiхле вигляду

F (z) = F (z, ω) =
∑+∞

k=0
fk(ω)ezλk

(z ∈ C, ω ∈ Ω). Через σзб(F, ω) i σa(F, ω) по-
значимо вiдповiдно абсциси збiжностi i аб-
солютної збiжностi цього ряду. Вiдомо [1–4],
що для фiксованого ω ∈ Ω

σa(F, ω) ≤ σзб(F, ω) ≤ lim
k→+∞

− ln |fk(ω)|
λk

≤

≤ σa(F, ω) + τ(Λ), (1)

де
τ(Λ) := lim

n→∞
ln n/λn,

У випадку, коли τ(Λ) = 0,

σзб(F, ω) = σa(F, ω) = lim
k→+∞

− ln |fk(ω)|
λk

(2)

для фiксованого ω ∈ Ω. Позначимо
σ(F, ω) := σa(F, ω).

Якщо послiдовнiсть f є послiдовнiстю неза-
лежних випадкових величин (fk), то за зако-
ном нуля i одиницi Колмогорова [5, c.43] ви-
падкова величина σ(F, ω) є майже напевно
(м.н.) сталою, тобто, σ(F, ω) = σ ∈ [0, +∞]
м.н.

У статтях [6–8] розглядалось питання про
абсциси збiжностi випадкових рядiв Дiрiхле
з класу D(Λ) у випадку τ(Λ) < +∞. Так,
у статтi [6, Теорема 1] доведено, що у ви-
падку, коли fk(ω) = akZk(ω), τ(Λ) < +∞,

lim
k→+∞

− ln |ak|
λk

= +∞, а для математичних

сподiвань виконується умова

(∃α > 0)(∀k ≥ 0) : M|Zk|α < +∞, (3)

то σa(F, ω) = +∞ м.н. Якщо, крiм цьо-
го, lim

k→+∞
k/λk < +∞ (звiдси випливає, що

τ(Λ) = 0 ) i

(∃β > 0)(∀k ≥ 0) : M|Zk|−β < +∞, (4)

то [6, Теорема 3] з умови lim
k→+∞

− ln |ak|
λk

= 0

випливає, що σa(F, ω) = 0 м.н. Не складно
зауважити, що те ж саме тримаємо, якщо
м.н. для всiх достатньо великих k викону-
ються нерiвностi k−γ ≤ |Zk(ω)| < kγ, γ >
0. Останнi ж нерiвностi за лемою Бореля-
Кантелi випливають з умов (3) i (4) (що ви-
конуються для всiх досить великих k), на-
приклад, з γ = max{2/α, 2/β}.

Найбiльш загально, той самий висновок
отримаємо коли

lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk

= 0 м.н. (5)

Власне виконується таке твердження.

Твердження 1. Нехай τ(Λ) = 0, F ∈ D(Λ)
i має коефiцiєнти вигляду fk(ω) = akZk(ω).

110 Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 1.



Якщо виконується умова (5), то м.н.

σзб(F, ω) = σa(F, ω) = α0 := lim
k→+∞

− ln |ak|
λk

.

Доведення Твердження 1 елементарно
отримуємо з (1), тому його не наводимо.

З тих самих мотивiв у випадку α0 = +∞
для рiвностi σa(F, ω) = +∞ м.н. замiсть
умови τ(Λ) = 0 достатньо, щоб τ(Λ) < +∞.

У статтях [7, 8] у випадку незалежних
випадкових величин f = (fk), зокрема, уза-
гальнювалось на клас D(Λ) твердження вi-
домої гiпотези Блекуела для випадкових
степеневих рядiв, доведеної в [9] (див. та-
кож [5, c.38]). Крiм цього, в [7] у випадку,
коли fk(ω) = akZk(ω), τ(Λ) < +∞, 0 < c1 ≤
|Zk(ω)| ≤ c2 < +∞ м.н. i MZk = 0 (k ≥ 0),
доведено, що σзб(F, ω) ≤ σa(F, ω) + τ(Λ)/2
м.н.

Варто вiдзначити, що умову (5) можна
замiнити умовою на послiдовнiсть функцiй
розподiлу випадкових величин (|Zk(ω)|).
Власне, за достатньою умовою збiжностi до
нуля м.н., для того, щоб виконувалась умова
(5) достатньо, щоб (∀ε > 0) :

+∞∑

k=0

P{ω : | ln |Zk(ω)|| ≥ ελk} < +∞,

а вже остання умова виконується, якщо для
кожного ε > 0 збiгається ряд

+∞∑

k=0

(
1− F ∗

k ((1 + ε)λk)) + F ∗
k (e−ελk

)
< +∞,

де F ∗
k (x) := P{ω : |Zk(ω)| < x} — функцiя

розподiлу |Zk(ω)|.
Виявляється, що у загальному випадку

рядiв з класу D(Λ) можна знайти подiбну
умову (що виявлятиметься i у певному сен-
сi близькою до необхiдної), яка гарантува-
тиме, що абсциса збiжностi ряду Дiрiхле
F (z, ω) м.н. дорiвнює наперед заданому дiй-
сному числу. Встановлення оцiнок абсцис
збiжностi вказаних загальних випадкових
рядiв Дiрiхле, з яких, зокрема, випливатиме
щойно описаний ефект, є метою даної статтi.

Наступний варiант добре вiдомої леми
Бореля-Кантелi дозволить нам умову суку-
пної незалежностi послiдовностi випадкових

величин замiнити на умову їхньої попарної
незалежностi.

Лема 1. Нехай (Ak) – довiльна послiдов-
нiсть подiй, тобто, Ak ∈ A (k ∈ N). Ви-
конуються наступнi твердження:
1. Якщо збiгається ряд

∑+∞
k=0 P (Ak), то се-

ред подiй (Ak) з ймовiрнiстю, що дорiв-
нює одиницi, вiдбувається лише скiнченна
їх кiлькiсть, тобто, P (C) = 1, де C :=⋂∞

N=0

⋃∞
k=N Ak — подiя, яка полягає в тому,

що серед подiй (Ak) вiдбувається нескiнчен-
на їх кiлькiсть.
2. ([10]–[13, c.84]) Якщо подiї (Ak) попарно
незалежнi i P (C) = 1, тобто, серед подiй
(Ak) з ймовiрнiстю, що дорiвнює одиницi,
вiдбувається лише скiнченна їх кiлькiсть,
то

∑+∞
k=0 P (Ak) < +∞.

Друга частина цiєї леми є уточненням до-
бре вiдомого зi стандартних курсiв теорiї
ймовiрностей варiанту леми Бореля-Кантелi
(див, наприклад, [5, c.7], [14, c.68]), у якiй
припускається сукупна незалежнiсть подiй
(Ak).

Зазначимо, що дана стаття є узагальнен-
ням на клас випадкових рядiв Дiрiхле, вико-
наних недавно нами дослiджень про радiуси
збiжностi випадкових лакунарних степене-
вих рядiв [15], а з отриманих нами там твер-
джень у виглядi простих наслiдкiв випли-
вають, наприклад, ряд результатiв з статей
[16–18].

2. Основнi результати. Надалi скрiзь вва-
жатимемо, що τ(Λ) = 0.

Теорема 1. Нехай F ∈ D(Λ). Припусти-
мо, що

(|fk(ω)|) — послiдовнiсть попарно не-
залежних випадкових величин з функцiями
розподiлу Fk(x) := P{ ω : |fk(ω)| < x}, x ∈
R, k ≥ 0. Виконуються наступнi тверджен-
ня:
a) σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (−∞, +∞) м.н. =⇒
(∀ε > 0) :

∑+∞
k=0(1− Fk((e

−ρ + ε)λk)) < ∞;
b) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що
δk > −∞ (k ≥ 0), lim

k→+∞
δk = e−ρ, ρ ∈

(−∞, +∞], i
∑+∞

k=0(1 − Fk(δ
λk
k )) = +∞, то

σ(F, ω) ≤ ρ м.н.
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Доведення теореми 1. a) Вважатиме-
мо спочатку, що σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (−∞, 0] м.н.,
тобто, з (2) маємо, що
(∃B ∈ A, P (B) = 1)(∀ω ∈ B) :

lim
k→+∞

ln |fk(ω)|
λk

≤ −ρ.

За означенням верхньої границi

(∀ω ∈ B)(∀ε > 0)(∃k∗(ω) ∈ N)(∀k > k∗(ω)) :

|fk(ω)| < (
e−ρ + ε

)λk ,

Позначимо
Ak :=

{
ω : |fk(ω)| < (

e−ρ + ε
)λk

}
.

Зрозумiло, що B ⊂ C :=
⋃∞

N=0

⋂∞
k=N Ak,

а подiя C :=
⋂∞

N=0

⋃∞
k=N Ak полягає в то-

му, що “серед подiй послiдовностi (Ak) вiдбу-
вається нескiнченна їх кiлькiсть”. Оскiльки
P (C) = 1, то P (C) = 0, а з попарної неза-
лежностi випадкових величин (|fk(ω)|) ви-
пливає попарна незалежнiсть посдiй (Ak), i,
тому, за уточненою другою частиною леми
Бореля-Кантелi

∑+∞
k=0

P (Ak) < +∞.

Залишається врахувати, що
P (Ak) = 1− Fk

((
e−ρ + ε

)λk
)
.

Якщо σ(ω, F ) ≥ ρ > 0 м.н., то для ря-
ду Дiрiхле F ∗(z, ω) =

∑+∞
k=0 f ∗k (ω)ezλk , де

f ∗k (ω) = fk(ω)eρλk , абсциса збiжностi σ∗(ω) =
σ(ω, F ) − ρ ≥ 0 м.н., а функцiя розподiлу
|f ∗k (ω)| : F ∗

k (x) = Fk(x · e−ρλk), i

F ∗
k

(
(1 + ε)λk

)
= Fk

(
(e−ρ + ε1)

λk
)
, ε1 = εe−ρ.

Цим завершується доведення п.a).
b) Позначимо Ak = {ω : |fk(ω)| < δλk

k }. Тодi
∑+∞

k=0
P (Ak) =

∑+∞
k=0

(1− Fk(δ
λk
k )) = +∞

i за уточненою другою частиною леми
Бореля-Кантелi P (C) = 1, де C :=⋂∞

N=0

⋃∞
k=N Ak. Звiдси,

(∀ω ∈ C)(∀N ∈ Z+)(∃kN(ω) ≥ N) :

|fk(ω)| ≥ δλk
k (k = kN(ω), N ≥ 1),

тому,

− ln |fk(ω)| ≤ −λk ln δk (k = kN(ω), N ≥ 1),

звiдки, остаточно м.н.

σ(F, ω) = lim
k→+∞

− ln |fk(ω)|
λk

≤

≤ lim
N→+∞,
k=kN (ω)

− ln |fk(ω)|
λk

≤ − lim
k→+∞

ln δk = ρ.

Теорема 2. Нехай F ∈ D(Λ).
a) Якщо iснують ρ ∈ (−∞, +∞) i послi-
довнiсть (εk) такi, що εk → +0 (k → +∞)
i
∑+∞

k=0(1− Fk((e
−ρ + εk)

λk)) < ∞, то
σ(F, ω) ≥ ρ м.н.

b) σ(F, ω) = −∞ м.н. =⇒ (∀E > 1) :∑+∞
k=0(1− Fk(E

λk)) = +∞.

Доведення теореми 2. a) Позначимо
тепер Ak =

{
ω : |fk(ω)| < (e−ρ + εk)

λk
}
. Вра-

ховуючи, що 1 − Fk((e
−ρ + ε)λk) = P (Ak), з

умови
∑+∞

k=0
(1− Fk((e

−ρ + εk)
λk)) < ∞

отримаємо
∑+∞

k=0 P (Ak) < ∞, i за першою
частиною леми Бореля-Кантелi P (C) = 0,
C :=

⋂∞
N=0

⋃∞
k=N Ak. Звiдси P (C) = 1, C :=⋃∞

N=0

⋂∞
k=N Ak i, тому, для кожного ω ∈ C

iснує k = k∗(ω) таке, що ω ∈ Ak для всiх
k ≥ k∗(ω), тобто, (∀k > k∗(ω)) : |fk(ω)| <
(e−ρ + εk)

λk . Звiдки,

σ(F, ω) = lim
k→+∞

− ln |fk(ω)|
λk

≥

≥ − lim
k→+∞

ln(e−ρ + εk) = ρ м.н.

b) За умовою σ(F, ω) = −∞ м.н. Тому,

за означенням lim
k→+∞

ln |fk(ω)|
λk

= +∞ м.н.

(∃B ∈ A, P (B) = 1)(∀ω ∈ B)(∀E > 1)(∀N ∈
Z+)(∃kN(ω) ≥ N, kN(ω) ∈ N) :

|fk(ω)| ≥ Eλk (k = kN(ω)).

Звiдси, B ⊂ C :=
⋂∞

N=0

⋃∞
k=N Ak, де Ak =

{ω : |fk(ω)| ≥ Eλk}, а, тому, P (C) = 1.
Отже за першою частиною леми Бореля-
Кантелi отримуємо

∑∞
k=0

P (Ak) = +∞. За-
лишається знову пригадати, що P (Ak) =
1− Fk(E

λk).
3. Деякi наслiдки.

Наведемо кiлька наслiдкiв.
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Твердження 2. Нехай f ∈ D(Λ), а(|fk(ω)|) — попарно незалежнi. Якщо iсну-
ють додатнi випадковi величини a(ω), b(ω)
такi, що (∃k0 ∈ Z+)(∀x ≥ 0)(∀k ≥ k0) :
Fk(x) ≤ Fa(x) := P{ω : a(ω) < x} ∧ Fk(x) ≥
Fb(x) := P{ω : b(ω) < x} i Fa(+0) < 1 та

(∀ε > 0) : M
(
nΛ

( ln b

1 + ε

))
< +∞, (6)

де nΛ :=
∑

λk≤t 1 – лiчильна функцiя послi-
довностi Λ, то σ(F, ω) = 0 м.н.

Доведення. Переконаємось спочатку в
тому, що можна застосувати п. b) теореми
1. Оскiльки для δk = (λk)

−1/λk маємо δk →
1− 0, δλk

k → 0 (k → +∞), то ρ = 0 i для всiх
досить великих k, 1−Fa(δ

λk
k ) ≥ 1−Fk(δ

λk
k ) ≥

1−(1+Fa(+0))/2 = (1−Fa(+0))/2 > 0, тобто,
умови п. b) теореми 1 виконуються i, тому,
σ(F, ω) ≤ 0 м.н.

Доведемо протилежну нерiвнiсть. Пере-
конаємось в тому, що можна застосувати п.
a) теореми 2. Зауважимо, що

M
(
nΛ

( ln b

1 + ε

))
=

∫ +∞

0

nΛ

( ln x

1 + ε

)
dFb(x) =

=

∫ +∞

0

(1− Fb((1 + ε0)
t))dnΛ(t),

де ε0 = e1+ε−1. Тодi з умов нашого Твердже-
ння 2 випливає, що для будь-якого ε0 > 0:∑+∞

k=0(1 − Fb((1 + ε0)
λk)) < +∞. Звiдси вже

нескладно отримати, що виконується умова
п. a) теореми 2 з ρ = 0. Застосування теоре-
ми 2 доводить, що σ(F, ω) ≥ 0 м.н.

Нескладно зауважити, що умова (6) ви-
конується як тiльки

(∃ α, β ∈ (0, +∞)) : nΛ(t) ≤ βtα (t ≥ t0),

M
(
(ln+ b)α

)
< +∞.

Якщо λk ≡ k, то можна вибрати α = 1 i,
звiдси отримаємо теорему 2.1 з [18].

Цiлком подiбно до Твердження 2 доводи-
ться таке твердження.

Твердження 3. Нехай f ∈ D(Λ), а(|fk(ω)|) — попарно незалежнi. Якщо iсну-
ють додатнi випадковi величини a(ω), b(ω)
такi, що (∃k0 ∈ Z+)(∀x ≥ 0)(∀k ≥ k0) :

Fk(x) ≤ Fa(x)∧Fk(x) ≥ Fb(x) i Fa(e
−ρ +0) <

1 та
∫ +∞

0

(
1− Fb

(
(e−ρ + ε)x

))
dnΛ(x) < +∞ (7)

для кожного ε > 0, то σ(F, ω) = ρ м.н.

Умову (7) нескладно переписати у вигля-
дi (6) через математичне сподiвання.

Автори статтi щиро вдячнi А.О. Куриля-
ку за цiннi зауваження.
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