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МЕТРИЧНI ОЦIНКИ МАЛИХ ЗНАМЕННИКIВ БАГАТОТОЧКОВОЇ
ЗАДАЧI ДЛЯ НАВАНТАЖЕНОГО ГIПЕРБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ

Доведено метричнi теореми про оцiнки знизу малих знаменникiв, якi виникають при по-
будовi розв’язку багатоточкової задачi для навантаженого гiперболiчного рiвняння.

We prove theorems on the estimation of small denominators which arise under construction of
the solution of the multipoint problem for a loaded hyperbolic equation.

1. Вступ. Будемо використовувати такi
позначення: Ωp – p-вимiрний тор (R/2πZ)p,
Qp

T = (0; T ) × Ωp, x = (x1, . . . , xp) ∈ Ωp, k =
(k1, . . . , kp) ∈ Zp, |k| = |k1|+. . .+|kp|, (k, x) =
k1x1 + . . . + kpxp, D = (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xp),
δj,q – символ Кронекера; Poln,p (вiдповiд-
но, Polhom

n,p ) – множина усiх (вiдповiдно, усiх
однорiдних) полiномiв степеня n вiд p змiн-
них з дiйсними коефiцiєнтами; {t1, . . . , tn},
{τ1, . . . , τm} – впорядкованi неперетиннi на-
бори чисел з вiдрiзка [0; T ]: t1 < . . . < tn,
τ1 < . . . < τm, {τ1, . . . , τm} ∩ {t1, . . . , tm} = ∅;
µnS – мiра Лебега в Rn вимiрної множини
S ⊂ Rn; Hα (α ∈ R) – простiр формальних
тригонометричних рядiв ϕ(x) =

∑
k ϕke

i(k,x),
для яких є скiнченною норма

‖ϕ(x); Hα‖ =

√∑

k∈Zp

|ϕk|2(1 + |k|)2α.

Нехай n ∈ N, Bj ∈ PolM,p, j = 1,m, M <
n, i нехай Aj ∈ Polhom

j,p , j = 1, n, є такими,
що диференцiальний вираз

L

(
∂

∂t
, D

)
≡ ∂n

∂tn
+

n−1∑
j=0

An−j(D)
∂j

∂tj

є строго гiперболiчним; зi строгої гiперболiч-
ностi виразу L (∂/∂t, D) випливає, що для
всiх k ∈ Zp\{~0} λ-коренi λ1(k), . . . , λn(k) рiв-
няння

L(λ, ik) = 0 (1)

є попарно рiзними суто уявними числами.
При дослiдженнi умов коректної розв’я-

зностi та побудовi розв’язку багатоточкової

задачi для навантаженого строго гiперболi-
чного рiвняння

L

(
∂

∂t
,D

)
u(t, x) = F (t, x)+

+
m∑

j=1

Bj(D)u(τj, x), (t, x) ∈ Qp
T , (2)

u(tj, x) = ϕj(x), j = 1, n, x ∈ Ωp, (3)
виникають такi величини:

∆(k) = det ‖yq(tj, k)‖n
j,q=1 , k ∈ Zp, (4)

Γ(k) = 1−
m∑

j=1

Bj(ik)Ik(τj), k ∈ Zp, (5)

де

yq(t, k) =

{
tq−1 , k = ~0,

eλq(k)t , k 6= ~0,
q = 1, n,

Ik(t) ≡ ∫ T

0
Gk(t, τ)dτ , а Gk(t, τ), k ∈ Zp,

– функцiя Ґрiна багатоточкової задачi для
звичайного диференцiального рiвняння

L (d/dt, ik) f(t) = 0, f(tj) = 0, j = 1, n.

Функцiя Ґрiна Gk(t, τ) коректно визначена
тодi i тiльки тодi, коли визначник ∆(k), k ∈
Zp є вiдмiнним вiд нуля (див. [1, с. 26–28]).
Тому формула (5) має сенс, якщо ∆(k) 6= 0,
k ∈ Zp. Якщо

∀ k ∈ Zp ∆(k) · Γ(k) 6= 0, (6)

то задача (2), (3) має єдиний формальний
розв’язок, який зображується рядом

u(t, x) =
∑

k∈Zp

(fk(t) + vk(t) + wk(t))e
i(k,x), (7)
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де fk(t) =
∫ T

0
Gk(t, τ)Fk(τ)dτ , k ∈ Zp,

vk(t) =
n∑

j,q=1

∆jq(k)

∆(k)
ϕjkyq(t, k), k ∈ Zp,

wk(t) =
Ik(t)

Γ(k)

m∑
j=1

Bj(ik)(vk(τj) + fk(τj)),

де ∆jq(k) – алгебричне доповнення елемен-
та yq(tj, k), j, q = 1, n, у визначнику ∆(k),
ϕjk, k ∈ Zp, – коефiцiєнти Фур’є функцiй
ϕj(x), j = 1, n. Якщо виконується умова (6)
i, крiм того, iснують такi сталi ω, η, що для
всiх (крiм, можливо, скiнченної кiлькостi)
векторiв k ∈ Zp справджуються нерiвностi

|∆(k)| ≥ |k|−ω, (8)

|Γ(k)| ≥ |k|−η, (9)

то можна встановити оцiнки зверху для
норм функцiй fk(t), vk(t), wk(t), k ∈ Zp,
у просторi Cn[0; T ], з яких випливає збiж-
нiсть формального ряду (7) у шкалi просто-
рiв Cn([0; T ]; Hα), α ∈ R, якщо ϕj ∈ Hα1 ,
j = 1, n, F ∈ C([0; T ]; Hα2) для деяких пока-
зникiв α1, α2 ∈ R. Тому важливо дослiдити
питання про можливiсть виконання оцiнок
(8), (9). Це i є метою даної роботи.

Iз результатiв роботи [2] випливає, що
при ω > (p + 1)n(n− 1)/2 оцiнки

|∆(k)| ≥ |k|−ω ·
∏

n≥j>q≥1

|λj(k)− λq(k)|,

виконуються для майже всiх (щодо мiри Ле-
бега в Rn) векторiв ~t = (t1, . . . , tn) ∈ [0; T ]n

для всiх (крiм, можливо, скiнченної кiлько-
стi) векторiв k ∈ Zp. Наслiдком (див. ле-
му 2 нижче) строгої гiперболiчностi вира-
зу L (∂/∂t,D) є те, що для всiх k ∈ Zp\{~0}
справджується нерiвнiсть

∏
n≥j>q≥1

|λj(k)− λq(k)| ≥ C1|k|n(n−1)/2,

де додатна стала C1 не залежить вiд k. Iз
цiєї оцiнки та цитованого результату роботи
[2] випливає, що при ω > pn(n− 1)/2 нерiв-
нiсть (8) виконується для майже всiх (сто-
совно мiри Лебега в Rn) векторiв ~t ∈ [0; T ]n

для всiх (крiм, можливо, скiнченної кiлько-
стi) векторiв k ∈ Zp. У данiй роботi встанов-
лено аналогiчний результат (див. теорему 1
нижче) про виконання оцiнок (8) з нижньою
межею pn(n − 1)/2 для показника ω, однак
обґрунтування цього факту (див. доведення
теореми 1 нижче) суттєво вiдрiзняється вiд
доведення, запропонованого в [2].

Що стосується оцiнок (9), то питання про
можливiсть їх виконання у науковiй лiтера-
турi не вивчалося. У теоремi 2 даної робо-
ти показано, що при η > pmn оцiнка (9)
виконується для майже всiх (стосовно мiри
Лебега в Rm) векторiв ~τ ∈ [0; T ]m для всiх
(крiм, можливо, скiнченної кiлькостi) векто-
рiв k ∈ Zp, якщо однорiдний полiном An(ξ)

є вiдмiнним вiд нуля для всiх ξ ∈ Rp\{~0}.
Зауважимо, що методика доведення теоре-
ми 2 є близькою до методики, використаної
у працях [3, 4] для встановлення метричних
оцiнок малих знаменникiв задачi з багатото-
чковими умовами для навантаженого полi-
гармонiчного рiвняння та задачi з iнтеграль-
ними умовами у виглядi моментiв для без-
типних рiвнянь iз частинними похiдними.

2. Допомiжнi твердження. Нижче ви-
користовуватимемо такi допомiжнi твер-
дження.

Лема 1 (Бореля-Кантеллi). Нехай
{Aj}∞j=1 – послiдовнiсть вимiрних (за мiрою
Лебега в Rn) множин з Rn таких, що

∞∑
j=1

µnAj < ∞.

Тодi мiра Лебега в Rn множини тих точок,
якi потрапляють до нескiнченної кiлькостi
множин Aj, j ≥ 1, дорiвнює нулю.

Для кожного k ∈ Zp\{~0} позначимо:

Wj(k) = det ‖λq−1
l (k)‖j

l,q=1, j = 2, n,

Wj,r(k), r = 1, j, – алгебричне доповнен-
ня елемента λr−1

j (k) у визначнику Wj(k), де
λj(k), j = 1, n, – коренi рiвняння (1).

Лема 2. Для кожного k ∈ Zp\{~0} вико-
нуються оцiнки

|Wj(k)| ≥ C2|k|j(j−1)/2, j = 2, n, (10)
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|Wj,r(k)| ≤ C3|k|j(j−1)/2−(r−1), r = 1, j, (11)

де C2, C3 > 0 – сталi, не залежнi вiд k.
Доведення. З однорiдностi полiномiв

Aj(ξ1, . . . , ξp), j = 1, n,

випливає, що для кожного вектора k ∈ Zp,
k 6= ~0, виконуються рiвностi

Aj(ik1, . . . , ikp) = (i|k|)jAj

(
k1

|k| , . . . ,
kp

|k|
)

,

де j = 1, n. Зi структури диференцiального
виразу L(∂/∂t, D) отримуємо, що

L(λ, ik) = (i|k|)nL

(
λ

i|k| ,
k

|k|
)

, k 6= ~0.

Тому коренi λj(k), j = 1, n, k 6= ~0, рiвняння
(1) можна зобразити у виглядi

λj(k) = i|k|σj(k), j = 1, n, (12)

де σj(k), j = 1, n, k 6= ~0, – коренi рiвняння

L (σ, k/|k|) = 0. (13)

Зi строгої гiперболiчностi виразу L(∂/∂t, D)

випливає, що для кожного ξ ∈ R\{~0} ди-
скримiнант DL(ξ) многочлена L(λ, ξ) (як
многочлена змiнної λ) є вiдмiнним вiд ну-
ля. Оскiльки DL(ξ) є многочленом вiд коефi-
цiєнтiв A1(ξ), . . . , An(ξ) многочлена L(λ, ξ)
(див. [1]), то DL(ξ) є неперервною функцiєю
параметрiв ξ1, . . . , ξp. На компактi S = {ξ ∈
Rp : |ξ1|+ . . . + |ξp| = 1} модуль цiєї функцiї
вiдокремлений знизу вiд нуля деякою дода-
тною сталою C4:

∀ξ ∈ S |DL(ξ)| ≥ C4. (14)

Враховуючи вiдому рiвнiсть [1, с. 61]

DL

(
k

|k|
)

=
∏

n≥j>q≥1

(σj(k)− σq(k))2, k 6= ~0,

з оцiнок (14) дiстаємо, що
∏

n≥j>q≥1

|σj(k)− σq(k)|2 ≥ C4, k 6= ~0. (15)

Кiлькiсть множникiв |σj(k)−σq(k)|2, n ≥ j >
q ≥ 1, у лiвiй частинi формули (15) дорiвнює

n(n−1)/2, тому з нерiвностi (15) на пiдставi
формул (12) випливає, що при k 6= ~0

∏
n≥j>q≥1

|λj(k)−λq(k)| ≥
√

C4|k|n(n−1)/2, (16)

Коефiцiєнти рiвняння (13) є рiвномiрно об-
меженими за k ∈ Zp\{~0}, тому й коренi цьо-
го рiвняння є рiвномiрно обмеженими за k
[7], тобто iснує стала C5 > 0 така, що для
всiх k 6= ~0 виконуються оцiнки

|σj(k)| ≤ C5, j = 1, n. (17)

Iз формул (12), (17) для k 6= ~0 отримуємо

|λj(k)−λq(k)| ≤ 2C5|k|, n ≥ j > q ≥ 1. (18)

Тодi з нерiвностей (16), (18) випливає, що

|λj(k)− λq(k)| ≥ C6|k|, n ≥ j > q ≥ 1, (19)

де C6 =
√

C4 · (2C5)
1−n(n−1)/2 > 0. Враховую-

чи, що визначник Wj(k) є визначником Ван-
дермонда j чисел λ1(k), . . . , λj(k), iз формул
(19) дiстаємо

|Wj(k)| =
∏

j≥r>q≥1

|λr(k)− λq(k)| ≥

≥ (C6|k|)j(j−1)/2, j = 2, n, k 6= ~0,

тобто оцiнки (10) виконуються.
Для доведення нерiвностей (11) зауважи-

мо, що визначник Wj,r(k) є сумою (j − 1)!

доданкiв вигляду ±λα1−1
1 (k) · . . . · λαj−1−1

j−1 (k),
де (α1, . . . , αj−1) – перестановка чисел з мно-
жини {1, . . . , j}\{r}. Враховуючи оцiнки

|λj(k)| ≤ C5|k|, j = 1, n, k 6= ~0,

якi випливають iз (12), (17), дiстаємо, що

max
(α1,...,αj−1)

|λα1−1
1 (k) · . . . · λαj−1−1

j−1 (k)| ≤

≤ C7|k|1+...+j−1−(r−1), C7 = C
j(j−1)/2−(r−1)
5 .

Таким чином,

|Wj,r(k)| ≤ (j − 1)!C7|k|j(j−1)/2−(r−1), r = 1, j,

а отже, оцiнки (11) встановленi.
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Лема 3. ([5]) Нехай f(t) має вигляд

f(t) =
m∑

j=1

pj exp(ρjt), ρj 6= ρq (j 6= q),

де ρj, pj ∈ C, j = 1,m. Якщо для деяких
комплексних чисел aj, j = 1, n, в кожнiй
точцi t ∈ [0; T ] виконується умова

|f (n)(t) + a1f
(n−1)(t) + . . . + anf(t)| ≥ δ > 0,

то для довiльного ε ∈ (0, ε0), ε0 = δ
2(n+1)An ,

A = 1 + max
1≤j≤n

|aj|1/j, справджується оцiнка

µ1{t ∈ [0; T ] : |f(t)| < ε} ≤ C8Λ(ε/δ)1/n,

де Λ = 1 + max
1≤j≤n

|ρj|, C8 = C8(n,m, T ) > 0.

3. Оцiнки знизу визначника ∆(k).
Встановимо метричнi оцiнки знизу для ви-
значника ∆(k), k ∈ Zp.

Теорема 1. Для майже всiх (стосовно
мiри Лебега в Rn) векторiв ~t ∈ [0; T ]n нерiв-
нiсть (8) виконується для всiх (крiм, мо-
жливо, скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈
Zp, якщо ω > pn(n− 1)/2.

Доведення. Через S(k) позначимо мно-
жину тих векторiв ~t ∈ [0; T ]n, для яких не-
рiвнiсть, протилежна до нерiвностi (8), ви-
конується для фiксованого k ∈ Zp, k 6= ~0:

S(k) = {~t ∈ [0; T ]n : |∆(k)| < |k|−ω},
а через S – множину тих векторiв ~t ∈ [0; T ]n,
для яких нерiвнiсть, протилежна до нерiв-
ностi (8), виконується для нескiнченної кiль-
костi векторiв k ∈ Zp, k 6= ~0.

Для доведення теореми 1 досить перевi-
рити, що µnS = 0, якщо ω > pn(n − 1)/2.
Згiдно з лемою 1 для цього досить перевiри-
ти, що ряд

∑
|k|>0 µnS(k) є збiжним при ω >

pn(n − 1)/2. Нехай ∆j(k; t1, . . . , tj) – визна-
чник, одержаний iз визначника ∆(k) викре-
слюванням останнiх (n− j) рядкiв та остан-
нiх (n − j) стовпцiв, j = 1, n; зрозумiло, що
∆n(k; t1, . . . , tn) = ∆(k), ∆1(k; t1) = eλ1(k)t1 .

Для кожного k ∈ Zp, k 6= ~0, розглянемо
такi множини:

Sj(k)={~t ∈ [0; T ]n : |∆j(k; t1, . . . , tj)|< |k|−ωj ,

|∆j−1(k; t1, . . . , tj−1)| ≥ |k|−ωj−1},
де j = 2, n, ωj = pj(j−1)/2+εj, а εj, j = 1, n,
– такi додатнi числа, що

0 < ε1 < . . . < εn = ω − pn(n− 1)/2.

Оскiльки для довiльних k 6= ~0, ω1 > 0 вико-
нується нерiвнiсть

|∆1(k; t1)| =
∣∣eλ1(k)t1

∣∣ = 1 ≥ |k|−ω1 , (20)

то правильним є включення

S(k) ⊂
n⋃

j=2

Sj(k), k 6= ~0. (21)

Дiйсно, нехай ~t = (t1, . . . , tn) ∈ S(k), k 6= ~0,
тодi |∆n(k; t1, . . . , tn)| < |k|−ωn , бо ωn = ω.
Нехай N – найменший серед тих номерiв
j ∈ {1, . . . , n}, для яких справджується не-
рiвнiсть |∆j(k; t1, . . . , tj)| < |k|−ωj . З огляду
на нерiвнiсть (20) число N не може дорiвню-
вати 1 (iнакше виконувалася б суперечли-
ва при ω1 > 0 нерiвнiсть 1 < |k|−ω1). Тому
N ≥ 2, а тодi, згiдно з вибором числа N , для
вектора ~t виконуються нерiвностi

|∆N(k; t1, . . . , tN)| < |k|−ωN ,

|∆N−1(k; t1, . . . , tN−1)| ≥ |k|−ωN−1 ,

а отже, ~t ∈ SN(k). Таким чином, включення
(21) є iстинним.

З адитивностi мiри Лебега та формул (21)
випливає, що

µnS(k) ≤
n∑

j=2

µnSj(k), k 6= ~0.

Тому зi збiжностi всiх рядiв
∑

|k|>0

µnSj(k), j = 2, n, (22)

випливає збiжнiсть ряду
∑

|k|>0 µnS(k). По-
кажемо, що для k 6= ~0 виконуються оцiнки

µnSj(k) ≤ C9|k|−p−ε̃j , j = 2, n, (23)

де додатна стала C9 не залежить вiд k, ε̃j =
(εj−εj−1)/(j−1), j = 2, n. Очевидно, оцiнки
(23) забезпечують збiжнiсть рядiв (22).
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Умови, якi визначають множину Sj(k),
j = 2, n, не залежать вiд змiнних tj+1, . . . , tn,
тому Sj(k) є декартовим добутком множини

Fj(k) = {(t1, . . . , tj) ∈ [0; T ]j :

|∆j(k; t1, . . . , tj)| < |k|−ωj ,

|∆j−1(k; t1, . . . , tj−1)| ≥ |k|−ωj−1},
та (n − j) вiдрiзкiв [0; T ], що вiдповiдають
змiнним tj+1, . . . , tn. Тодi за теоремою Фубiнi

µnSj(k) = T n−jµjFj(k), j = 2, n. (24)

Зрозумiло, що

µjFj(k) =

∫

Mj(k)

µjFj(k; t1, . . . , tj−1)dt1 . . . dtj−1,

де Mj(k) = {(t1, . . . , tj−1) ∈ [0; T ]j−1 :

|∆j(k; t1, . . . , tj−1)| ≥ |k|−ωj−1},
Fj(k; t1, . . . , tj−1) =

= {tj ∈ [0; T ] : (t1, . . . , tj) ∈ Fj(k)}, j = 2, n.

Щоб оцiнити зверху мiри одновимiрних
множин Fj(k; t1, . . . , tj−1), j = 2, n, зробимо
такi побудови. Визначник ∆j(k; t1, . . . , tj),
j ≥ 2, розвинемо за елементами його остан-
нього рядка i отримане розвинення проди-
ференцiюємо за змiнною tj до порядку (j −
1), у результатi дiстанемо j рiвностей

∂q∆j(k; t1, . . . , tj)

∂tqj
=

j∑
r=1

(−1)j+rλq
r(k)×

×eλr(k)tj∆r
j(k; t1, . . . , tj−1), q = 0, j − 1, (25)

де ∆r
j(k; t1, . . . , tj−1), r = 1, j, – мiнор визна-

чника ∆j(k; t1, . . . , tj) порядку (j − 1), який
вiдповiдає викресленим останньому рядку
та r-му стовпцю. Для фiксованих k ∈ Zp,
k 6= ~0, та j, 2 ≤ j ≤ n, рiвностi (25) розгля-
немо як систему j лiнiйних рiвнянь стосовно
j змiнних

{
(−1)j+1eλ1(k)tj∆1

j(k; t1, . . . , tj−1), . . . ,

eλj(k)tj∆j
j(k; t1, . . . , tj−1)

}
.

Зауважимо, що визначник системи (25) є
визначником Wj(k), а отже, є вiдмiнним вiд
нуля. Застосовуючи правило Крамера для
розв’язування системи (25), дiстанемо, що

eλj(k)tj∆j
j(k; t1, . . . , tj−1) =

=

j−1∑
q=0

∂q∆j(k; t1, . . . , tj)

∂tqj
· Wj,q+1(k)

Wj(k)
. (26)

Враховуючи лему 2, зi спiввiдношень (26) та
очевидних рiвностей

∆j
j(k; t1, . . . , tj−1) = ∆j−1(k; t1, . . . , tj−1),

|eλj(k)tj | = 1, j = 2, n,

для k 6= ~0 отримаємо, що

|∆j−1(k; t1, . . . , tj−1)| ≤

≤ C10

j−1∑
q=0

1

|k|q
∣∣∣∣
∂q∆j(k; t1, . . . , tj)

∂tqj

∣∣∣∣ ≤ jC10×

× max
0≤q≤j−1

{
1

|k|q
∣∣∣∣
∂q∆j(k; t1, . . . , tj)

∂tqj

∣∣∣∣
}

, (27)

де стала C10 > 0 виражається тiльки через
сталi C2, C3 i не залежить вiд k.

Нехай тепер (t1, . . . , tj−1) – фiксована то-
чка з Mj(k). Розглянемо функцiї змiнної tj
(t1, . . . , tj−1 – параметри)

yq(k; tj) =
Re ∂q−1∆j(k; t1, . . . , tj)

∂tq−1
j

, q = 1, j,

yj+q(k; tj) =
Im ∂q−1∆j(k; t1, . . . , tj)

∂tq−1
j

, q = 1, j,

та функцiї z+
q,r(k; tj) = yq(k; tj) + yr(k; tj),

z−q,r(k; tj) = yq(k; tj)− yr(k; tj), 1 ≤ q < r ≤ j.
Iз теореми Валле Пуссена [6] випливає, що
кiлькiсть нулiв на [0; T ] кожної з функцiй
z+

q,r(k; tj), z−q,r(k; tj) (якщо вона вiдмiнна вiд
тотожного нуля) не перевищує C11|k|, де ста-
ла C11 > 0 не залежить вiд k та t1, . . . , tj−1.

Розiб’ємо [0; T ] точками 0, T та всiма ну-
лями всiх нетривiальних функцiй z+

q,r(k; tj),
z−q,r(k; tj), 1 ≤ q < r ≤ j; у результатi дi-
станемо розбиття [0; T ] на дрiбнiшi вiдрiзки
Js = [ξs−1, ξs], s = 1, N(k), таке, що:
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1) кiлькiсть вiдрiзкiв N(k) цього розбит-
тя не перевищує C12|k| (при цьому стала C12

не залежить вiд k, t1, . . . , tj−1);
2) на кожному з вiдрiзкiв Js цьо-

го розбиття знайдеться похiдна порядку
r(s) (0 ≤ r(s) ≤ j − 1) за змiнною
tj функцiї Re∆j(k; t1, . . . , tj) або функцiї
Im∆j(k; t1, . . . , tj) така, що в кожнiй точцi
tj ∈ Js виконується нерiвнiсть

1

|k|r(s)

∣∣∣∣∣
∂r(s)Re∆j(k; t1, . . . , tj)

∂t
r(s)
j

∣∣∣∣∣ ≥

≥ max
0≤r≤j−1

{
1

|k|r
∣∣∣∣
∂r∆j(k; t1, . . . , tj)

∂trj

∣∣∣∣
}

(28)

або нерiвнiсть

1

|k|r(s)

∣∣∣∣∣
∂r(s)Im∆j(k; t1, . . . , tj)

∂t
r(s)
j

∣∣∣∣∣ ≥

≥ max
0≤r≤j−1

{
1

|k|r
∣∣∣∣
∂r∆j(k; t1, . . . , tj)

∂trj

∣∣∣∣
}

. (29)

Оскiльки для кожного фiксованого
(t1, . . . , tj−1) ∈ Mj(k) виконується включен-
ня Fj(k; t1, . . . , tj−1) ⊂

⊂
N(k)⋃
s=1

(Js ∩ Fj(k; t1, . . . , tj−1)) ,

то
µ1Fj(k; t1, . . . , tj−1) ≤

≤
N(k)∑
s=1

µ1 (Js ∩ Fj(k; t1, . . . , tj−1)) . (30)

Оцiнимо мiри множин у правiй частинi не-
рiвностi (30). Якщо вiдрiзок Js є таким, що
на ньому виконується нерiвнiсть (28) або не-
рiвнiсть (29) при r(s) = 0, то з оцiнок (27)
випливає, що для всiх tj ∈ Js, (t1, . . . , tj−1) ∈
Mj(k), виконується нерiвнiсть

|∆j(k; t1, . . . , tj)| ≥ 1

jC10

×

×|∆j−1(k; t1, . . . , tj−1)| ≥ 1

jC10

|k|−ωj−1 . (31)

Тому жодна точка вiдрiзка Js не може на-
лежати до множини Fj(k; t1, . . . , tj−1). Дiй-
сно, якщо tj ∈ Fj(k; t1, . . . , tj−1) (при цьому

(t1, . . . , tj−1) ∈ Mj(k)), то виконується нерiв-
нiсть |∆j(k; t1, . . . , tj)| < |k|−ωj . Якщо до то-
го ж, tj ∈ Js, то з отриманої оцiнки та не-
рiвностi (31) дiстанемо, що виконується не-
рiвнiсть |k|−ωj > |k|−ωj−1/(jC10), яка є су-
перечливою для великих |k|, бо ωj−1 < ωj,
j = 1, n.

Отже, до множини Fj(k; t1, . . . , tj−1) мо-
жуть входити точки тiльки тих вiдрiзкiв Js,
для яких виконується нерiвнiсть (28) або не-
рiвнiсть (29) при r(s) ≥ 1. Якщо вiдрiзок Js

є таким, що j−1 ≥ r(s) ≥ 1, то за лемою 2.2
у [1, с. 15]

µ1{tj ∈ Js : |Re∆j(k; t1, . . . , tj)| < |k|−ωj} ≤

≤ C13
r(s)

√
|k|ωj−1−ωj−r(s), (32)

якщо виконується нерiвнiсть (28), або

µ1{tj ∈ Js : |Im∆j(k; t1, . . . , tj)| < |k|−ωj} ≤

≤ C14
r(s)

√
|k|ωj−1−ωj−r(s), (33)

якщо виконується нерiвнiсть (29).
Враховуючи очевиднi включення

{tj ∈ Js : |∆j(k; t1, . . . , tj)| < |k|−ωj} ⊂
⊂ {tj ∈ Js : |Re∆j(k; t1, . . . , tj)| < |k|−ωj},
{tj ∈ Js : |∆j(k; t1, . . . , tj)| < |k|−ωj} ⊂

⊂ {tj ∈ Js : |Im∆j(k; t1, . . . , tj)| < |k|−ωj},
де j = 2, n, k 6= ~0, i те, що N(k) ≤ C12|k|,
r(s) ≤ j−1, з оцiнок (30), (32), (33) одержи-
мо, що для довiльного (t1, . . . , tj−1) ∈ Mj(k)

µ1Fj(k; t1, . . . , tj−1) ≤ C15|k|(ωj−1−ωj)/(j−1) ≤
≤ C15|k|−p−ε̃j , j = 2, n, k 6= ~0. (34)

Iз оцiнок (34) та формул (24) випливає
iстиннiсть нерiвностей (23).

Теорему доведено.
Розглянемо частковий випадок, коли

tj = (j − 1)t0, j = 1, n, (35)

де 0 < t0 ≤ T
n−1

, тобто вузли t1, . . . , tn є рiв-
новiддаленими. У цьому випадку визначник
∆(k), k 6= ~0, обчислюється за формулою

|∆(k)| =
∏

1≤q<j≤n

∣∣eλj(k)t0 − eλq(k)t0
∣∣ =
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=
∏

1≤q<j≤n

|ei|k|(σj(k)−σq(k))|k|t0 − 1| = 2n(n−1)/2×

×
∏

1≤q<j≤n

|sin((σj(k)− σq(k))t0/2)| , (36)

Теорема 1 не дає вiдповiдi на питання
про виконання оцiнки (8) для визначника
(36), бо множина тих векторiв (t1, . . . , tn) ∈
[0; T ]n, для яких виконуються спiввiдношен-
ня (35), де t0 ∈ (0; T/(n−1)], є одновимiрною
i має нульову n-вимiрну мiру Лебега.

Для того, щоб оцiнити знизу визначник
(36), оцiнимо знизу кожен з множникiв у
формулi (36). Для кожного k ∈ Zp, k 6= ~0,
через Hjq(k), n ≥ j > q ≥ 1, позначимо мно-
жину

Hj,q(k) = {t0 ∈ (0; T/(n− 1)] :

| sin(ξj,q(k)t0)| < |k|−γ}, γ > p,

де ξj,q(k) = (σj(k) − σq(k))|k|/2. Множиною
розв’язкiв тригонометричної нерiвностi

| sin(ξj,q(k)t0)| < |k|−γ, k 6= ~0, γ > p,

є об’єднання
⋃

l∈Z Ik,l iнтервалiв Ik,l, де

Ik,l =

(− arcsin |k|−γ + πl

|ξj,q(k)| ;
arcsin |k|−γ + πl

|ξj,q(k)|
)

.

Якщо точка t0 одночасно належить до мно-
жини Hj,q(k) та деякому iнтервалу Ik,l, то
виконується нерiвнiсть π|l| ≤ |ξj,q(k)t0|+π/2,
з якої, на пiдставi оцiнок (18), випливає,
що |l| ≤ C16|k|. Таким чином, виконується
включення

Hj,q(k) ⊂
⋃

|l|≤C16|k|
Ik,l, k 6= ~0.

Оскiльки довжина кожного iнтервала Ik,l

дорiвнює 2 arcsin |k|−γ/|ξj,q(k)|, то з отрима-
ного включення, оцiнок (15) та елементарної
нерiвностi

∀x ∈ [0; 1] arcsin x ≤ πx/2,

випливає, що для мiри множини Hj,q(k) ви-
конується оцiнка

µ1Hj,q(k) ≤
∑

|l|≤C16|k|
µ1Ik,l ≤ C17|k|−γ.

Отже, при γ > p кожен ряд
∑

|k|>0 µ1Hj,q(k),
n ≥ j > q ≥ 1, є збiжним. Тому для май-
же всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел
t0 ∈ (0; T/(n− 1)] нерiвнiсть (8) виконується
для визначника (36) для всiх (крiм, можли-
во, скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp,
якщо ω > pn(n− 1)/2.

4. Оцiнки для визначника Γ(k).
Теорема 2. Нехай ∆(k) 6= 0 для всiх

k ∈ Zp i нехай iснує стала C20 > 0 така,
що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) ве-
кторiв k ∈ Zp виконується нерiвнiсть

|An(ik)| ≥ C18|k|n. (37)

Тодi для майже всiх (стосовно мiри Лебе-
га в Rm) векторiв ~τ = (τ1, . . . , τm) ∈ [0; T ]m

оцiнка (9) виконується для всiх (крiм скiн-
ченної кiлькостi) k ∈ Zp, якщо η > pmn.

Доведення. Для кожного k ∈ Zp\{~0} за-
провадимо такi множини:

E(k) = {~τ ∈ [0; T ]m : |Γ(k)| < |k|−η}.
З огляду на лему 1 для доведення теореми
досить перевiрити, що ряд

∑
|k|>0 µmE(k) є

збiжним, якщо η > mnp.
Розглянемо такi величини: Υ0(k) = Γ(k),

Υj(k) = Aj
n(ik)−

m∑
r=j+1

Aj
n(ik)Br(ik)Ik(τr)−

−Aj−1
n (ik)

j∑
r=1

Br(ik), j = 1,m− 1, (38)

Υm(k) = Am
n (ik)−

m∑
j=1

Am−1
n (ik)Bj(ik).

Легко перевiрити, що E(k) ⊂ ⋃m+1
j=1 Ej(k),

де Em+1 = {~τ ∈ [0; T ]m : |Υm(k)| ≤ ηm(k)},
Ej(k) = {~τ ∈ [0; T ]m : |Υj−1(k)| ≤ ηj−1(k),

|Υj(k)| > ηj(k)}, j = 1,m,

а ηj(k) = |k|mn−(m−j)n(p+1)−εj , εj > 0, j =
0,m, ε0 > ε1 > . . . > εm > 0.

Тому збiжнiсть ряду
∑

|k|>0 µmE(k) є на-
слiдком збiжностi усiх рядiв

∑
|k|>0 µmEj(k),

j = 1,m + 1.
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Оскiльки степенi усiх многочленiв Bj(ξ)
є меншими вiд n, то iснує таке K1 ∈ N, що
для |k| > K1 виконується оцiнка

|Υm(k)| = |Am
0 (k)|×

×
∣∣∣∣∣

m∑
j=1

Bj(k)/A0(k)− 1

∣∣∣∣∣ ≥
|A0(k)|m

2
. (39)

Тодi з нерiвностей (37), (39) отримуємо, що
для всiх k ∈ Zp, |k| > K1, виконується оцiнка

|Υm(k)| ≥ C19|k|mn/2. (40)

З оцiнки (40) випливає, що Em+1(k) = ∅ для
всiх k ∈ Zp, |k| > max{K1, K2}, де K2 =
(2/C18)

1/εm . Тому µmEm+1(k) = 0, якщо |k| >
max{K1, K2}, а отже, ряд

∑
|k|>0 µmEm+1(k)

є збiжним.
Для кожного j, j = 1,m, позначимо:

~τj = (τ1, . . . , τj−1, τj+1, . . . , τm),

Ej(k, ~τj) = {τj ∈ [0; T ] : ~τ ∈ Ej(k)}.
Iз основної властивостi функцiї Ґрiна [1]

випливає, що виконуються рiвностi

L (∂/∂τj, k) Υj−1(k) = Υj(k), k ∈ Zp, (41)

де j = 1,m. Якщо ~τ ∈ Ej(k), j = 1,m, то з
формул (41) випливає, що

|L (∂/∂τj, k) Υj−1(k)| ≥ ηj(k), k ∈ Zp, (42)

де j = 1,m. Для оцiнки зверху мiри множи-
ни Ej(k, ~τj) застосуємо лему 3. Отримаємо

µ1Ej(k, ~τj) ≤ C20|k| (ηj−1(k)/ηj(k))1/n ≤
≤ C20|k|−p−ξj , j = 1,m, k ∈ Zp,

де ξj = (εj−1 − εj)/n > 0, j = 1,m. Тодi за
теоремою Фубiнi

µmEj(k) ≤ C20T
m−1|k|−p−ξj , j = 1,m. (43)

Iз нерiвностей (43) отримуємо збiжнiсть ря-
дiв

∑
|k|>0 µmEj(k), j = 1,m, а отже, й ряду∑

|k|>0 µmE(k).
Теорему доведено.
5. Висновки. У роботi встановлено ме-

тричнi оцiнки знизу для малих знаменникiв,
якi виникають при побудовi розв’язку задачi

з багатоточковими умовами для навантаже-
ного строго гiперболiчного рiвняння.

Результати поширено на випадок малих
знаменникiв, що виникають у задачах з ба-
гатоточковими умовами для систем рiвнянь
iз частинними похiдними.
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