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КРАЙОВА ЗАДАЧА З НЕРIВНОСТЯМИ ДЛЯ ЕЛIПТИЧНИХ РIВНЯНЬ
З ВИРОДЖЕННЯМ

За допомогою принципа максимума i апрiорних оцiнок вивчається крайова задача з
нерiвностями для елiптичного рiвняння другого порядку зi степеневими особливостями у
коефiцiєнтах довiльного порядку. В гельдерових просторах зi степеневою вагою доведено
iснування i єдинiсть розв’язку поставленої задачi.

Using the maximum principle and a priori estimates we study a boundary value problem
with inequalities for a second order elliptic equation with power singularities in the coefficients
of an arbitrary order. We establish the existence and the uniqueness of the solution of the stated
problem in Hölder spaces with a power weight.

Математичне моделювання багатьох за-
дач механiки, фiзики i теорiї керувань при-
водить до вивчення систем нерiвностей iз
частинними похiдними [1, 2]. Рiвняння з ви-
родженнями за просторовими змiнними опи-
сують рiзнi процеси. У рiвняннi Шредiнге-
ра, яке описує стан кванто-механiчної си-
стеми, коефiцiєнти визначають потенцiаль-
ну енергiю i мають степеневi особливостi
при молодших похiдних [3]. Рiвняннями iз
сингулярним оператором Бесселя у тiлах iз
симетрiєю моделюються дифузiйнi процеси,
радiальнi коливання, тепло-масообмiн при
вирощуваннi монокристалiв [4]. Вивченню
розв’язкiв нелокальної крайової задачi для
систем двох елiптичних рiвнянь з особли-
востями присвячено працю [5]. Дослiджен-
ня питань iснування i якiсних властивостей
розв’язкiв елiптичних рiвнянь з вироджен-
нями i особливостями приведенi у працях
[6–10].

У цiй статтi вивчається крайова задача з
нерiвностями для елiптичного рiвняння дру-
гого порядку зi степеневими особливостя-
ми у коефiцiєнтах на координатних площи-
нах довiльного порядку. Доведено єдинiсть,
iснування розв’язку поставленої задачi та
встановленi оцiнки розв’язку i його похiдних
у гельдерових просторах зi степеневою ва-
гою.

Постановка задачi та основнi обме-
ження. Нехай (x1, . . . , xn) – координати то-

чки P (x) ∈ Rn, Ωj = {x, x ∈ Rn, xj = 0},
D – обмежена область простору Rn з межею
∂D така, що ∂D ∩ Ωj 6= ∅, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Розглянемо в областi D задачу знаходження
функцiї u(x), яка задовольняє рiвняння

(Lu)(x) =
[ n∑

ij=1

Aij(x)∂xi
∂xj

+
n∑

i=1

Ai(x)∂xi
+

+A0(x)
]
u(x) = f(x) (1)

i крайовi умови

lim
x→z∈∂D

(Bu− g)(x) = lim
x→z∈∂D

[ n∑
i=1

bi(x)∂xi
u+

+b0(x)u− g(x)
]
≥ 0,

lim
x→z∈∂D

u(x) ≥ 0, lim
x→z∈∂D

[(Bu− g)u](x) = 0.

(2)
Порядок особливостей коефiцiєнтiв ди-

ференцiальних виразiв L i B будуть характе-
ризувати функцiї s(ai, xi): s(ai, xi) = |xi|ai

при |xi| ≤ 1; s(ai, xi) = 1 при |xi| ≥ 1;
S(a, P ) = min{s(a, x1), . . . , s(a, xn)}, a, a1,
. . . , an – довiльнi фiксованi дiйснi числа.

Нехай D = D ∪ ∂D, P1(x
(1)
1 , . . . , x

(1)
n ),

P
(2)
i (x

(1)
1 , . . . , x

(1)
i−1, x

(2)
i , x

(1)
i+1, . . . , x

(1)
n ) – до-

вiльнi точки з D, l – додатне фiксоване
дiйсне число. Визначимо функцiональнi
простори, в яких буде вивчатися задача (1),
(2).
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C l(γ; β; a; D) – множина функцiй u, якi
мають неперервнi частиннi похiднi в D ви-
гляду ∂k

xu(P ), |k| ≤ [l], для яких скiнченна
норма

‖u; γ; β; 0; D‖0 = sup
D

|u| ≡ ‖u; D‖0,

‖u; γ; β; a; D‖l =

[l]∑

|k|=0

‖u; γ; β; a; D‖|k|+

+〈u; γ; β; a; D〉l ≡

≡
[l]∑

|k|=0

sup
P∈D

S(|k|γ + a; P )
n∏

m=1

s(−kmβm, xm)×

×|∂k
xu(P )|+

∑

|k|=[l]

n∑
i=1

sup
(P1,P

(2)
i )⊂D

S(lγ + a, P̃ )×

×s(−{l}βi, x̃i)
n∏

m=1

s(−kmβm, x̃m)×

×|x(1)
i − x

(2)
i |−{l}|∂k

xu(P1)− ∂k
xu(P

(2)
i )|,

γ, βi – фiксованi дiйснi числа, γ ≥ 0,
βi ∈ (−∞,∞), |k| = k1 + · · · + kn,
s(a, x̃i) = min{s(a, x

(1)
i ), s(a, x

(2)
i )}, S(a, P̃ ) =

min{S(a, P1), S(a, P
(2)
i )}.

Щодо задачi (1), (2) вважаємо виконани-
ми умови:

а) для довiльного вектора ξ = (ξ1, . . . , ξn)
виконується нерiвнiсть

π1|ξ|2 ≤
n∑

ij=1

s(βi, xi)s(βj, xj)Aij(x)ξiξj ≤ π2|ξ|2,

π1, π2 – додатнi фiксованi сталi i
s(βi, xi)s(βj, xj)Aij ∈ Cα(γ; β; 0; D),
s(µi, xi)Ai ∈ Cα(γ; β; 0; D), S(µ0, P )A0(P ) ∈
Cα(γ; β; 0; D), A0(x) < 0 для x ∈ D,
f ∈ Cα(γ; β; µ0; D), µ0 ≥ 0, µi ≥ 0, межа
∂D ∈ C2+α, α ∈ (0, 1);

б) вектори
−→
b (s) = {b(s)

1 , . . . , b
(s)
n },

b
(s)
j = s(βj, xj)bj(x) i −→e = {e1, . . . , en},

ej =
[ n∑

i=1

b2
i (x)

]−1/2

bj утворюють з

напрямком зовнiшньої нормалi −→n до
∂D в точцi P (x) ∈ ∂D кут мен-
ший

π

2
, s(βj, xj)bj ∈ C1+α(γ; β; 0; D),

S(δ, P )b0(P ) ∈ C1+α(γ; β; δ; D), b0(x) > 0,
δ ≥ 0, g ∈ C1+α(γ; β; δ; D), γ =

max
{

max
i

(1 + βi), max
i

(µi − βi),
µ0

2
, δ

}
.

Теорема 1. Нехай для задачi (1), (2)
виконанi умови а), б). Тодi iснує єди-
ний розв’язок задачi (1), (2) iз простору
C2+α(γ, β; 0; D) i справджується оцiнка

‖u; γ; β; 0; D‖2+α ≤ c
(
‖f ; γ; β; µ0; D‖α+

+‖g; γ; β; δ; D‖1+α

)
. (3)

Доведення цього твердження наведемо
пiзнiше.

Для дослiдження задачi (1), (2) встанови-
мо спочатку коректну розв’язнiсть послiдов-
ностi допомiжних крайових задач з гладки-
ми коефiцiєнтами, граничними значеннями
послiдовностi розв’язкiв яких буде розв’язок
задачi (1), (2).

Оцiнка розв’язкiв крайових задач з
гладкими коефiцiєнтами. Нехай Dm =

D ∩ {x ∈ D
∣∣∣ s(1, xi) ≥ m−1}, m > 1, – по-

слiдовнiсть областей, яка при m →∞ збiга-
ється до D. Розглянемо в областi D задачу
знаходження розв’язку рiвняння

(L1um)(x) ≡
[ n∑

ij=1

aij(x)∂xi
∂xj

+

+
n∑

i=1

ai(x)∂xi
+ a0(x)

]
um(x) = fm(x), (4)

який задовольняє на межi ∂D крайовi умови

(B1um − gm)(x)|∂D ≡
[ n∑

i=1

hi(x)∂xi
um+

+h0(x)um − gm(x)
]∣∣∣∣∣

∂D

≥ 0,

um

∣∣∣
∂D
≥ 0, [um(B1um − gm)]

∣∣∣
∂D

= 0. (5)

Тут коефiцiєнти aij, ai, a0, hi, h0 i функцiї
fm, gm при x ∈ Dm спiвпадають з Aij, Ai, A0,
bi, b0 i f , g вiдповiдно, а при x ∈ D \ Dm є
неперервним продовженням зi збереженням
норм i гладкостi [11, стор. 82].
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Сформулюємо принцип максимуму для
розв’язкiв задачi (4), (5). Правильною є така
теорема.

Теорема 2. Якщо um – класичний
розв’язок задачi (4), (5) в областi D i вико-
нанi умови а), б), то для um(x) правильна
нерiвнiсть

|um| ≤ max{‖fma−1
0 ; D‖0, ‖h−1

0 gm; D‖0}. (6)

Доведення. Нехай max
D

um(x) = um(P0).

Якщо P0 ∈ D, то в точцi P0 виконуються
спiввiдношення

∂xi
um(P0) = 0,

n∑
ij=1

aij(P0)∂xi
∂xj

um(P0) ≤ 0

(7)
i задовольняється рiвняння (4). З урахуван-
ням (7) i рiвняння (4) в точцi P0 правильна
нерiвнiсть

um(P0) ≤ ‖fma−1
m ; D‖0. (8)

Нехай min um(x) = um(P1). Якщо P1 ∈ D,
то в точцi P1 виконуються спiввiдношення

∂xi
um(P1) = 0,

n∑
ij=1

aij(P1)∂xi
∂xj

um(P1) ≥ 0

(9)
i задовольняється рiвняння (4). З урахуван-
ням (9) i рiвняння (4) в точцi P1 маємо

um(P1) ≥ inf
D

(fma−1
0 ). (10)

Якщо P0 ∈ ∂D, то виконуються умови
(5). Можливi два випадки: um(P0) = 0 або
(B1um − gm)(P0) = 0. В другому випадку

маємо
dum(P0)

d−→e ≥ 0 (вектор −→e задовольняє
умову б)), тому з рiвностi B1um(P0) = gm(P0)
маємо

um(P0) ≤ h−1
0 (P0)gm(P0). (11)

Якщо P1 ∈ ∂D, то
dum(P1)

d−→e ≤ 0. Враховуючи
крайову умову (B1um(P1)− gm(P1))um(P1) =
0, маємо

um(P1) ≥ h−1
0 (P1)gm(P1). (12)

Враховуючи нерiвностi (8), (10), (11),
(12), для класичного розв’язку задачi (4),
(5) одержуємо нерiвнiсть (6).

Знайдемо оцiнки похiдних розв’яз-
кiв um(x). Введемо в просторi C l(D)
норму ‖um; γ; β; a; D‖l, еквiвалентну
при кожному фiксованому m гельде-
ревiй нормi, яка визначається так са-
мо, як i ‖u; γ; β; a; D‖l, тiльки замiсть
функцiй s(ai, xi) беремо вiдповiдно:
d(ai, xi) = max(s(ai, xi),m

−ai), якщо ai ≥ 0 i
d(ai, xi) = min(s(ai, xi),m

−ai), якщо ai < 0;
ρ(a; P ) = max{S(a, P ), max

i
m−ai}, якщо

ai ≥ 0 i ρ(a; P ) = min{S(a, P ), min
i

m−ai},
якщо ai < 0.

Теорема 3. Нехай виконанi умови те-
ореми 1. Тодi для розв’язку задачi (4), (5)
справджується оцiнка

‖um; γ; β; 0; D‖2+α ≤ c(‖f ; γ; β; µ0; D‖α+

+‖g; γ; β; δ; D‖1+α). (13)

Доведення. Використовуючи означення
норми та iнтерполяцiйнi нерiвностi iз [12],
маємо

‖um; γ; β; 0; D‖2+α ≤
≤ (1 + εα)〈um; γ; β; 0; D〉2+α + c(ε)‖um; D‖0,

де ε – довiльне дiйсне число iз (0; 1). Тому
досить оцiнити пiвнорму 〈um; γ; β; 0; D〉2+α.
Iз визначення пiвнорми випливає iснування
в D точок P1 та P

(2)
i , для яких правильна

нерiвнiсть

1

2
‖um; γ; β; 0; D‖2+α ≤ E(um), (14)

E(um) ≡
∑

|k|=2

n∑
i=1

ρ((2 + α)γ; P̃ )d(−αβi; x̃i)×

×
n∏

m=1

d(−kmβm; x̃m)|x(1)
i − x

(2)
i |−α×

×|∂k
xum(P1)− ∂k

xum(P
(2)
i )|.

Нехай |x(1)
i − x

(2)
i | ≤ 4−1n−1τd(γ − βi, x̃) ≡

T , τ ∈ (0, 1). Вважатимемо, що d(γ, x̃) ≡
d(γ, x(1)). Розглянемо випадок |x(1)

j − yj| ≤
4T , y ∈ ∂D, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Вважатимемо
для простоти, що j = n.
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Позначимо через KR(P ) кулю радiуса
R ≥ 4nT , яка мiстить точки P1 i P

(2)
i з цен-

тром в точцi P ∈ ∂D. Враховуючи обме-
ження на гладкiсть межi ∂D, можна роз-
прямити ∂D ∩KR(P ) за допомогою взаємно
однозначного перетворення x = ψ(t) ([11],
стор. 126). В результатi такого перетворен-
ня область D ∩KR(P ) переходить в область
Q, для точок якої tn ≥ 0.

Вважатимемо, що um(x), P1, P
(2)
i , E,

ρ(a; P1), d(γ, x
(1)
i ), T при цьому перетворен-

нi переходять вiдповiдно в vm(t), H1, H
(2)
i ,

E1, ρ1(a, H1), d1(γ, t
(1)
i ), T1. Позначимо кое-

фiцiєнти виразiв L1 i B1 в областi Q через
rij(t), ri(t), r0(t), li(t), l0(t). Тодi vm(t) буде
розв’язком такої задачi
[

n∑
ij=1

rij(H1)∂ti∂tj − λ

]
vm(t) =

n∑
ij=1

[rij(H1)−

−rij(t)]∂ti∂tjvm −
n∑

i=1

ri(t)∂tivm−

−(r0(t) + λ)vm + fm(ψ(t)) ≡ Fm(t), (15)

B1vm|tn=0 ≡
n∑

i=1

li(H1)∂tivm|tn=0 ≥

≥
[ n∑

i=1

(li(H1)− li(t))∂tivm−

−l0(t)vm + gm(ψ(t))
]∣∣∣∣∣

tn=0

≡ G1(t)|tn=0, (16)

vm|tn=0 ≥ 0, [vm(B1vm −G1)]
∣∣∣
tn=0

= 0,

λ – довiльне число, яке задовольняє нерiв-
нiсть sup

D

A0(x) + λ ≤ 0.

В задачi (15), (16) зробимо замiну vm(t) =
ωm(z), zi = d1(βi, t

(1))ti, i ∈ {1, . . . , n}.
Область визначення ωm(z) позначимо через
Q1. Тодi ωm(z) буде розв’язком задачi

(L2ωm)(z) ≡
[

n∑
ij=1

d1(βi, t
(1)
i )d1(βj, t

(1)
j )×

×rij(H1)∂zi
∂zj

− λ

]
ωm = Fm(z̃),

(B2ωm)(z)|zn=0 ≡
n∑

j=1

d1(βj, t
(1)
j )lj(H1)×

×∂zj
ωm|zn=0 ≥ G1(z̃)|zn=0,

ωm|zn=0 ≥ 0, [ωm(B2ωm −G1)]
∣∣∣
zn=0

= 0,

де z̃ = (d−1
1 (β1, t

(1)
1 )z1, . . . , d

−1
1 (βn, t

(n)
1 )zn).

Позначимо через Πq = {z, z ∈ Q1

∣∣∣ |zi −
z

(1)
i | ≤ n−1qd1(γ, t

(1)
i ), z

(1)
i = d1(βi, t

(1)
i )t

(1)
i ,

zn ≥ 0, q ∈ (0, 1)} i вiзьмемо тричi дифе-
ренцiйовну функцiю η(z), яка задовольняє
умови

η(z) =





1, z ∈ Π1/2, 0 ≤ η(z) ≤ 1;
0, z 6∈ Π3/4, |∂zi

∂zj
∂zk

η(z)| ≤
≤ cd−1

1 (γ, t
(1)
i )d−1

1 (γ, t
(1)
j )×

×d−1
1 (γ, t

(1)
k ).

Тодi функцiя Wm(z) = ωm(z)η(z) буде
розв’язком крайової задачi

(L2Wm)(z) =
n∑

ij=1

rij(H1)d1(β
(1)
i , t

(1)
i )d1(β

(1)
j , t

(1)
j )×

×[∂zi
ωm∂zj

η + ∂zi
η∂zj

ωm]+

+ωm

[ n∑
ij=1

rij(H1)d1(βi, t
(1)
i )d1(βj, t

(1)
j )∂zi

∂zj
η
]
+

+η(z)Fm(z̃) ≡ Φm(z) + ηFm(z̃), (17)

(B2Wm)(z)|zn=0 ≥
[ n∑

i=1

d1(βi, t
(1)
i )li(H1)ωm∂zi

η+

+ηG1

]∣∣∣∣∣
zn=0

≡ [G2 + ηG1]
∣∣∣
zn=0

, (18)

Wm|zn=0 ≥ 0,
[
Wm(B2Wm−G2−ηG1)

]∣∣∣∣∣
zn=0

= 0.

Можливi два випадки: iснують такi то-
чки межi Q1 ∩ {zn = 0}, в яких виконується
умова

[B2Wm −G2 − ηG1]|zn=0 = 0, (19)

або таких точок не iснує, тобто [B2Wm−G2−
ηG1]|zn=0 > 0. Тодi з крайової умови (18) ма-
ємо

Wm|zn=0 = 0. (20)
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У першому випадку дослiджуємо задачу
(17), (19). На пiдставi теореми 2.17 ([8], стор.
231) для розв’язку задачi (17), (19) i довiль-
них точок M1, M2 ∈ Π1/2 правильна нерiв-
нiсть

|ξ(1) − ξ(2)|−α|∂2
ξ ωm(M1)− ∂2

ξωm(M2)| ≤
≤ c(‖Φm + ηFm‖Cα(Π3/4))+ (21)

+‖G2 + ηG)1‖C1+α(Π3/4).

Враховуючи властивостi функцiї η(z),
знаходимо

‖Φm + ηFm‖Cα(Π3/4) ≤ cρ1(−(2 + α)γ; H1)×

×(‖Fm; γ; 0; 2γ; Π3/4‖α+

+‖ωm; γ; 0; 0; Π3/4‖2 + ‖ωm; Π3/4‖0), (22)

‖G2 + ηG1‖C1+α(Π3/4) ≤ cρ1(−(2 + α)γ; H1)×
×(‖G1; γ; 0; γ; Π3/4‖1+α+

+‖ωm; γ; 0; 0; Π3/4‖2 + ‖ωm; Π3/4‖0). (23)

Пiдставляючи (22), (23) у (21) i поверта-
ючись до змiнних t, одержимо нерiвнiсть

E(vm) ≤ c(‖Fm; γ; β; 2γ; Q‖α+

+‖G1; γ; β; γ; Q‖1+α+

+‖vm; γ; β; 0; Q‖2 + ‖vm; Q‖0).

Враховуючи iнтерполяцiйнi нерiвностi,
оцiнки пiвнорм кожного доданка виразiв Fm

i G1 i повертаючись до змiнних x, одержимо

E(um) ≤ [εα(n+2)+τ 2n2]‖um; γ; β; 0; D‖2+α+

+c‖um; D‖0 + c1(‖fm; γ; β; 2γ; D‖α+ (24)

+‖gm; γ; β; γ; D‖1+α).

Якщо виконується умова (20), то дослi-
джуємо задачу (17), (20). Повторюючи мiр-
кування, наведенi при знаходженнi оцiнки
розв’язку задачi (17), (19) i використову-
ючи при цьому теорему 2.17 iз ([8], стор.
231),одержимо нерiвнiсть

E(um) ≤ [εα(n+2)+τ 2n2]‖um; γ; β; 0; D‖2+α+

+c‖um; D‖0 + c1‖fm; γ; β; 2γ; D‖α. (25)

Нехай |x(1)
j − yj| ≥ 4T . Тодi запишемо за-

дачу (5), (6) у виглядi

(L3um)(x) ≡
[

n∑
ij=1

aij(P1)∂xi
∂xj

− λ

]
um =

=
n∑

i=1

[aij(P1)− aij(x)]∂xi
∂xj

um−

−
n∑

ij=1

ai(x)∂xi
um − (am(x) + λ)um + fm(x) ≡

(26)
≡ Φ(x, um) + fm(x),

(B3um)(x)|∂D ≡
n∑

i=1

hi(P1)∂xi
um|∂D ≥

≥
[ n∑

i=1

(hi(P1)− hi(x))∂xi
um + gm(x)−

−h0(x)um

]∣∣∣∣∣
∂D

≡ [G3(x, um) + gm]
∣∣∣
∂D

, (27)

um|∂D ≥ 0, [um(B3um −G3 − gm)]
∣∣∣
∂D

= 0.

В задачi (26), (27) зробимо замiну
um(x) = v

(1)
m (z), zi = d(βi, x

(1)
i )xi, одержимо

(L4v
(1)
m )(z) ≡

[ n∑
ij=1

d(βi, x
(1)
i )d(βj, x

(1)
j )×

×aij(P1)∂zi
∂zj

− λ
]
v(1)

m = Φ(z̃, v(1)
m ) + fm(z̃),

(B4v
(1)
m )(z)

∣∣∣
∂D
≡

≡
n∑

i=1

d(βi, x
(1))hi(P1)∂xi

v(1)
m

∣∣∣
∂D
≥

≥ [G3(z̃, v
(1)
m ) + gm(z̃)]

∣∣∣
∂D

,

v(1)
m |∂D, [v(1)

m (B4v
(1)
m −G3 − gm)]

∣∣∣
∂D

= 0,

де z̃ = (d(−β1, x
(1)
1 )z1, . . . , d(−βn, x

(1)
n )zn).

Позначимо через z
(1)
i = d(βi; x

(1)
1 )x

(1)
i ,

Π
(1)
q =

{
z, |zi − z

(1)
i | ≤ qn−1d(γ; x

(1)
i ), i ∈
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{1, 2, . . . , n}
}

i вiзьмемо тричi диференцi-
йовну функцiю η1(z), яка задовольняє умо-
ви:

η1(z) =





1, z ∈ Π
(1)
1/2, 0 ≤ η1(z) ≤ 1;

0, z 6∈ Π
(1)
3/4, |∂zi

∂zj
∂zk

η(1)(z)| ≤
≤ cd(−βi, x

(1)
i )d(−βj, x

(1)
j )×

×d(−βk, x
(1)
k ).

Тодi функцiя Vm(z) = v
(1)
m (z)η1(z) задо-

вольняє крайову задачу

(L4Vm)(z) =
n∑

ij=1

d(βi, x
(1)
i )d(βj, x

(1)
j )aij(P1)×

×[∂zi
v(1)

m ∂zj
η1 + ∂zj

v(1)
m ∂zi

η1]+

+v(1)
m

[ n∑
ij=1

d(βi, x
(1)
i )d(βj, x

(1)
j )aij(P1)∂zi

∂zj
η1

]
+

+ηΦ(x̃, v(1)
m ) + ηfm(z̃), (28)

Vm|∂D = 0. (29)

Повторюючи мiркування, наведенi при
знаходженнi оцiнки розв’язку задачi (17),
(19) i використовуючи при цьому теорему
2.17 iз ([8], стор. 231), одержимо нерiвнiсть
(25).

Якщо |x(1)
i −x

(2)
i | ≥ T , то використовуючи

iнтерполяцiйнi нерiвностi, маємо

E(um) ≤ εα‖um; γ; β; 0; D‖2+α +c(ε)‖um; D‖0.
(30)

Скориставшись нерiвностями (6), (14), (24),
(25), (30) i вибравши ε i τ досить малими,
одержимо оцiнку (13).

Доведення теореми 1. Права частина
нерiвностi (13) не залежить вiд m, тодi
послiдовностi {W (0)

m } ≡ {um}, {W (1)
m } ≡

{ρ(γ, P )d(−βi, xi)∂xi
um(P )}, {W (2)

m } ≡
{ρ(2γ; P )d(−βi, xi)d(−βj, xj)∂xi

∂xj
um(P )}

рiвномiрно обмеженi i рiвностайно непе-
рервнi в областi D. За теоремою Арчела
iснують пiдпослiдовностi {W (ν)

mk }, рiвномiрно
збiжнi в D до W (ν), ν ∈ {0, 1, 2}.

Переходячи до границi при mk → ∞ в
задачi (4), (5), одержимо, що u(x) = W (0)

– єдиний розв’язок задачi (1), (2), u ∈
C2+α(γ; β; 0; D).
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