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РЕГУЛЯРНО МОНОТОННI МАЖОРАНТИ В ТЕОРЕМI
ГАРДI-ЛIТТЛВУДА

В роботi одержано умови на мажоранту, за яких класична теорема Гардi-Лiттлвуда для
аналiтичних в крузi функцiй справедлива для похiдних довiльного фiксованого порядку.
Одержанi результати узагальнюють деякi результати С.А.Нольдера i Д.М.Оберлiна.

In this paper conditions on the majorant are obtained such that the classical Hardy–Littlewood
theorem for analytic functions on the disk is valid for derivatives of an arbitrary fixed order. The
obtained results generalize some results of S.A.Nolder and D.M.Oberlin.

Нехай D — одиничний круг комплексної
площини C.

Означення 1 ([1]). Зростаючу диференцi-
йовну функцiю λ :[0,∞)→[0,∞), λ(0)=0, бу-
демо називати мажорантою, якщо λ′(t) спа-
дає.

Означення 2 ([1]). Нехай λ(t) — мажоран-
та. Будемо говорити, що функцiя f : D→ C
належить класовi Lipλ(D), якщо iснує скiн-
ченна константа M така, що

|f (z1)− f (z2) | ≤ Mλ (|z1 − z2|)
для всiх z1, z2 ∈ D.

Позначимо через ‖f‖λ iнфiмум всiх таких
M . Вiдмiтимо, що, коли λ(t) = tα, 0 < α ≤1,
то клас Lipλ(D) є вiдомим класом Лiпшиця.
Iншi означення мажорант наведено в [2-4].

В прийнятих позначеннях класична тео-
рема Гардi–Лiттлвуда стверджує, що коли
f аналiтична в D, λ(t) = tα, 0 < α ≤ 1, i
f ∈ Lipλ(D), то iснує така константа A , що

|f ′ (z) | ≤ Aλ′ (1− |z |) (1)

для всiх z ∈ D; константа A залежить тiльки
вiд α i ‖f‖λ [5, c. 397].

В роботi [1] знайдемо таку характеристи-
ку мажорант, для якої має мiсце теорема
Гардi–Лiттлвуда.
Теорема (C. Nolder, D.Oberlin). Нехай
λ(t) — мажоранта. Тодi наступнi твер-
дження еквiвалентнi :
1) якщо f аналiтична в D i f ∈ Lipλ(D), то
iснує константа A, яка залежить тiльки

вiд λ i ‖f‖λ, така, що нерiвнiсть (1) спра-
ведлива для всiх z ∈ D;

2)

lim sup
t→0+

λ (t)

t|λ′ (t)| < ∞.

Постає задача : за яких умов на мажо-
ранту вiдповiдний результат [1] буде справе-
дливий для похiдних вищих порядкiв фун-
кцiї f? Ми одержуємо вiдповiдь на це пита-
ння введенням поняття регулярно монотон-
ної мажоранти, яке є узагальненням понят-
тя мажоранти.

Означення 3 ([6]). Дiйсна функцiя нази-
вається регулярно монотонною на деякому
промiжку, якщо на цьому промiжку вона та
всi її похiднi знакосталi.

Означення 4. Мажоранту λ(t) будемо на-
зивати регулярно монотонною в iнтервалi
(0,∞), якщо

∣∣λ(k) (t)
∣∣ спадає при t>0 i k=1,

2, . . . .
Теорема 1. Якщо функцiя f(z) аналiти-

чна в D, а λ(t) – регулярно монотонна ма-
жоранта в iнтервалi (0,∞) i f ∈ Lipλ(D),
то для того, щоб для всiх z ∈ D виконува-
лась нерiвнiсть

∣∣f (k) (z)
∣∣ ≤ A

∣∣λ(k) (1− |z|)
∣∣, (2)

де A > 0 — константа, залежна тiльки вiд
λ i ‖f‖λ, необхiдно i достатньо, щоб

lim sup
t→0+

λ (t)

tk|λ (k) (t)| < ∞, k = 1, 2, ... (3)
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Доведення. Доведемо спочатку доста-
тнiсть. Якщо виконується спiввiдношення
(3), то iснують додатнi константи t0 i C0, та-
кi, що

λ (t) t−k ≤ C0

∣∣λ (k) (t)
∣∣ (4)

для t ∈ (0, t0]. Нерiвнiсть (4) справе-
длива й для всiх t ∈ (0; 1], якщо кон-
станту C0 замiнити на константу C1 =

max{C0, λ (t0) t−k
0

∣∣ λ(k) (1)
∣∣−1}. Зафiксуємо

z ∈ D i виберемо 0 < R < 1 − |z|. Оскiльки
f ∈ Lipλ(D), то, використовуючи iнтеграль-
ну формулу Кошi й умову (4), маємо

∣∣f (k) (z)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
k!

2 π i

∫

|z−ζ|=R

f (ζ)

(ζ − z)k+1
dζ

∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣
k!

2 π i

2π∫

0

f
(
z + Reiθ

)− f (z)

Rk+1e(k+1) iθ
Reiθidθ

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ k!

2π

2π∫

0

∣∣f (
z + Reiθ

)− f (z)
∣∣

Rk
dθ ≤

≤ k! ‖f‖λλ (R) R−k ≤ C1 k! ‖f‖λ

∣∣λ (k) (R)
∣∣.

Пiсля переходу в останнiй нерiвностi до
границi при R → 1− |z| одержуємо (2).

Доведемо тепер необхiднiсть, мiркуючи
методом вiд супротивного. Для цього при-
пустимо, що спiввiдношення (3) не вiрне i
покажемо, що iснує така аналiтична фун-
кцiя f ∈ Lipλ(D), для якої не виконується
(2). З метою спрощення викладу доведення
проведемо для випадку k = 2.

Оскiльки, за припущенням,

lim sup
t→0+

λ (t)

t2|λ′′ (t)| = +∞,

то iснує така монотонно спадна послiдов-
нiсть значень {tj}∞j=1 аргументу t ∈ (0, 1],
для якої

λ (tj)

t2j |λ′′ (tj)|
≥ 23j, j = 1, 2, .... (5)

Визначимо аналiтичну в D функцiю f(z),
поклавши

f (z) =
∞∑

j=1

ajz
nj , (6)

де aj = 2−jλ (tj), nj — цiла частина дода-
тного числа t−1

j .
Легко перевiрити, що круг збiжностi цьо-

го ряду одиничний.
Покажемо, що таким чином побудова-

на функцiя f належить до класу Lipλ(D).
Оскiльки справедлива оцiнка

∣∣zl
1 − zl

2

∣∣ =

= |z1 − z2| ·
∣∣zl−1

1 + zl−2
1 z2 + ... + zl−1

2

∣∣ ≤
≤ l |z1 − z2|,

то ∣∣zl
1 − zl

2

∣∣ ≤ min {2, l |z1 − z2|} (7)

для l = 1, 2, ... i довiльних z1, z2 ∈ D. По-
кладаючи t = |z1 − z2| i використовуючи (7),
одержуємо оцiнку

sup
z1,z2∈D

∣∣zl
1 − zl

2

∣∣
λ (|z1 − z2|) ≤

≤ max

{
sup

0<t< 2
l

l t

λ (t)
, sup

2
l
<t≤2

2

λ (t)

}
≤

≤ 2

λ (l−1)
. (8)

Справдi, оскiльки разом з функцiєю λ(t) мо-
нотонно зростаючою буде функцiя ϕ (t) =

t
λ (t)

, то

sup
0<t< 2

l

l t

λ (t)
≤ 2

λ
(

2
l

) ≤ 2

λ
(

1
l

) ;

sup
2
l
<t≤2

2

λ (t)
≤ 2

λ
(

2
l

) ≤ 2

λ
(

1
l

) .

Враховуючи (6), (8) i прийнятi позначен-
ня, маємо

sup
z1, z2∈D

|f (z1)− f (z2)|
λ (|z1 − z2|) ≤

≤
∞∑

j=1

aj sup
z1,z2∈D

∣∣znj

1 − z
nj

2

∣∣
λ (|z1 − z2|) ≤
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≤
∞∑

j=1

λ (tj)

2j
· 2

λ
(
n−1

j

) =

=
∞∑

j=1

21−j λ (tj)

λ
(
n−1

j

) ≤ 2,

оскiльки tj ≤ n−1
j , j = 1, 2, . . . Таким чином,

для довiльних z1, z2 ∈ D справджується не-
рiвнiсть |f (z1)− f (z2)| ≤ 2λ (|z1 − z2|).

Цим доведено, що f ∈ Lipλ(D).
Покажемо тепер, що для функцiї (6) спiв-

вiдношення (2) є хибним. Справдi, оскiльки

f ′′ (z) =
∞∑

j=1

ajnj (nj − 1) znj−2,

а супремум на пiдмножинi не перевищує су-
премума на множинi, то маємо

sup
z∈D

|f ′′ (z)|
|λ′′ (1− |z|)| ≥

≥ sup
0<r<1

∞∑
j=1

ajnj (nj − 1) rnj−2

|λ′′ (1− r)| ≥

≥ sup
j

sup
0<r<1

ajnj (nj − 1) rnj−2

|λ′′ (1− r)| .

I оскiльки супремум на множинi не менший
значення функцiї (вiд змiнної r, 0 < r < 1) в
кожнiй точцi цiєї множини, то, покладаючи
1− r = tj, r = 1− tj ≥ 1− n−1

j , одержуємо

sup
z∈D

|f ′′ (z)|
|λ′′ (1− |z|)| ≥

≥ sup
j

ajnj (nj − 1)
(
1− n−1

j

)nj−2

∣∣λ′′ (n−1
j

) ∣∣ =

= sup
j

λ (tj) n3
j

(
1− n−1

j

)nj

2j
∣∣λ′′ (n−1

j

) ∣∣ (nj − 1)
≥

≥ 1

e
sup

j

λ (tj) n2
j

2j
∣∣λ′′ (n−1

j

)∣∣ .

Враховуючи, що якщо nj ≤ t−1
j , то 2nj >

t−1
j , а також умову, що похiднi

∣∣λ(k) (t)
∣∣ мо-

нотонно спадають, маємо

sup
z∈D

|f ′′ (z)|
|λ′′ (1− |z|)| ≥

1

e
sup

j

λ (tj)

2j+2t2j |λ′′ (tj)|
.

З останньої нерiвностi та спiввiдношення
(5) одержуємо

sup
z∈D

|f ′′ (z)|
|λ′′ (1− |z|)| = ∞ ,

що й доводить хибнiсть (2).
У випадку довiльного натурального k те-

орема доводиться аналогiчним чином. За-
значимо лише, що у загальному випадку на
основi припущення про хибнiсть умови (3)
робимо висновок, що iснує така монотонно
спадна послiдовнiсть значень {tj}∞j=1 аргу-
менту t∈(0, 1], для якої

λ (tj)

tkj |λ(k) (tj)| ≥ 2(k+1)j, j = 1, 2, ...

Теорема доведена.
Вiдмiтимо, що при k = 1 теорема 1 дове-

дена в [1].
Зауваження. Прикладом регулярно

монотонної мажоранти, яка не задовольняє
умову (3) є функцiя λ(t) = ln(t + 1).
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