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ОСЛАБЛЕНА НЕПЕРЕРВНIСТЬ ОБЕРНЕНОГО ВIДОБРАЖЕННЯ

Знайдено умови, за яких обернене вiдображення є квазiнеперервним чи псевдоквазiне-
перервним. Встановлено, що властивостi типу Дарбу у прямого вiдображення f : R → R
зберiгаються i для оберненого.

We find conditions under which the inverse mapping is quasicontinuous or pseudoquasiconti-
nuous. It was established that properties of Darboux type of a mapping f : R → R are preserved
for the inverse mapping.

1. Вступ. Добре вiдомо, що для непе-
рервної бiєкцiї f : R → R, обернена фун-
кцiя f−1 також є неперервною. З теореми
Брауера про нерухому точку випливає, що
i у неперервної бiєкцiї f : Rn → Rn фун-
кцiя f−1 автоматично неперервна. Те ж са-
ме твердить класична теорема Банаха про
обернений оператор для лiнiйної неперерв-
ної бiєкцiї банахових просторiв.

Звичайно, не всi властивостi прямого
вiдображення автоматично переносяться на
обернене. Так, З. Ґранде i Т. Натканєц в
[1] навели приклад квазiнеперервної бiєкцiї
f : [0, 1] → [0, 1], для якої обернене вiдобра-
ження f−1 не має властивостi Бера, а отже,
не є клiковим i тим бiльше не є квазiнепе-
рервним. Разом з тим в [1] доведено, що для
квазiнеперервностi вiдображення f−1, обер-
неного до квазiнеперервного вiдображення
f , достатньо, щоб вiдображення f−1 було
ледь неперервним. Крiм того, в [1] було вста-
новлено умови для бiєкцiї f : X → Y , за
яких функцiї f i f−1 є клiковими.

В цiй роботi буде розглянуто деякi осла-
блення неперервностi на предмет наявно-
стi у оберненого вiдображення властивостей
прямого вiдображення. Деякi результати цi-
єї статтi були анонсованi в [2].

2. Основнi поняття. Нехай X i
Y – топологiчнi простори. Вiдображення
f : X → Y :

• квазiнеперервне у точцi x ∈ X [3,4],
якщо для кожного околу V точки
y = f(x) в Y i для кожного околу U то-

чки x в X iснує вiдкрита непорожня
множина G в X, така, що G ⊆ U i
f(G) ⊆ V ;

• псевдоквазiнеперевне [5], якщо для до-
вiльної вiдкритої непорожньої множи-
ни U в X та довiльної множини E в X,
такої, що U ⊆ E iснує вiдкрита непоро-
жня множина G в X, така, що G ⊆ U i
f(G) ⊆ f(E);

• ледь неперервне у точцi x ∈ X [6],
якщо intf−1(V ) 6= ∅ для кожного околу
V точки y = f(x) в Y ;

• майже неперервне у точцi x ∈ X [7],
якщо для будь-якого околу V точки
y = f(x) в Y iснує множина A в X, та-
ка, що x ∈ intA i f(A) ⊆ V ;

• майже квазiнеперервне у точцi x ∈ X
[8], якщо для будь-яких околiв V i U
точок y = f(x) i x вiдповiдно в Y та
X iснує множина A в X, така, що
intA 6= ∅, A ⊆ U i f(A) ⊆ V ;

• майже ледь неперервне у точцi x ∈ X
[9], якщо intf−1(V ) 6= ∅ для кожного
околу V точки y = f(x) в Y ;

• має слабку властивiсть Дарбу [10],
якщо образ f(G) кожної областi G з X
є зв’язною множиною.

Вiдображення f є квазiнеперервним,
ледь неперервним, майже неперервним,
майже квазiнеперервним чи майже ледь
неперервним, якщо воно є таким в кожнiй
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точцi. Для топологiчного простору X фун-
кцiя f : X → R є перехiдною зверху /знизу/
у точцi x ∈ X [11], якщо для довiльного
ε > 0 iснують окiл U точки x в X i точка
y ∈ (f(x), f(x) + ε) /y ∈ (f(x)− ε, f(x))/,
такi, що U ∩ f−1(y) = ∅. Якщо функцiя
перехiдна зверху i знизу у точцi x, то вона
називається перехiдною у точцi x. Функцiя
називається перехiдною /зверху, знизу/,
якщо вона є такою в кожнiй точцi x з X.

В [10] поняття перехiдностi було пере-
несено на випадок довiльних топологiчних
просторiв. Вiдображення f : X → Y мiж
топологiчними просторами X та Y назива-
ється перехiдним у точцi x ∈ X, якщо для
кожного околу V точки f(x) в Y iснують
окiл U точки x в X i вiдкритий окiл W точки
f(x) в Y , такi, що W ⊆ V i U ∩ f−1(frW ) =
∅, i просто перехiдним, якщо воно є таким
в кожнiй точцi.

3. Квазiнеперервнiсть оберненого
вiдображення. Наступний приклад буду-
ється з допомогою модифiкацiї конструкцiї
з [1].

Твердження 1. Iснує квазiнеперервна
бiєкцiя f : [0, 1] → [0, 1], для якої функцiя
f−1 не є майже ледь неперервною.

Доведення. Нехай α – iррацiональ-
не число з вiдрiзка [0, 1] i Q ∩ [0, α] =
= {rn : n ∈ N} – множина рацiональних чи-
сел вiдрiзка [0, α]. Для кожного номера n ∈
N розглянемо неперервну справа функцiю
gn : [0, α] → [0, 1], для якої gn(x) = 0 для
x < rn i gn(x) = 1 для x ≥ rn. Покладе-

мо f0(x) =
∞∑

n=1

1
2n gn(x). Оскiльки рiвномiрно

збiжний ряд з неперервних справа функцiй
є неперервною справа функцiєю, то функцiя
f0 неперервна справа на [0, α], а отже, квазi-
неперервна на [0, α). Функцiя f0 неперервна
в усiх iррацiональних точках вiдрiзка [0, α]
i розривна в усiх рацiональних точках цьо-
го вiдрiзка. Тому f0 неперервна злiва в то-
чцi α, а отже, f0 квазiнеперервна на [0, α].
Зауважимо, що функцiю f0 можна записати
ще так: f0(x) =

∑
rn≤x

1
2n . Також зазначимо,

що функцiя f0 строго монотонно зростає на
[0, α].

Легко переконатися, що для множини
B = f0([0, α]) i чисел bn = f0(rn) =

∑
rm≤rn

1
2m ,

an = f0(rn)− 1
2n =

∑
rm<rn

1
2m маємо, що

[0, 1] \B =
∞⊔

n=1

[an, bn).

Нехай (αn) – строго спадна послiдовнiсть
чисел, така, що α1 = 1 i αn → α. Покладемо

Vn = [an, bn)

i
Un = (αn+1, αn]

для n ∈ N. Зрозумiло, що

[0, 1] = [0, α] t (
∞⊔

n=1

Un)

i

[0, 1] = B t (
∞⊔

n=1

Vn).

Для кожного номера n позначимо через
fn гомеоморфiзм Un на Vn.

Множина B нiде не щiльна в [0, 1]. Справ-
дi, вiзьмемо довiльну вiдкриту непорожню
множину V в [0, 1]. Нехай B ∩ V 6= ∅. Тодi
iснує точка x0 ∈ [0, α], така, що f0(x0) ∈ V .
Покажемо, що iснує таке рацiональне число
r = rn, що f0(rn) ∈ V . Якщо x0 < α, то з
неперервностi справа функцiї f0 в точцi x0

випливає, що iснує таке δ > 0, що x0+δ < α i
f0(x) ∈ V , як тiльки x0 < x < x0 +δ. Оскiль-
ки в iнтервалi (x0, x0 + δ) є рацiональне чи-
сло r, то воно i буде шуканим. Якщо x0 = α,
то з неперервностi злiва функцiї f0 в точцi
α аналогiчно знаходиться рацiональне число
rn, що f0(rn) ∈ V . Тодi

Vn ∩B = ∅.

Зауважимо, що bn = f0(rn) ∈ V . Тому вiд-
крита в [0, 1] множина

H = (an, bn) ∩ V

непорожня. Крiм того, H ∩ B = ∅ i H ⊆ V .
Це означає, що множина B нiде не щiльна в
[0, 1].
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Визначимо функцiю f : [0, 1] → [0, 1] так:

f(x) =

{
f0(x), x ∈ [0, α],
fn(x), x ∈ Un.

Легко переконатися, що функцiя f є бiєкцi-
єю вiдрiзка [0, 1] на себе. Оскiльки функцiя
f неперервна на кожному з промiжкiв Un, то
вона квазiнеперервна на (α, 1]. Також фун-
кцiя f квазiнеперервна на [0, α], бо функцiя
f0 квазiнеперервна на [0, α]. Оскiльки мно-
жина B нiде не щiльна в [0, 1], то i f([0, α])
нiде не щiльна в [0, 1]. Тому функцiя f−1 не
є майже ледь неперервною.

Твердження 2. Нехай X i Y – тополо-
гiчнi простори, f : X → Y – квазiнеперерв-
на бiєкцiя i f−1 – майже ледь неперервне
вiдображення. Тодi f−1 – майже квазiнепе-
рервне вiдображення.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку
y0 ∈ Y . Покажемо, що вiдображення
g = f−1 : Y → X майже квазiнеперервне у
точцi y0. Вiзьмемо довiльнi околи U та V то-
чок x0 = g(y0) та y0 вiдповiдно у просторах
X та Y . Оскiльки вiдображення f квазiне-
перервне у точцi x0, то iснує вiдкрита непо-
рожня множина G в X, така, що G ⊆ U i
f(G) ⊆ V . З майже ледь неперервностi вiд-
ображення g випливає, що в Y iснує множи-
на B, така, що intB 6= ∅ i g(B) ⊆ G. Множи-
на B мiститься у V , бо B = f(g(B)) ⊆ f(G)
i f(G) ⊆ V . Це означає, що вiдображен-
ня g = f−1 майже квазiнеперервне у точцi
y0.

Твердження 3. Нехай X i Y – тополо-
гiчнi простори, f : X → Y – майже квазi-
неперервна бiєкцiя, f i f−1 – ледь неперерв-
нi вiдображення. Тодi f−1 – квазiнеперервне
вiдображення.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку
y0 ∈ Y . Покажемо, що вiдображення
g = f−1 : Y → X квазiнеперервне у точцi y0.
Розглянемо окiл U точки x0 = g(y0) в X i
вiдкритий окiл V точки y0 в Y . Оскiльки f
майже квазiнеперервне у точцi x0, то в X
iснує множина A, така, що U1 = intA 6= ∅,
A ⊆ U i f(A) ⊆ V . З ледь неперервно-
стi вiдображення g випливає, що iснує вiд-

крита непорожня множина V1 в Y , така, що
g(V1) ⊆ U1.

Розглянемо вiдкриту множину
V2 = V ∩ V1. Для доведення квазiнеперер-
вностi g у точцi y0 досить показати, що
V2 6= ∅ i g(V2) ⊆ U . Оскiльки V2 ⊆ V1 i
g(V1) ⊆ U1, то

g(V2) ⊆ g(V1) ⊆ U1 ⊆ U.

З ледь неперервностi вiдображення f ви-
пливає, що iснує вiдкрита непорожня мно-
жина U2 в X, така, що f(U2) ⊆ V1, тобто
U2 ⊆ g(V1). Отже, U2 ⊆ U1. З означення мно-
жини U1 випливає, що U2∩A 6= ∅. Оскiльки
f(U2) ⊆ V1 i f(A) ⊆ V , то V2 = V ∩ V1 6=
∅.

4. Псевдоквазiнеперервнiсть бiєкцiї.
В [1] було встановлено, що для бiєкцiї f :
X → Y мiж метричними просторами X та
Y з умови, що f i f−1 – ледь неперервнi фун-
кцiї, випливає, що f i f−1 – клiковi. Насту-
пне твердження є модифiкацiєю цього ре-
зультату.

Твердження 4. Нехай X i Y – топо-
логiчнi простори, f : X → Y – бiєкцiя, f
i f−1 – ледь неперервнi вiдображення. Тодi
вiдображення f i f−1 псевдоквазiнеперервнi.

Доведення. Покажемо, що вiдобра- же-
ння f псевдоквазiнеперервне. Припустимо,
що це не так. Тодi iснують вiдкрита непоро-
жня множина U в X та щiльнi в U множини
A1 i A2, такi, що

f(A2) ⊆ Y \ f(A1).

Оскiльки вiдображення f−1 ледь неперерв-
не, то V = intf(U) 6= ∅. Можливi два випад-
ки: або (Y \ f(A1)) ∩ V 6= ∅, або V ⊆ f(A1).

Припустимо спочатку, що V ⊆ f(A1).
Оскiльки вiдображення f ледь неперервне,
то

G = intf−1(V ) 6= ∅.

Крiм того, G ⊆ U . Оскiльки A2 ⊇ U , то
A2 ⊇ G. Вiзьмемо довiльну точку a ∈ A2∩G.
Тодi з одного боку

f(a) ∈ f(A2) ⊆ Y \ f(A1),

а з iншого боку

f(a) ⊆ f(G) ⊆ V ⊆ f(A1).
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Нехай тепер

V1 = (Y \ f(A1)) ∩ V 6= ∅.

Оскiльки вiдображення f ледь неперервне i
сюр’єктивне, то G = intf−1(V1) 6= ∅. Крiм
того, G ⊆ U . Оскiльки A1 ⊇ U , то A1 ⊇ G.
Вiзьмемо довiльну точку a ∈ A1 ∩ G. Тодi з
одного боку f(a) ∈ f(A1), а з iншого боку

f(a) ⊆ f(G) ⊆ V1 ⊆ Y \ f(A1)

i тому f(a) 6∈ f(A1). Одержали суперечнiсть.
Знову одержали суперечнiсть.

5. Майже неперервнiсть оберненого
вiдображення.

Лема 1. Нехай X та Y – топлологiчнi
простори, A та B – всюди щiльнi диз’юн-
ктнi пiдмножини в X i f, g : X → Y – не-
перервнi вiдображення. Тодi вiдображення
h : X → Y , для якого h(x) = f(x) для x ∈ A
i h(x) = g(x) для x ∈ B, є майже неперерв-
не.

Доведення. Розглянемо довiльну точку
x ∈ X. Нехай x ∈ A i V – окiл точки x в
X. Оскiльки h(x) = f(x) i вiдображення f
неперервне у точцi x, то iснує окiл U точки x
в X, такий, що f(U) ⊆ V . З всюди щiльностi
множини A випливає, що x ∈ intA ∩ U . Крiм
того,

h(A ∩ U) = f(A ∩ U) ⊆ V.

Отже, вiдображення h майже неперервне у
точцi x. Те саме буде i у випадку, коли x ∈ B.

Твердження 5. Iснує бiєктивна фун-
кцiя f : [0, 1] → [0, 1], яке майже неперерв-
на, але f−1 не є майже неперевною.

Доведення. Розглянемо функцiю
f : [0, 1] → [0, 1], яка визначена так:

f(x) =





x, x ∈ Q ∩ [0, 1
2
],

x + 1
2
, x ∈ [0, 1

2
] \Q,

−x + 1, x ∈ (1
2
, 1] \Q,

−x + 3
2
, x ∈ Q ∩ (1

2
, 1].

Перевiримо майже неперервнiсть функцiї
f . З леми 1 випливає, що функцiя f майже
неперервна на промiжках [0, 1

2
] та (1

2
, 1]. За-

лишилось перевiрити майже неперервнiсть

функцiї f у точцi x = 1
2
. Зауважимо, що

f(1
2
) = 1

2
. Для 0 < ε < 1

2
розглянемо до-

вiльний окiл V = (1
2
− ε, 1

2
+ ε) точки 1

2
в

[0, 1] i множину

A = V ∩ ((Q ∩ [0, 1
2
]) ∪ ((1

2
, 1] \Q)) =

= ((Q ∩ (1
2
− ε, 1

2
]) ∪ ((1

2
, 1

2
+ ε] \Q)).

Легко переконатися, що V = intA i

f(A) = (1
2
− ε, 1

2
] ⊆ V .

Це означає, що функцiя f майже неперервна
i у точцi x = 1

2
.

Тепер покажемо, що функцiя
g = f−1 : [0, 1] → [0, 1] не є майже непе-
рервною у точцi y = 1

2
. Справдi, g(y) = 1

2
i

для околу U = (1
4
, 3

4
) точки g(y) маємо, що

g−1(U) = f(U) = (1
4
, 1

2
]

i множина

intg−1(U) = (1
4
, 1

2
)

не є околом точки y = 1
2
в [0, 1].

6. Перехiднiсть бiєкцiї.
Твердження 6. Нехай X – топологi-

чний простiр, який задовольняє аксiому T1

i f : X → R – бiєкцiя. Тодi f – перехiдна
функцiя.

Доведення. Розглянемо довiльну точку
x0 ∈ X i ε > 0. Вiзьмемо довiльну точку
y ∈ (f(x), f(x) + ε). Оскiльки функцiя f є
сюр’єктивною, то iснує точка x ∈ X, така,
що f(x) = y. З аксiоми T1 простору X ви-
пливає, що iснує окiл U точки x0 в X, та-
кий, що x 6∈ U . Тодi U ∩ f−1(y) = ∅, бо
функцiя f є iн’єктивною. Це означає пере-
хiднiсть зверху функцiї f у точцi x0. Ана-
логiчно встановлюється перехiднiсть знизу.
Таким чином, функцiя f перехiдна у точцi
x0, а оскiльки точка x0 була довiльною з X,
то функцiя f перехiдна.

Умова того, що функцiя f в твердженнi 6
набуває значення в R, є iстотною. Це показує
наступне твердження.

Твердження 7. Iснує бiєкцiя
f : R2 → R2, яка не є перехiдною.
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Доведення. Розглянемо довiльну бiєкцiю
α : (0, 1) ∪ (1, +∞) → R. Для кожного чи-
сла r ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞) через gr позначимо
бiєкцiю кола

Kr = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = r2}
на частину

Lr = {(x, y) ∈ R2 :, x 6= 0}
прямої y = α(r)x, а через g1 позначимо бiє-
кцiю кола

K1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}
на частину

L1 = {(x, y) ∈ R2 : x = 0, y 6= 0}
прямої x = 0.

Тепер визначимо функцiю f : R2 → R2

так:

f(x, y) =

{
(0, 0), (x, y) = (0, 0),
gr(x, y), (x, y) ∈ Kr.

Очевидно, що так задане вiдображення f є
бiєкцiєю площини R2 на R2. Покажемо, що
воно не є перехiдним у точцi (0, 0).

Нехай V – обмежений окiл точки (0, 0) в
R2. Розглянемо довiльний вiдкритий окiл W
точки (0, 0), такий, що W ⊆ V i довiльний
окiл U точки (0, 0) в R2. Тодi iснує таке чи-
сло r ∈ (0, +∞), що Kr ⊆ U . Оскiльки W –
вiдкритий обмежений окiл точки (0, 0) в R2,
то. Тому

U ∩ f−1(frW ) ⊇ Kr ∩ f−1(frW ) 6= ∅,

адже f(Kr) = Lr i Lr ∩ frW 6= ∅. Отже,
вiдображення f не перехiдне у точцi (0, 0).

7. Властивостi типу Дарбу.
Нам будуть потрiбнi наступнi теореми,

якi встановленi в [10, теорема 16] i [12, те-
орема 2] вiдповiдно.

Теорема 1. Нехай X – локально зв’я-
зний простiр, Y – топологiчний простiр,
вiдображення f : X → Y має слабку вла-
стивiсть Дарбу i є перехiдним. Тодi f – не-
перервне вiдображення.

Теорема 2. Лiнiйне вiдображення
f : X → Y , що дiє в довiльних ТВП, буде
неперервним тодi i тiльки тодi, коли воно
перехiдне.

Твердження 8. Нехай X – локально
зв’язний простiр, який задовольняє аксiому
T1 i f : X → R – бiєкцiя, яка має слабку
властивiсть Дарбу. Тодi f – неперервне вiд-
ображення.

Доведення. З твердження 6 випливає, що
функцiя f перехiдна, а тому згiдно з теоре-
мою 1 вона неперервна.

Зауважимо (див. огляд [13]), що для фун-
кцiй f : R → R з S-неперервностi, зв’язно-
стi, властивостi зв’язного графiка чи вла-
стивостi Дарбу випливає слабка властивiсть
Дарбу. Функцiї, якi є S-неперервними, зв’я-
зними, мають властивiсть зв’язного графi-
ка, мають властивiсть Дарбу чи мають слаб-
ку властивiсть Дарбу будемо тут коротко
називати функцiями типу Дарбу.

Твердження 9. Нехай f : R → R – бiє-
кцiя, яка є функцiєю типу Дарбу. Тодi f−1

теж є функцiєю типу Дарбу.
Доведення. З твердження 8 випливає, що

функцiя f неперервна, а тому обернена фун-
кцiя f−1 теж неперервна, а отже, є функцiєю
типу Дарбу.

Твердження 10. Нехай X – топологi-
чний векторний простiр, який задовольняє
аксiому T1 i f : X → R – лiнiйна бiєкцiя.
Тодi f – неперервне вiдображення.

Доведення. З твердження 6 випливає, що
функцiя f перехiдна, а тому згiдно з теоре-
мою 2 вона неперервна.

Зауважимо, що твердження 10 випливає i
з теореми Тихонова про єдинiсть лiнiйної га-
усдорфової топологiї на скiнченновимiрно-
му векторному просторi [14, с. 16].

На завершення покажемо, що вiдомий ре-
зультат про неперервнiсть монотонної бiє-
кцiї є частинним випадком твердження 8.

Твердження 11. Нехай f : X → R – мо-
нотонна бiєкцiя, де X i f(X) – промiжки
числової прямої R. Тодi f має властивiсть
Дарбу.

Доведення. Розглянемо довiльний промi-
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жок 〈a, b〉 ⊆ X. Треба довести, що множина
f(〈a, b〉) зв’язна, тобто є промiжком. Розгля-
немо довiльнi точки y1, y2 ∈ f(〈a, b〉). Нехай
y1 < y2 i iснують точки x1, x2 ∈ 〈a, b〉, такi,
що f(x1) = y1 i f(x2) = y2. Покажемо, що
[y1, y2] ⊆ f(〈a, b〉). Вiзьмемо довiльну точку
y ∈ (y1, y2). Оскiльки множина f(X) є про-
мiжком i y1, y2 ∈ f(X), то [y1, y2] ⊆ f(X),
а тому y ∈ f(X). Нехай x – це така точка
з X, що f(x) = y. Оскiльки y1 < y < y2

i функцiя f монотонна, то точка x лежить
мiж точками x1 та x2. Тому x ∈ 〈a, b〉 i
y = f(x) ∈ f(〈a, b〉). Отже, множина f(〈a, b〉)
зв’язна i це означає, що функцiя f має вла-
стивiсть Дарбу.

Твердження 12. Нехай f : X → R –
монотонна бiєкцiя, де X i f(X) – промiжки
числової прямої R. Тодi f неперервна.

Доведення. З твердження 11 випливає,
що функцiя f має властивiсть Дарбу (отже,
i слабку властивiсть Дарбу), а тому згiдно з
твердженням 8 вона неперервна.

Автор вдячний Маслюченку Володимиру
Кириловичу за кориснi зауваження та пора-
ди, якi суттєво полiпшили оригiнальну вер-
сiю цiєї статтi.
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