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НОВИЙ ПIДХIД ДО ДОВЕДЕННЯ ТЕОРЕМИ БЕРА ПРО
НАПIВНЕПЕРЕРВНI ФУНКЦIЇ I ОДНА ХАРАКТЕРИЗАЦIЯ БЕРОВОСТI

Наведене нове доведення теореми Бера про напiвнеперервнi функцiї i показано, що топо-
логiчний простiр X є берiвським тодi i тiльки тодi, коли кожна функцiя f : X → R є майже
клiковою.

We provide a new proof of Baire’s theorem on semi-continuous functions and show that, a
topological space X is Baire if and only if every function f : X → R is almost cliquish.

1. Вступ. Добре вiдомо, що напiвнепе-
рервнi зверху i знизу функцiї ввiв Р. Бер.
Нагадаємо, що функцiя f : X → R нази-
вається напiвнеперервною знизу /зверху/ в
точцi x0, якщо для довiльного ε > 0 iснує
окiл U точки x0, такий, що f(x) > f(x0)− ε
/f(x) < f(x0) + ε/ для кожного x ∈ U . Фун-
кцiя f називається напiвнеперервною знизу
/зверху/ якщо вона є такою в кожнiй точцi
x ∈ X. Р. Бер також встановив результат
[1], який у сучасному формулюваннi вигля-
дає так.

Теорема 1. Нехай X – топологiчний
простiр i f : X → R – напiвнеперервна зни-
зу чи зверху функцiя. Тодi множина C(f)
точок, у яких f неперервна, є залишковою
в X, тобто її доповнення D(f) = X \ C(f)
– це множина першої категорiї в X.

Пiсля Р. Бера з’явилися ще два спосо-
би доведення цiєї теореми. Один належить
М. Форту [2], вiн отриманий спецiальним ка-
тегорним методом, де фiгурують двi тополо-
гiї, iнший, привабливо короткий, належить
Е. Асплунду, вiн поданий у статтi Ж. Кал-
брi i Ж.-П. Троаллiка [3], де теорема Бера
застосовується в доведеннi теореми Калбрi-
Троаллiка про нарiзно неперервнi функцiї.
Зауважимо, що ця теорема в останнi роки
дiстала значний розвиток (див. [4] i вказану
там лiтературу).

Тут ми подаємо ще один спосiб доведення
цiєї теореми Бера, хоча й довший, але, на
наш погляд, найбiльш природний.

2. Допомiжнi твердження. Нагадає-

мо, що коливання ωf (A) функцiї f : X → R
на непорожнiй множинi A ⊆ X вводиться
правилом ωf (A) = sup

x′,x′′∈A
|f(x′) − f(x′′)|, а

коливання ωf (x) функцiї f в точцi x з X –
рiвнiстю ωf (x) = inf

U∈Ux

ωf (U), де Ux – система
всiх околiв U точки x у просторi X.

Лема 1. Нехай X – берiвський простiр,
f : X → R – довiльна функцiя, ε > 0 i G
– вiдкрита непорожня множина в X. Тодi
iснують такi непорожнi множини A та U
в X, що A ⊆ U ⊆ A, U вiдкрита в X, U ⊆ G
i ωf (A) ≤ ε.

Доведення. Для довiльного цiлого n
розглянемо вiдрiзки Bn = [nε, (n + 1)ε] i по-
кладемо, An = f−1(Bn). Оскiльки

⋃
n∈Z

Bn =

R, то
⋃

n∈Z
An = X. Нехай Un = intAn. Простiр

X берiвський, тому множина H =
⋃

n∈Z
Un вiд-

крита i всюди щiльна в X. Тодi множина
H ∩ G непорожня, а значить, iснує номер
n ∈ Z, такий, що Un ∩ G 6= Ø. Покладемо
U = Un ∩ G i A = An ∩ U . Зрозумiло,що
U ⊆ G . Крiм того, U ⊆ An i множина U вiд-
крита. Отже, A ⊆ U ⊆ A, зокрема, A 6= Ø.
Покажемо, що множина A шукана. Нехай
x′, x′′ ∈ A. Тодi x′, x′′ ∈ An, отже, f(x′) i
f(x′′) належать до вiдрiзка Bn. В такому ра-
зi, |f(x′)− f(x′′)| ≤ (n + 1)ε− nε = ε, а тому
i ωf (A) ≤ ε.

Лема 2. Нехай X – топологiчний про-
стiр, f : X → R – напiвнеперервна знизу
функцiя, δ > 0, множини A та U такi, що
Ø 6= A ⊆ U ⊆ A, ωf (A) ≤ δ i множина
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U вiдкрита в X. Тодi iснує непорожня вiд-
крита в X множина V , така, що V ⊆ U i
ωf (V ) ≤ 3δ, зокрема, ωf (x) ≤ 3δ для кожно-
го x ∈ V .

Доведення. Оскiльки A 6= Ø, то iснує
точка a ∈ A. Покажемо, що f(x) ≤ f(a)+2δ
для кожного x ∈ U . Нехай це не так, тобто
iснує точка x0 ∈ U , така, що f(x0) > f(a) +
2δ. Оскiльки функцiя f є напiвнеперервною
знизу в точцi x0, то для даного δ iснує такий
окiл U0 точки x0 в X, що f(x) > f(x0) − δ
для кожного x ∈ U0. Але x0 ∈ U ⊆ A, тому
U0 ∩ A 6= Ø, тобто iснує точка a1 ∈ U0 ∩ A.
Для цiєї точки будемо мати з одного боку,
що

f(a1)− f(a) ≤ |f(a1)− f(a)| ≤ ωf (A) ≤ δ,

отже, f(a1) ≤ f(a) + δ, а з другого боку

f(a1) > f(x0)− δ > f(a) + 2δ − δ = f(a) + δ,

що приводить до суперечностi.
Скористаємось тепер напiвнеперервнiстю

знизу функцiї f в точцi a. На основi цього
iснує такий вiдкритий окiл V точки a, що
V ⊆ U i f(x) > f(a)− δ для кожного x ∈ V .
Таким чином,

f(a)− δ < f(x) ≤ f(a) + 2δ

для кожного x ∈ V . Звiдси негайно випли-
ває, що для довiльних точок x′, та x′′ з V

f(x′)− f(x′′) < f(a) + 2δ − (f(a)− δ) = 3δ.

Тому ωf (V ) < sup
x′,x′′∈V

(f(x′)− f(x′′)) ≤ 3δ.

3. Доведення теореми Бера. Покаже-
мо як з лем 1 i 2 i теореми Банаха про кате-
горiю ([5,c. 86] i [6,c. 206]) виводиться теоре-
ма Бера.

Доведення. Нехай функцiя f напiвне-
перервна знизу i ε > 0. Спочатку припу-
стимо, що простiр X берiвський. Покладе-
мо Dε(f) = {x ∈ X : ωf (x) ≥ ε}. Покажемо,
що множина Dε(f) нiде не щiльна в X. Роз-
глянемо довiльну непорожню вiдкриту в X
множину G. За лемою 1 iснують вiдкрита
та непорожня множина U в G i щiльна в U
множина A, така, що ωf (A) ≤ ε

4
. За лемою 2

iснує така вiдкрита непорожня множина V ,

що V ⊆ U i ωf (V ) ≤ 3ε
4

< ε, зокрема, ωf (x) <
ε для кожного x ∈ V . Тому V ∩Dε(f) = Ø i
V ⊆ G, отже, множина Dε(f) нiде не щiльна

в X. Але D(f) =
⋃
ε>0

Dε(f) =
∞⋃

n=1

D
1
n (f). То-

му D(f) є множиною першої категорiї в X.
Отже, C(f) – залишкова в X множина.

В загальному випадку згiдно з теоремою
Банаха про категорiю iснує вiдкритий берiв-
ський пiдпростiр S простору X, який є зали-
шковою в X множиною. Застосувавши дове-
дене до звуження g = f |S, ми легко отриму-
ємо потрiбний результат.

Якщо f напiвнеперевна зверху, то g = −f
напiвнеперервна знизу i C(f) = C(g), отже,
i тут C(f) буде залишковою множиною в X.

4. Характеризацiя беровостi.Функцiя
f : X → R називається клiковою якщо для
довiльного ε > 0 i довiльної вiдкритої не-
порожньої множини G в X iснує вiдкрита
непорожня множина U , така, що U ⊆ G i
ωf (U) < ε.

Функцiю f : X → R ми назвемо майже
неперервною в точцi x, якщо для довiльного
V околу точки f(x) iснує множина A в X,
така, що x ∈ intA i f(A) ⊆ V .

Функцiя f : X → R називається майже
клiковою, якщо для довiльного ε > 0 i до-
вiльної вiдкритої непорожньої множини G в
X iснують такi непорожнi множини A та U
в X, що A ⊆ U ⊆ A, U вiдкрита в X, U ⊆ G
i ωf (A) ≤ ε.

Теорема 2. Топологiчний простiр X є
берiвським тодi i тiльки тодi коли кожна
функцiя f : X → R є майже клiковою.

Доведення. Необхiднiсть. Встановлена
в лемi 1.

Достатнiсть. Нехай простiр X не є бе-
рiвським. Тодi iснує вiдкрита непорожня

множина G в X, така, що G =
∞⊔

n=1

En, де

множини En нiде не щiльнi в X. Розглянемо
функцiю f : X → R, яка дiє таким чином:
f(x) = n, якщо x ∈ En i f(x) = 0, якщо,
x ∈ X \G. Покажемо, що для ε = 1 i для до-
вiльної десь щiльної в G множини A колива-
ння ωf (A) ≥ ε. Нехай A – деяка десь щiльна
множина у множинi G. Вiзьмемо деяку то-
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чку x1 ∈ A. Оскiльки A ⊆
∞⊔

n=1

En, то iснує

номер n1, такий, що x1 ∈ En1 . Але множина
A – десь щiльна, а En1 – нiде не щiльна, тому
A * En1 , а значить, iснує точка x2 ∈ A \En1

i iснує номер n2 6= n1, такий, що x2 ∈ En2 .
Отже, ωf (A) ≥ |f(x1) − f(x2)| = |n1 − n2| ≥
1 = ε, адже n1 i n2 – два рiзних номери.
З доведеного випливає, що побудована нами
функцiя не є майже клiковою. Таким чином,
на кожному неберiвському просторi X iснує
функцiя f : X → R, яка не є майже клiко-
вою. Це i доводить достатнiсть.
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