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БАГАТОПАРАМЕТРИЧНI АНАЛОГИ МЕТОДIВ IТЕРАТИВНОГО
АГРЕГУВАННЯ

Встановленi достатнi умови збiжностi одного класу багатопараметричних агрегацiйно-
iтеративних методiв. В умовах теорем вiдсутнi вимоги про додатнiсть операторiв i агрегу-
ючих функцiоналiв, а також, щоб вiдповiднi лiнiйнi неперервнi оператори були операторами
стиску.

Sufficient conditions for the convergence of a class of multiparametric iterative-aggregation
methods. Under the theorems assumptions there is no requirement on positive operators and
aggregate functional, and on the corresponding linear continuous operators to be operators of
compression.

Вступ Декомпозицiя операторних рiв-
нянь на основi методiв iтеративного агрегу-
вання у багатьох прикладних задачах вияв-
ляється ефективним засобом для розв’язан-
ня лiнiйних систем великої розмiрностi (див.
[1,2]). Це спричинює численнi дослiдження
щодо цих методiв i їх застосування (див.
[3-7]). Використання започаткованої в [8-10]
методики дозволяє отримувати новi резуль-
тати з теорiї таких методiв та їх узагальнень
за припущень, що вiдповiднi оператори не
пiдпорядкованi постульованим у переважнiй
бiльшостi дослiджень iншими авторами ви-
могам про знакосталiсть оператора A та про
нерiвнiсть ρ(A) < 1 для його спектрального
радiуса у рiвняннi

x = Ax + b (1)

1. Допомiжнi побудови i допомiжнi
твердження Будемо розглядати рiвняння
(1), вважаючи, що A : E → E є лiнiйним не-
перервним оператором, E – банахiв простiр,
b ∈ E. Припускаємо, що рiвняння (1) можна
подати у виглядi:

x =
N∑

j=1

Ajx + b (N < ∞) (2)

з лiнiйними неперервними операторами Aj :
E → E (j = 1, N).

Задамо такi лiнiйнi неперервнi оператори
Ãj : E → E (j = 1, N), для яких справ-
джуються спiввiдношення:

(ϕi, (Aj + Ãj)x) = λi,j(ϕj, x) (i, j = 1, N),
(3)

де (ϕj, x) є значеннями лiнiйного функцiо-
налу ϕi на елементах x ∈ E. Матриця
Λ = {λi,j} є такою, що iснує обернена ма-
триця (I ′ − Λ)−1 (I ′– одинична матриця в
евклiдовому просторi E ′ розмiрностi N). До
рiвняння (2) приєднаємо систему лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь вигляду:

yi =
N∑

j=1

λi,jyi+
N∑

j=1

(ϕi, Ãjx)−(ϕj, b) (i = 1, N)

(4)
з допомiжними невiдомими дiйсними числа-
ми yi.

Означимо множину Ξ як сукупнiсть та-
ких x ∈ E, y = {y1, . . . , yN} ∈ E ′, якi задо-
вольняють рiвнiсть:

(ϕi, x) + yi = 0 (i = 1, N) (5)

Множина Ξ є пiдпростором простору
Ẽ = E × E ′.

Надалi використовуватимемо такi два
твердження, якi є аналогами вiдповiдних
лем iз [8–10].
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Лема 1. Нехай:

1) iснує обернена матриця (I ′ − Λ)−1;

2) справджується умова (3);

3) пара {x∗, y∗} (x∗ ∈ E, y∗ ∈ E ′) є
розв’язком системи (2), (5).

Тодi {x∗, y∗} ∈ Ξ.
Доведення. Враховуючи (3), отримаємо

(ϕi, x
∗)+y∗i =

N∑
j=1

(ϕi, Ajx)+(ϕi, b)+
N∑

j=1

λijy
∗
j +

+
N∑

j=1

(ϕi, Ãjx
∗)−(ϕj, b) =

N∑
j=1

(ϕi, (Aj+Ãj)x
∗)+

+
N∑

j=1

λijy
∗
j =

N∑
j=1

λij(ϕj, x
∗) +

N∑
j=1

λijy
∗
j =

=
N∑

j=1

λij[(ϕj, x
∗) + y∗j ].

Завдяки невиродженостi матрицi I ′ − Λ
звiдси випливає висновок, що рiвностi (5)
мають мiсце. Це i доводить потрiбне твер-
дження. ¤

Розглянемо систему рiвнянь

x =
N∑

j=1

Ajz +
N∑

j=1

aj(z)(wj − yj) + b, (6)

yi =
N∑

j=1

λijyj+
N∑

j=1

(ϕj, Ãjz)−(ϕi, b) (i = 1, N),

(7)
де z ∈ E, w ∈ E ′, а a(x) є неперервною при
x ∈ E функцiєю, для якої виконується умо-
ва

(ϕi, aj(x)) = λij (i = 1, N) (8)
при x ∈ E.

Лема 2. Нехай:

1) iснує матриця (I ′ − Λ)−1;

2) справджуються умови (3) та (8);

3) (z, w) ∈ Ξ.

Тодi {x, y} ∈ Ξ.
Доведення. З (6), (7) та з умов (3), (8)

випливають спiввiдношення:

(ϕi, x) + yi =
N∑

j=1

(ϕi, Ajz)+

+
N∑

j=1

(ϕi, aj(z))wj −
N∑

j=1

(ϕi, aj(z))yi+

+(ϕi, b) +
N∑

j=1

λijyj +
N∑

j=1

(ϕj, Ãjz)−

−(ϕj, b) =
N∑

j=1

(ϕi, (Aj + Ãj)z)+

+
N∑

j=1

λijwj =
N∑

j=1

λij[(ϕi, z)+

+wj] (i = 1, N).

Це дозволяє скористатися з умови 1) i
вважати лему доведеною. ¤

2. Побудова алгоритму. Побудуємо
iтерацiйний процес за допомогою формул:

x(n+1) =
N∑

j=1

Ajx
(n)+

+
N∑

j=1

aj(x
(n))(y

(n)
j − y

(n+1)
j ) + b, (9)

y
(n+1)
i =

N∑
j=1

λijy
(n+1)
j +

N∑
j=1

(ϕi, Ãjx
(n))−

−(ϕi, b) (i = 1, N, n = 0, 1, . . .). (10)

Лема 3. Нехай справджуються умо-
ви леми 2 при z = x(0), y = y(0). Тодi
{x(n), y(n)} ∈ Ξ при n = 0, 1, . . ..

Доведення. Тверждення леми отримує-
ться як наслiдок з принципу iндукцiї i леми
2. ¤
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3. Збiжнiсть iтерацiй Позначимо

a(x)y =
N∑

j=1

aj(x)yj =

= {a1(x), . . . , aN(x)}{y1, . . . , yn}T

(де T– символ транспонування) i подамо рiв-
ностi (9),(10) вiдповiдно у виглядi

x(n+1) =
N∑

j=1

Ajx
(n) + a(x(n))(y(n)− y(n+1)) + b,

(11)

y(n+1) = Λy(n+1) + ΦÃx(n) − Φb, (12)

y = ΛY + ΦÃx− Φb, (13)

де Φ = {ϕ1, . . . , ϕN}T , ϕi = {ϕi1, . . . , ϕiN}.
З (13) при x = x∗, y = y∗ та з (12) випли-

ває, що

y(n+1) − y∗ = (I ′ − Λ)−1ΦÃ(x(n) − x∗), (14)

а з (2), (11) отримуємо

x(n+1)− x∗ =
N∑

j=1

Aj(x
(n)− x∗) + a(x(n))(y(n)−

−y∗)− a(x(n))(y(n+1) − y∗). (15)

З рiвностей (14), (15), застосовуючи леми 1
i 2, можна одержати

x(n+1) − x∗ =
N∑

j=1

Aj(x
(n) − x∗)−

−a(x(n))Φ(x(n) − x∗)−
−a(x(n))(I ′ − Λ)−1ΦÃ(x(n) − x∗).

Звiдси матимемо

x(n+1) − x∗ = A(x(n) − x∗)−
−a(x(n))(I ′ − Λ)−1Φ(I − A)(x(n) − x∗), (16)

де I – тотожний оператор в E.
Теорема 1. Нехай:

1) iснує матриця (I ′ − Λ)−1;

2) виконуються умови (2) та (8);

3) {x(0), y(0)} ∈ Ξ;

4) оператор H(x)w, означений за форму-
лою

H(x)w = Aw−a(x)(I ′−Λ)−1Φ(I−Λ)w, (17)

задовольняє умову

||H(x)|| ≤ Q, (18)

в областi D ⊆ Ξ при таких {x, y} ∈ Ξ,
w = x− x(0), для яких маємо

Q < 1. (19)

Тодi для послiдовностi {x(n), y(n)}, побудова-
ної за допомогою формул (9), (10) викону-
ється (x(n), y(n)) ∈ Ξ i вона збiгається до
розв’язку (x∗, y∗) системи рiвнянь (2), (13)
не повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi
знаменником Q < 1.

Доведення. Твердження теореми ви-
пливає з лем 1 i 2 та з формул (16) – (19),
маючи на увазi, що рiвностi (3) можна по-
дати наступним чином

Φ(A + Ã) = ΛΦ,

звiдки отримуємо

(I ′ − Λ)Φ + ΦÃ = Φ− ΛΦ + ΦÃ =

= Φ− ΦA− ΦÃ + ΦÃ = Φ(I − A).¤
Приклад 1. В однопараметричному ви-

падку N = 1 матимемо Λ = λ 6= 1 i рiвностi
(3) та (5) можна подати у виглядi

(ϕ, (A + Ã)x) = λ(ϕ, x) (x ∈ E),

a(x) =
(A + Ã)x

(ϕ, x)
, (ϕ, a(x)) = λ x ∈ E.

Iтерацiйнi формули (9), (10) матимуть
вигляд

x(n+1) = Ax(n) + a(x(n))(y(n) − y(n+1)) + b,

y(n+1) = λy(n+1) + (ϕ, Ãx(n))− (ϕ, b).

76 Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 1.



Для оператора H(x)w, означеного за
формулою (17) матимемо:

H(x)w = Aw − a(x)(1− λ)−1(ϕ, (I − λI)w).

Приклад 2. Застосуємо однопараметри-
чний алгоритм до системи

x1 = 2, 9x1 + 11, 8x2 − 156,
x2 = 1, 9x1 + 7, 9x2 − 107,

яка має розв’язок x∗ = {20; 10}. Маючи на

увазi, що A =

(
2, 9 11, 8
1, 9 7, 9

)
виберемо ма-

трицю Ã =

(
0, 1 0, 2
0, 1 0, 1

)
.

Для матрицi A + Ã матимемо λ = 11,
ϕ = {1; 4}.

Взявши x(0) = {1; 1}, обчислимо
y(0) = (ϕ, x(0)) = −5, y(1) = −58, 51.

Першi двi iтерацiї дають нам

x(1) = {19, 23; 9, 82},
x(2) = {19, 9651; 9, 9964}.
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