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ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ З
НЕЛОКАЛЬНОЮ УМОВОЮ ПЕРЕВИЗНАЧЕННЯ

Дослiджено обернену задачу визначення залежного вiд часу старшого коефiцiєнта однови-
мiрного параболiчного рiвняння iз нелокальною умовою перевизначення. Встановлено умови
iснування та єдиностi класичного розв’язку цiєї задачi.

An inverse problem for a one-dimensional parabolic equation with unknown time-dependent
leading coefficient with a nonlocal overdetermination condition is investigated. The existence and
uniqueness conditions of the classical solution to the problem are obtained.

Теорiя обернених задач набула значного
поширення завдяки їх застосуванню у фiзи-
цi, бiологiї, економiцi, при моделюваннi при-
кладних процесiв та iн. Крайовi задачi iз не-
локальними умовами описують такi явища,
як дифузiя частинок у турбулентнiй пла-
змi, процеси вологопереносу в капiлярно-
пористих середовищах та iн. Зокрема, нело-
кальнi умови, наведенi у данiй задачi, вини-
кають у математичнiй моделi охолодження
неоднорiдного зiгнутого стержня [1].

У працях [2]-[5] розглянуто оберненi зада-
чi iз нелокальними умовами. Обернена за-
дача для параболiчного рiвняння з умова-
ми Неймана та нелокальною крайовою умо-
вою була дослiджена Березницькою I.Б. [6].
У данiй роботi встановлено умови iснування
та єдиностi розв’язку оберненої задачi для
параболiчного рiвняння з умовами Дiрiхле
та нелокальною крайовою умовою.

1. Формулювання задачi та при-
пущення на вихiднi данi. В областi
QT := {(x, t) : 0 < x < h, 0 < t < T}
розглядаємо обернену задачу визначення
пари невiдомих функцiй (a(t), u(x, t)) для
параболiчного рiвняння

ut = a(t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u + f(x, t),

(x, t) ∈ QT (1)

з початковою умовою

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, h], (2)

крайовими умовами

u(0, t) = µ1(t), u(h, t) = µ2(t), t ∈ [0, T ]
(3)

та нелокальною умовою перевизначення

ν1(t)ux(0, t)+ν2(t)ux(h, t) = µ3(t), t ∈ [0, T ].
(4)

Надалi часто використовується функцiя
Грiна, тож наведемо її зображення:

Gk(x, t, ξ, τ) =
1

2
√

π(θ(t)− θ(τ))
×

×
+∞∑

n=−∞
(−1)[ k−1

2
]n

(
exp

(
−(x− ξ + 2nh)2

4(θ(t)− θ(τ))

)
+

+(−1)k exp

(
−(x + ξ + 2nh)2

4(θ(t)− θ(τ))

))
,

θ(t) =

t∫

0

a(τ)dτ, k = 1, 4. (5)

Коефiцiєнт k = 1 вiдповiдає крайовим
умовам першого роду, k = 2 – другого
роду, k = 3 – умовам вигляду u(0, t) =
µ1(t), ux(h, t) = µ4(t), t ∈ [0, T ], k = 4 –
умовам вигляду ux(0, t) = µ2(t), u(h, t) =
µ3(t), t ∈ [0, T ].

Припустимо, що виконуються умови :
(A1) b, c, f ∈ C1,0(QT ), ϕ ∈ C2+α([0, h]),
µ1, µ2, µ3, ν1, ν2 ∈ C1([0, T ]);
(A2) ϕ′′(x) > 0, x ∈ [0, h], ν1(t) < 0,
ν2(t) > 0, ν1(t) + ν2(t) > 0,

µ3(t)− ν1(t) + ν2(t)

h
(µ2(t)− µ1(t)) > 0,
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b(0, t) > 0, µ′1(t)− c(0, t)µ1(t)−
f(0, t)− b(0, t)µ3(t)

ν2(t) + ν1(t)
> 0, b(h, t) > 0,

µ′2(t)−c(h, t)µ2(t)−f(h, t)− b(h, t)µ3(t)

ν2(t) + ν1(t)
> 0,

t ∈ [0, T ];
(A3) ϕ(0) = µ1(0), ϕ(h) = µ2(0),
ν1(0)ϕ′(0) + ν2(0)ϕ′(h) = µ3(0).

2. Оцiнка функцiй u(x, t), ux(x, t).
Оскiльки u(x, t) є розв’язком першої крайо-
вої задачi для параболiчного рiвняння, то за
принципом максимуму ([7], с. 22) iснує та-
ка стала M0, яка визначається з вихiдних
даних задачi (1)-(4), що виконується нерiв-
нiсть:

|u(x, t)| 6 M0, (x, t) ∈ QT . (6)

Iнтегруючи частинами, з умови перевизна-
чення (4) отримуємо рiвнiсть :

h∫

0

uxx(x, t)

(
ν1(t) + ν2(t)

h
x− ν1(t)

)
dx =

= µ3(t)− ν1(t) + ν2(t)

h
(µ2(t)− µ1(t)),

t ∈ [0, T ]. (7)

Припустимо, що

uxx(x, t) > 0 (x, t) ∈ QT . (8)

Враховуючи (8), iз (7) оцiнюємо
h∫
0

uxx(x, t)dx

за теоремою про середнє:

1

ν2(t)

(
µ3(t)− ν1(t) + ν2(t)

h
(µ2(t)− µ1(t))

)
6

6
h∫

0

uxx(x, t)dx 6 1

−ν1(t)

(
µ3(t)− 1

h
(ν1(t)+

+ ν2(t))(µ2(t)− µ1(t))

)
, t ∈ [0, T ]. (9)

Оскiльки ux(x, t) = ux(0, t) +
x∫
0

uxx(s, t)ds

та ux(x, t) = ux(h, t) −
h∫
x

uxx(s, t)ds, iз (4)

отримуємо

ux(x, t) = [ν2(t) + ν1(t)]
−1

(
µ3(t) + ν1(t)×

×
x∫

0

uxx(s, t)ds− ν2(t)

h∫

x

uxx(s, t)

)
. (10)

Враховуючи невiд’ємнiсть uxx(x, t) та оцiнку
h∫
0

uxx(x, t)dx, iз (10) знаходимо:

|ux(x, t)| 6 1

ν2(t) + ν1(t)

(
|µ3(t)|+ (ν2(t)−

− ν1(t))

h∫

0

uxx(x, t)dx

)
6 M1, (x, t) ∈ QT .

(11)

Переконаємось, що умова (А2) забезпечує
виконання нерiвностей

µ′1(t)−b(0, t)ux(0, t)−c(0, t)µ1(t)−f(0, t) > 0,

µ′2(t)−b(h, t)ux(h, t)−c(h, t)µ2(t)−f(h, t) > 0,

t ∈ [0, T ]. (12)
Доводимо першу нерiвнiсть iз (12), засто-

совуючи (10) та припущення (8):

µ′1(t)− b(0, t)ux(0, t)− c(0, t)µ1(t)− f(0, t) =

= µ′1(t)− c(0, t)µ1(t)− f(0, t) +

(
−µ3(t)+

+ ν2(t)

h∫

0

uxx(s, t)ds

)
b(0, t)

ν2(t) + ν1(t)
>

> µ′1(t)− c(0, t)µ1(t)− f(0, t)− µ3(t)×
× b(0, t)

ν2(t) + ν1(t)
> M2. > 0

Друга нерiвнiсть доводиться аналогiчно.
3. Зведення задачi (1)–(4) до еквiвален-
тної системи рiвнянь. Подамо функцiю
u(x, t) у виглядi:

u(x, t) = ũ(x, t) + ϕ(x) +
h− x

h
(µ1(t)−

− µ1(0)) +
x

h
(µ2(t)− µ2(0)), (x, t) ∈ QT .

(13)
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Введемо позначення

f̃(x, t) := b(x, t)

(
ϕ′(x) +

1

h
(µ2(t)− µ2(0)−

− µ1(t) + µ1(0))

)
+c(x, t)

(
ϕ(x) +

h− x

h
×

× (µ1(t)− µ1(0)) +
x

h
(µ2(t)− µ2(0))

)
+

+ f(x, t)−
(

h− x

h
µ′1(t) +

x

h
µ′2(t)

)
,

(x, t) ∈ QT , (14)

µ̃3(t) := µ3(t)− ν1(t)ϕ
′(0)− ν2(t)ϕ

′(h)− 1

h
×

× (ν1(t) + ν2(t))(µ2(t)− µ2(0)− µ1(t)+

+ µ1(0)), t ∈ [0, T ]. (15)

Зауважимо, що при такiй замiнi викону-
ється рiвнiсть

b(x, t)ũx + c(x, t)ũ + f̃(x, t) = b(x, t)ux+

+ c(x, t)u + f(x, t)− (h− x)µ′1(t) + xµ′2(t)
h

,

(16)

а пара функцiй (a(t), ũ(x, t)) є розв’язком за-
дачi

ũt = a(t)ũxx + b(x, t)ũx + c(x, t)ũ + f̃(x, t)+

+ a(t)ϕ′′(x), (x, t) ∈ QT , (17)
ũ(x, 0) = 0, x ∈ [0, h], (18)
ũ(0, t) = 0, ũ(h, t) = 0, t ∈ [0, T ], (19)
ν1(t)ũx(0, t) + ν2(t)ũx(h, t) = µ̃3(t),

t ∈ [0, T ]. (20)

Позначимо

v(x, t) := ũx(x, t), w(x, t) := ũxx(x, t),

(x, t) ∈ QT . (21)

Задача (17)–(19) еквiвалентна рiвнянню

ũ(x, t) =

t∫

0

h∫

0

G1(x, t, ξ, τ)(b(ξ, τ)v(ξ, τ)+

+ c(ξ, τ)ũ(ξ, τ) + f̃(ξ, τ) + a(τ)ϕ′′(ξ))dξdτ.
(22)

Продиференцiюємо (22) по x:

v(x, t) =

t∫

0

h∫

0

G1x(x, t, ξ, τ)(b(ξ, τ)v(ξ, τ)+

+ c(ξ, τ)ũ(ξ, τ) + f̃(ξ, τ) + a(τ)ϕ′′(ξ))dξdτ.
(23)

Аналогiчно, з врахуванням iнтегрування
частинами, маємо:

w(x, t) =

h∫

0

G1(x, t, ξ, 0)ϕ′′(ξ)dξ − ϕ′′(x)+

+

t∫

0

G1ξ(x, t, 0, τ)(−b(0, τ)v(0, τ)−

− f̃(0, τ))dτ −
t∫

0

G1ξ(x, t, h, τ)(−b(h, τ)×

× v(h, τ)− f̃(h, τ))dτ +

t∫

0

h∫

0

G2x(x, t, ξ, τ)×

× (b(ξ, τ)w(ξ, τ) + (bξ(ξ, τ) + c(ξ, τ))v(ξ, τ)+

+ cξ(ξ, τ)ũ(ξ, τ) + f̃ξ(ξ, τ))dξdτ. (24)

Iз леми 2.1.2 [8] вiдомо
t∫

τ

a(σ)G4(0, t, 0, σ)G1ξ(0, σ, ξ, τ)dσ =

= G4(0, t, 0, τ).

Враховуючи цю формулу та властивостi
теплового об’ємного потенцiалу, для функцiї
g ∈ Cα,0(QT ) обчислимо

d

dt

( t∫

0

a(σ)G4(0, t, 0, σ)ν1(σ)dσ×

×
σ∫

0

h∫

0

G1x(0, σ, ξ, τ)g(ξ, τ)dξdτ

)
=

=
d

dt

( t∫

0

t∫

τ

h∫

0

(ν1(σ)− ν1(t))G4(0, t, 0, σ)×

×G1x(0, σ, ξ, τ)g(ξ, τ)a(σ)dξdσdτ

)
+ν ′1(t)×
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×
t∫

0

h∫

0

G4(0, t, ξ, τ)g(ξ, τ)dξdτ + ν1(t)×

× d

dt

( t∫

0

h∫

0

G4(0, t, ξ, τ)g(ξ, τ)dξdτ

)
=

= −ν ′1(t)

t∫

0

h∫

0

G4(0, t, ξ, τ)g(ξ, τ)dξdτ−

− a(t)

t∫

0

t∫

τ

h∫

0

(ν1(σ)− ν1(t))G4σ(0, t, 0, σ)×

×G1x(0, σ, ξ, τ)g(ξ, τ)dξdσdτ + ν1(t)g(0, t)+

+ ν1(t)

t∫

0

dτ

h∫

0

G4t(0, t, ξ, τ)g(ξ, τ)dξ+

+ ν ′1(t)

t∫

0

h∫

0

G4(0, t, ξ, τ)g(ξ, τ)dξdτ =

= a(t)

t∫

0

t∫

τ

h∫

0

(ν1(t)− ν1(σ))G4σ(0, t, 0, σ)×

×G1x(0, σ, ξ, τ)g(ξ, τ)dξdσdτ + ν1(t)g(0, t)+

+ ν1(t)a(t)

t∫

0

dτ

h∫

0

G4xx(0, t, ξ, τ)g(ξ, τ)dξ.

(25)

Порахуємо (25) для g(x, t) = a(t)ϕ′′(x).

d

dt

( t∫

0

a(σ)G4(0, t, 0, σ)ν1(σ)dσ×

×
σ∫

0

h∫

0

G1x(0, σ, ξ, τ)a(τ)ϕ′′(ξ)dξdτ

)
=

= ν1(t)a(t)

h∫

0

G4(0, t, ξ, 0)ϕ′′(ξ)dξ + a(t)×

×
t∫

0

t∫

τ

h∫

0

(ν1(t)− ν1(σ))G4σ(0, t, 0, σ)×

×G1x(0, σ, ξ, τ)a(τ)ϕ′′(ξ)dξdσdτ. (26)

Якщо ж g(x, t) ∈ C1,0(QT ), то застосову-

ючи до (25) iнтегрування частинами, отри-
маємо

d

dt

( t∫

0

a(σ)G4(0, t, 0, σ)ν1(σ)dσ×

×
σ∫

0

h∫

0

G1x(0, σ, ξ, τ)g(ξ, τ)dξdτ

)
= a(t)×

×
t∫

0

t∫

τ

h∫

0

(ν1(t)− ν1(σ))G4σ(0, t, 0, σ)×

×G1x(0, σ, ξ, τ)g(ξ, τ)dξdσdτ + ν1(t)g(0, t)+

+ ν1(t)a(t)

t∫

0

G4ξ(0, t, h, τ)g(h, τ)dτ − ν1(t)×

× a(t)

t∫

0

h∫

0

G4ξ(0, t, ξ, τ)gξ(ξ, τ)dξ. (27)

Щоб отримати рiвняння стосовно a(t),
пiдставляємо (23) у (20). Замiняємо t на σ,
домножуємо цю рiвнiсть на a(σ)G4(0, t, 0, σ),
iнтегруємо вiд 0 до t за σ та диференцiюємо
отриману рiвнiсть по t. Враховуючи вигляд
v(0, t) i v(h, t) та застосовуючи (25), отриму-
ємо рiвняння стосовно a(t):

a(t) = [−ν2(t)(b(h, t)v(h, t) + f̃(h, t))+

+ ν1(t)(b(0, t)v(0, t) + f̃(0, t))]×

×
[ t∫

0

G4(0, t, 0, σ)µ̃′3(σ)dσ−

− ν1(t)

h∫

0

G4(0, t, ξ, 0)ϕ′′(ξ)dξ+

+ ν2(t)

h∫

0

G3(h, t, ξ, 0)ϕ′′(ξ)dξ−

− ν1(t)

t∫

0

G4ξ(0, t, h, τ)(b(h, τ)v(h, τ)+

+ f̃(h, τ))dτ + ν1(t)

t∫

0

h∫

0

G4ξ(0, t, ξ, τ)×

× (b(ξ, τ)w(ξ, τ) + (bx(ξ, τ) + c(ξ, τ))×
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× v(ξ, τ) + cx(ξ, τ)ũ(ξ, τ) + f̃(ξ, τ))dξdτ−

− ν2(t)

t∫

0

G3ξ(h, t, 0, τ)(b(0, τ)v(0, τ)+

+ f̃(0, τ))dτ − ν2(t)

t∫

0

h∫

0

G3ξ(h, t, ξ, τ)×

× (b(ξ, τ)w(ξ, τ) + v(ξ, τ)(bx(ξ, τ)+

+ c(ξ, τ)) + cx(ξ, τ)ũ(ξ, τ) + f̃(ξ, τ))dξdτ−

−
t∫

0

t∫

τ

h∫

0

G4σ(0, t, 0, σ)
(
(ν1(t)− ν1(σ))×

×G1x(0, σ, ξ, τ) + (ν2(t)− ν2(σ))×
×G1x(h, σ, ξ, τ)

)
(a(τ)ϕ′′(ξ) + b(ξ, τ)v(ξ, τ)+

+ c(ξ, τ)ũ(ξ, τ) + f̃(ξ, τ))dξdσdτ

]−1

,

t ∈ [0, T ]. (28)

Iз (21) та способу отримання системи
(22), (23), (24), (28) бачимо, що вона еквi-
валентна задачi (17) – (20).
4. Iснування розв’язку задачi (17)-(20).
Теорема 1. Нехай виконуються умови
(A1)-(A3). Тодi задача (17)-(20) має при-
наймнi один розв’язок (a, ũ) ∈ C([0, t∗]) ×
C2,1(Qt∗), де t∗ ∈ (0, T ] визначається з ви-
хiдних даних.

Доведення. Щоб довести iснування
розв’язку задачi (17)–(20), за допомогою
теореми Шаудера доведемо iснування
розв’язку системи рiвнянь (22), (23), (24),
(28). Для цього встановлюємо апрiорнi
оцiнки функцiй a(t), ũ(x, t), v(x, t), w(x, t).

Оскiльки замiна (13), що пов’язує u та
ũ, лiнiйна, то, враховуючи обмеженiсть ви-
хiдних даних та нерiвностi (6), (11), отриму-
ємо |ũ(x, t)| 6 M3, |v(x, t)| 6 M4, (x, t) ∈
QT .

Використовуючи (13), (14) та (12), пере-
конуємось, що виконується спiввiдношення:

− b(0, t)ṽ(0, t)− f̃(0, t) = µ′1(t)− b(0, t)×
× ux(0, t)− c(0, t)µ1(t)− f(0, t) > M2 > 0,

− b(h, τ)ṽ(h, t)− f̃(h, t) = µ′2(t)− b(h, t)×
× ux(h, t)− c(h, t)µ2(t)− f(h, t) > M2 > 0,

t ∈ [0, T ]. (29)

Оцiнюємо чисельник R(t) виразу a(t) з
(28), враховуючи (A2):

0 < C1 6 R(t) 6 C2, t ∈ [0, T ].

Тепер проведемо оцiнку a(t) зверху. По-
кажемо, що знаменник виразу a(t) бiльший
за додатну сталу. Для цього оцiнимо вираз

− ν1(t)

h∫

0

G4(0, t, ξ, 0)ϕ′′(ξ)dξ + ν2(t)×

×
h∫

0

G3(h, t, ξ, 0)ϕ′′(ξ)dξ > min
[0,h]

ϕ′′(x)×

×min
[0,T ]

{−ν1(t), ν2(t)}



h∫

0

G3(h, t, ξ, 0)dξ+

+

h∫

0

G4(0, t, ξ, 0)dξ


 .

Функцiя u(x, t) ≡ 1 є розв’язком крайової
задачi:

ut = a(t)uxx, (x, t) ∈ QT ,

u(x, 0) = 1, x ∈ [0, h],

u(0, t) = 1, ux(h, t) = 0, t ∈ [0, T ].

Iз єдиностi розв’язку цiєї задачi отриму-
ємо

1 =

h∫

0

G3(x, t, ξ, 0)dξ+

t∫

0

G3ξ(x, t, 0, τ)a(τ)dτ.

Аналогiчнi мiркування застосовуємо до
h∫
0

G4(x, t, ξ, 0)dξ i отримуємо:

h∫

0

(G3(h, t, ξ, 0) + G4(0, t, ξ, 0))dξ = 2−

−
t∫

0

G3ξ(h, t, 0, τ)a(τ)dτ+

+

t∫

0

G4ξ(0, t, h, τ)a(τ)dτ.
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Використаємо це, щоб продовжити оцiн-
ку iнтеграла:

− ν1(t)

h∫

0

G4(0, t, ξ, 0)ϕ′′(ξ)dξ + ν2(t)×

×
h∫

0

G3(h, t, ξ, 0)ϕ′′(ξ)dξ > C3

(
2−

t∫

0

a(τ)×

×G3ξ(h, t, 0, τ)dτ +

t∫

0

a(τ)G4ξ(0, t, h, τ)dτ
)
.

Усi iншi доданки у знаменнику виразу
a(t) є iнтегралами вiд 0 до t i прямують до
нуля при t → 0 за властивостями iнтегралiв
вiд функцiї Грiна. Отже, на деякому звуже-
ному промiжку [0, t1] їх сума не перевищу-
ватиме 1, тому знаменник виразу a(t) буде
не менший, нiж C3. В результатi оцiнка a(t)
матиме вигляд:

a(t) 6 C2/C3 := A1, t ∈ [0, t1]. (30)

Забезпечимо виконання припущення (8).
Враховуючи замiну (13), uxx(x, t) = ϕ′′(x) +
ũxx(x, t), тому

uxx(x, t) = ϕ′′(x) +

t∫

0

dτ

h∫

0

G1xx(x, t, ξ, τ)×

× (b(ξ, τ)v(ξ, τ) + c(ξ, τ)ũ(ξ, τ) + f̃(ξ, τ)+

+ a(τ)ϕ′′(ξ))dξ. (31)

Оскiльки f ∈ C1,0(QT ), b, c ∈
C1,0(QT ), ϕ ∈ C2+α([0, h]), то iнтеграл у
(31) є неперервною функцiєю за теоремою
4, с.21 iз [9] i прямує до нуля при t → 0.
Тодi iснує t2 ∈ [0, T ], що виконується

uxx(x, t) >
min

x∈[0,h]
ϕ′′(x)

2
= C4 > 0,

(x, t) ∈ Qt2 .

Введемо функцiю amin(t) := min
τ∈[0,t]

a(τ),

t ∈ [0, T ] та встановимо оцiнку зверху w(x, t)
iз рiвняння (24), враховуючи обмеженiсть

вихiдних даних та вже встановленi оцiнки:

w(x, t) 6 C5 +
C6

amin(t)

t∫

0

G1ξ(x, t, 0, τ)×

× a(τ)dτ − C7

amin(t)

t∫

0

a(τ)G1ξ(x, t, h, τ)dτ+

+

t∫

0

h∫

0

|G1ξ(x, t, ξ, τ)|(|b(ξ, τ)|w(ξ, τ)+

+ C8)dξdτ. (32)

Враховуючи явний вигляд G1ξ(0, σ, ξ, τ) та
проводячи замiну z = ξ+2nh

2
√

θ(σ)−θ(τ)
, отрима-

ємо
h∫
0

|G1ξ(x, t, ξ, τ)|dξ 6 C9√
θ(t)−θ(τ)

. Iз вла-

стивостей функцiї Грiна першої крайової

задачi маємо
t∫

0

a(τ)G1ξ(x, t, 0, τ)dτ 6 1 та

−
t∫

0

a(τ)G1ξ(x, t, h, τ)dτ 6 1. Вводимо позна-

чення W (t) := max
x∈[0,h]

|w(x, t)| та застосовуємо

оцiнки ũ(x, t), v(x, t) i умови на вихiднi данi,
щоб отримати iз (32) нерiвнiсть:

W (t) 6 C5 +
C10

amin(t)
+ C11

t∫

0

W (τ)dτ√
θ(t)− θ(τ)

.

(33)

Позначимо r(t) :=
t∫

0

W (τ)√
(θ(t)−θ(τ))

dτ та за-

стосуємо нерiвнiсть (33) саму до себе:

r(t) 6 C5

t∫

0

dσ√
θ(t)− θ(σ)

+ C10×

×
t∫

0

dσ

amin(σ)
√

θ(t)− θ(σ)
+ C11×

×
t∫

0

dσ√
θ(t)− θ(σ)

σ∫

0

W (τ)dτ√
(θ(σ)− θ(τ))

.

Змiнюючи порядок iнтегрування та врахо-
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вуючи
t∫

τ

a(σ)dσ√
(θ(t)−θ(σ))(θ(σ)−θ(τ))

= π, отримуємо

r(t) 6 2
√

tC5

a
1/2
min(t)

+
2
√

tC10

a
3/2
min(t)

+
C11π

amin(t)

t∫

0

W (τ)dτ.

(34)

Iнтегруємо (33):

t∫

0

W (τ)dτ 6 C5t +
C10t

amin(t)
+ C11

t∫

0

r(τ)dτ.

(35)

Пiдставляємо (35) у (34), враховуючи
(30), та отримуємо наступну iнтегральну не-
рiвнiсть стосовно r(t):

r(t) 6 C12
t1/2

a
3/2
min(t)

+
C2

11π

amin(t)

t∫

0

r(τ)dτ. (36)

Застосовуємо до (36) лему 2.2.2 iз [8], про-
водимо певнi спрощення та отримуємо:

r(t) 6 C13
t1/2

a2
min(t)

+ C14
t2

a
5/2
min(t)

exp

(
C2

11πt

amin(t)

)
.

(37)

Перейдемо до оцiнки a(t) знизу, для цьо-
го встановимо оцiнку iнтегралiв, що знахо-
дяться у знаменнику виразу (28). За [8] ви-
конуються оцiнки:
∣∣∣∣∣∣

t∫

0

G4(0, t, 0, σ)µ′3(σ)dσ

∣∣∣∣∣∣
6

2max
[0,T ]

|µ′3(t)|t1/2

√
πamin(t)

,

− ν1(t)

h∫

0

G4(0, t, ξ, 0)ϕ′′(ξ)dξ 6 max
[0,h]

ϕ′′(x)×

×max
[0,T ]

(−ν1(t)),

∣∣∣∣∣ν1(t)

t∫

0

G4ξ(0, t, h, τ)(b(h, τ)v(h, τ)+

+ f̃(h, τ))dτ

∣∣∣∣∣6 C15t.

Застосуємо до наступного iнтеграла тео-
рему Лагранжа про середнє:

t∫

0

dτ

t∫

τ

|(ν1(σ)− ν1(t))G4σ(0, t, 0, σ)|dσ×

×
h∫

0

G1x(0, σ, ξ, τ)dξ 6 max
[0,T ]

|ν ′1(t)|
t∫

0

dτ×

×
t∫

τ

(t− σ)a(σ)|G4xx(0, t, 0, σ)|dσ

×
h∫

0

G1x(0, σ, ξ, τ)dξ.

Iз вигляду G4xx(0, t, 0, σ) маємо

|G4xx(0, t, 0, σ)| 6 C16√
θ(t)− θ(σ)

×

×
(

1 +
1

θ(t)− θ(σ)

)
.

Враховуючи отриману вище оцiнку
h∫
0

|G1ξ(x, σ, ξ, τ)|dξ, знаходимо

t∫

0

dτ

t∫

τ

|(ν1(t)− ν1(σ))G4σ(0, t, 0, σ)|dσ×

×
h∫

0

|G1x(0, σ, ξ, τ)|dξ 6 C17×

×
t∫

0

dτ

t∫

τ

a(σ)(t− σ)√
(θ(t)− θ(σ))(θ(σ)− θ(τ))

×

×
(

1 +
1

amin(t)(t− σ)

)
dσ 6 C18×

×
(

t2 +
t

amin(t)

)
.

Нарештi, розглядаємо

∣∣∣∣ν1(t)

t∫

0

h∫

0

(b(ξ, τ)w(ξ, τ) + (bξ(ξ, τ)+

+ c(ξ, τ))v(ξ, τ) + cξ(ξ, τ)ũ(ξ, τ) + f̃ξ(ξ, τ))×
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×G4ξ(0, t, ξ, τ)dξdτ

∣∣∣∣6
t∫

0

(W (τ) + 1)dτ√
θ(t)− θ(τ)

×

× C19 6 C20

( √
t√

amin(t)
+ r(t)

)
.

Iншi доданки зi знаменника оцiнюються
аналогiчно, тож отримуємо таку нерiвнiсть
стосовно amin(t):

amin(t) > C21

[
1 + C22

t1/2

a2
min(t)

+ C23
t2

a
5/2
min(t)

×

× exp

(
C2

11t

amin(t)

)]−1

.

Звiдси випливає, що

amin(t) > 1

C21

− C22t
1/2

C21amin(t)
− C23t

2

C21a
3/2
min(t)

×

× exp

(
C2

11t

amin(t)

)
.

Тодi iснує таке t3 ∈ [0, T ], що amin(t) >
1

2C21
:= A0, t ∈ [0, t3].

Позначимо t∗ := min{t1, t2, t3}. Маючи
оцiнку a(t) знизу, iз (33) та (37) отримуємо
W (t) 6 M5, а отже |w(x, t)| 6 M5, (x, t) ∈
Qt∗. Отже, оцiнки розв’язкiв системи рiв-
нянь (22), (23), (24), (28) встановлено на де-
якому звуженому промiжку часу [0, t∗]. На
множинi

N := {(ũ, v, w, a) ∈ (C(Qt∗)
3 × C([0, t∗]) :

|ũ(x, t)| 6 M3, |v(x, t)| 6 M4, |w(x, t)| 6 M5,

A0 6 a(t) 6 A1}
розглянемо рiвняння

ω = Pω, (38)

в якому ω = (ũ, v, w, a), а оператор P =
(P1, P2, P3, P4) визначається правими части-
нами (22)-(24), (28). З оцiнок, що були вста-
новленi в ходi доведення теореми, випливає,
що оператор P переводить множину N у се-
бе. Аналогiчно до [8] встановлюємо, що P
цiлком неперервний на N . За теоремою Ша-
удера про нерухому точку цiлком неперерв-
ного оператора отримуємо iснування непе-
рервного розв’язку (38). Враховуючи зв’я-
зок (21) мiж розв’язком системи (22), (23),

(24), (28) та задачi (17) – (20), отримуємо
iснування розв’язку (17)-(20) , тобто пари
функцiй (a(t), ũ(x, t)) ∈ C([0, t∗])×C2,1(Qt∗).
Теорему доведено.

Зауважимо, що знак нерiвностi в умовi
ν1(t) + ν2(t) > 0 можна змiнити на протиле-
жний. Зробивши належнi припущення щодо
iнших величин, якi входять до (A2), аналогi-
чно можна довести вiдповiдну теорему iсну-
вання.

У випадку ν1(t) + ν2(t) = 0 умова пере-
визначення (4) набуває вигляду ux(h, t) −
ux(0, t) = µ4(t), t ∈ [0, T ]. Система рiвнянь
(22)-(24), (28) отримується аналогiчно, з вiд-
повiдними спрощеннями у рiвняннi стосовно
a(t). У доведеннi iснуваня розв’язку оцiнки
розв’язкiв даної системи випливають iз iн-
тегральних нерiвностей, що частково повто-
рюють доведення теореми 1.
6. Єдинiсть розв’язку.
Теорема 2. Якщо b, c ∈ Cα,0(QT ) i викону-
ється умова

ν2(t)ϕ
′′(h)− ν1(t)ϕ

′′(0) 6= 0, t ∈ [0, T ],

то розв’язок (1)-(4) єдиний у класi
C([0, T0]) × C2+α,1(QT0

), де T0 ∈ (0, T ]
визначається з вихiдних даних.

Доведення. Припустимо, що iсну-
ють двi пари функцiй (a1(t), u1(x, t)) та
(a2(t), u2(x, t)) – розв’язки (1)-(4). Вве-
демо новi функцiї â(t) = a1(t) − a2(t) та
û(x, t) = u1(x, t)−u2(x, t). Тодi пара функцiй
(â(t), û(x, t)) є розв’язком задачi

ût = a1(t)ûxx + b(x, t)ûx + c(x, t)û + â(t)u2xx,

(x, t) ∈ QT , (39)
û(x, 0) = 0, x ∈ [0, h], (40)
û(0, t) = 0, û(h, t) = 0, t ∈ [0, T ], (41)
ν1(t)ûx(0, t) + ν2(t)ûx(h, t) = 0, t ∈ [0, T ].

(42)

Позначимо Ĝk(x, t, ξ, τ) функцiю Грiна
рiвняння ût = a1(t)ûxx, що задовольняє вiд-
повiднi крайовi умови. Оскiльки a1(t) – вiдо-
ма функцiя, û(x, t) є розв’язком задачi (39)-
(41), то виконується рiвнiсть:

û(x, t) =

t∫

0

h∫

0

Ĝ1(x, t, ξ, τ)(b(ξ, τ)v̂(ξ, τ)+
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+ c(ξ, τ)û(ξ, τ) + â(τ)u2ξξ(ξ, τ))dξdτ, (43)

де v̂(x, t) = ûx(x, t). Диференцiюємо (43) та
отримуємо :

v̂(x, t) =

t∫

0

h∫

0

Ĝ1x(x, t, ξ, τ)(b(ξ, τ)v̂(ξ, τ)+

+ c(ξ, τ)û(ξ, τ) + â(τ)u2ξξ(ξ, τ))dξdτ. (44)

Пiдставляємо (44) у (42) та застосовуємо
(25), в результатi чого отримаємо:

â(t) =
1

ν2(t)u2xx(h, t)− ν1(t)u2xx(0, t)
×

×
t∫

0

dτ

h∫

0

(b(ξ, τ)v̂(ξ, τ) + c(ξ, τ)û(ξ, τ)+

+ â(τ)u2ξξ(ξ, τ))

(
(b(0, t) + b(h, t))ν1(t)×

× Ĝ1x(0, t, ξ, τ) + ν1(t)a1(t)Ĝ4xx(0, t, ξ, τ)−

− ν2(t)a1(t)Ĝ3xx(h, t, ξ, τ) +

t∫

τ

a1(σ)×

× Ĝ4t(0, t, 0, σ)
(
(ν1(t)− ν1(σ))×

× Ĝ1x(0, σ, ξ, τ) + (ν2(t)− ν2(σ))×

Ĝ1x(h, σ, ξ, τ))dσ

)
dξ. (45)

Залишилось показати, що ν2(t)u2xx(h, t)−
ν1(t)u2xx(0, t) 6= 0. Оскiльки (a2, u2) є
розв’язком задачi (1)–(4), то, застосовуючи
(13)-(16) до (31), отримаємо

u2xx(x, t) = ϕ′′(x) +

t∫

0

dτ

h∫

0

G∗
1xx(x, t, ξ, τ)×

×
(
b(ξ, τ)u2ξ(ξ, τ) + c(ξ, τ)u2(ξ, τ) + f(ξ, τ)−

− (h− ξ)µ′1(τ) + ξµ′2(τ)

h
+ a2(τ)ϕ′′(ξ)

)
dξ,

де G∗
k(x, t, ξ, τ) – функцiя Грiна рiвняння

u∗t = a1(t)u
∗
xx, що задовольняє вiдповiднi

крайовi умови.
Розглянемо рiзницю

ν2(t)u2xx(h, t)− ν1(t)u2xx(0, t) = ν2(t)ϕ
′′(h)−

− ν1(t)ϕ
′′(0) +

t∫

0

dτ

h∫

0

(ν2(t)G
∗
1xx(h, t, ξ, τ)−

− ν1(t)G
∗
1xx(0, t, ξ, τ))

(
b(ξ, τ)u2x(ξ, τ)+

+ c(ξ, τ)u2(ξ, τ) + f(ξ, τ)− (h− ξ)µ′1(τ)

h
−

− ξµ′2(τ)

h
+ a2(τ)ϕ′′(ξ)

)
dξ.

Подвiйний iнтеграл у данiй рiвностi є не-
перервною функцiєю за теоремою 4, с.21
iз [9], оскiльки u2 ∈ C2+α,1(QT ), b, c ∈
Cα,0(QT ), та прямує до нуля при t → 0.

З умов теореми ν2(t)ϕ
′′(h) − ν1(t)ϕ

′′(0) 6=
0. Нехай, наприклад, ν2(t)ϕ

′′(h) −
ν1(t)ϕ

′′(0) > 0. Тодi iснує таке T0 ∈ [0, T ], що

ν2(t)u2xx(h, t)− ν1(t)u2xx(0, t) >

> ν2(t)ϕ
′′(h)− ν1(t)ϕ

′′(0)

2
> 0, (x, t) ∈ QT0 .

Таким чином отримуємо додатнiсть знамен-
ника (45).

Отримали систему iнтегральних рiвнянь
Вольтерра II роду (43)-(45). Оскiльки u2 ∈
C2+α,1(QT ), b, c ∈ Cα,0(QT ), то b(x, t)v̂(x, t) +
c(x, t)û(x, t)+ â(t)u2xx(x, t) задовольняє умо-
ву Гельдера по x. Тодi за теоремою 4,
с.21 iз [9] ядра системи (43)-(45) iнтегров-
нi, тому iз властивостей iнтегральних рiв-
нянь Вольтерра II роду, (43)-(45) має єдиний
розв’язок û(x, t) = 0, v̂(x, t) = 0, (x, t) ∈
QT0

, â(t) = 0, t ∈ [0, T0]. Звiдси випли-
ває, що розв’язок (1)-(4) єдиний у класi
C([0, T0])× C2+α,1(QT0

).
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