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КЛАСИФIКАЦIЯ НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ
НА ДОБУТКУ ПРЯМИХ ЗОРҐЕНФРЕЯ

Доводиться, що кожна неперервна функцiя f : S→ Y , визначена на прямiй Зорґенфрея
S, належить до першого класу Бера на R, якщо Y – топологiчний векторний простiр. Крiм
того, при n ≥ 1 встановлено, що кожна неперервна функцiя f : Sn → Y належить до першого
класу Бера на Rn, якщо Y – метризовний лiнiйно зв’язний i локально лiнiйно зв’язний простiр.

We prove that every continuous function f : S→ Y , defined on the Sorgenfrey line S, belongs
to the first Baire class on R if Y is a topological vector space. Moreover, we show for n ≥ 1 that
every continuous function f : Sn → Y belongs to the first Baire class on Rn if Y is a metrizable
arcwise connected and locally arcwise connected space.

1. Вступ Сукупнiсть усiх неперервних
вiдображень мiж топологiчними простора-
ми X та Y ми позначаємо через C(X,Y ).

Кажуть, що вiдображення f : X → Y на-
лежить до першого класу Бера, якщо iснує
послiдовнiсть (fn)∞n=1 вiдображень з класу
C(X, Y ), яка поточково збiгається до f на X.
Сукупнiсть усiх вiдображень першого класу
Бера мiж просторами X та Y позначається
символом B1(X,Y ).

Прямою Зорґенфрея S називається чи-
слова пряма, надiлена топологiєю S, базу
Ux околiв точки x в якiй утворює сiм’я про-
мiжкiв Ux = ([x, x + ε) : ε > 0). Оскiльки
топологiя S сильнiша, нiж евклiдова топо-
логiя E на числовiй прямiй, то кожна не-
перервна функцiя f : R → Y зi значен-
нями в довiльному топологiчному просторi
Y неперервна i на S. Обернене твердження
не вiрне: наприклад, характеристична фун-
кцiя промiжку [0, 1) неперервна в топологiї
S, але розривна в точках x = 0 та x = 1
в топологiї E ; в той же час легко бачити,
що ця функцiя належить до першого кла-
су Бера на R. Таким чином, природно вини-
кає питання, чи кожна неперервна функцiя
на прямiй Зорґенфрея належить до певного
класу Бера в топологiї E? Виявляється, що
вiдповiдь на це питання позитивна, а саме,
ми встановлюємо у пунктi 2, що включен-
ня C(S, Y ) ⊆ B1(R, Y ) вiрне для довiльного

топологiчного векторного простору Y .
У статтi [4] У. Бейд встановив, що кожна

неперервна функцiя f : S2 → R належить до
першого класу Бера на R2. Крiм того, вiн за-
уважив, посилаючись на препринт С. Мрув-
ки [5], що включення C(Sn,R) ⊆ B1(Sn,R)
вiрне для довiльного n.

У пунктi 3, розвиваючи метод з [4], ми до-
водимо вищезгадане включення i з його до-
помогою показуємо, що довiльна неперерв-
на функцiя f : Sn → Y належить до кла-
су B1(Rn, Y ) у випадку, коли Y – довiльний
метризовний лiнiйно зв’язний i локально лi-
нiйно зв’язний простiр та n ∈ N.

2. Неперервнi функцiї на прямiй
Зорґенфрея

Теорема 1. Нехай Y – топологiчний ве-
кторний простiр i f : S → Y – неперервна
функцiя. Тодi f ∈ B1(R, Y ).

Доведення. Для всiх n ∈ N i k ∈ Z позна-
чимо

Bk,n =
[k

n
,
k + 1

n

)

i розглянемо покриття An = (Bk,n : k ∈ Z)
числової прямої R. Для всiх n ∈ N i k ∈
Z визначимо вiдображення fk,n : Bk,n → Y
формулою

fk,n(x) = f
(

k+1
n

)
+ (nx−k)

(
f
(

k+2
n

)− f
(

k+1
n

))

i зауважимо, що вiдображення fk,n неперер-
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вне на Bk,n з топологiєю, iндукованою з R.
Тепер для кожного n ∈ N покладемо

fn(x) = fk,n(x),

якщо x ∈ Bk,n для деякого k ∈ Z. Оскiльки

fk,n

(k + 1

n

)
= f

(k + 2

n

)
= fk+1,n

(k + 1

n

)

для всiх n ∈ N та k ∈ Z, то кожне вiдобра-
ження fn : R→ Y неперервне.

Покажемо, що fn(x) → f(x) поточково на
R. Зафiксуємо x ∈ R i окiл V точки y = f(x)
в просторi Y . Виберемо заокруглений окiл
нуля U в Y , такий, що U +U ⊆ V . Оскiльки
вiдображення f : S → Y неперервне в точцi
x, то iснує таке δ > 0, що

f(u)− f(x) ∈ U

для всiх u ∈ [x, x + δ). Виберемо n0 ∈ N так,
що 2

n0
< δ. Нехай n ≥ n0 i k ∈ Z – таке число,

що x ∈ [ k
n
, k+1

n
). Тодi

f
(k + 1

n

)
− f(x) ∈ U i f

(k + 2

n

)
− f(x) ∈ U

оскiльки {k+1
n

, k+2
n
} ⊆ [x, x + δ). Оскiльки

fn(x)−f(x)=(k + 1−nx)(f
(k + 1

n

)−f(x))+

+(nx− k)(f
(k + 2

n

)− f(x)),

то

fn(x)− f(x) ∈ (k + 1− nx)U + (nx− k)U ⊆
⊆ U + U ⊆ V.

Отже, lim
n→∞

fn(x) = f(x) для кожного x ∈ R.
Таким чином, f ∈ B1(R, Y ).

3. Неперервнi функцiї на добутку
прямих Зорґенфрея

Введемо спочатку деякi позначення. Не-
хай a = (a1, ..., am) ∈ Rm i r > 0 . Позначимо

B[a, r) =
m∏

i=1

[ai, ai + r),

B[a, r] =
m∏

i=1

[
ai − r

2
, ai +

r

2

]
.

Означення 1. Послiдовнiсть (En)∞n=1 ви-
мiрних пiдмножин Rm збiгається регуляр-
но до точки x0 ∈ Rm (див. [6, c. 366]), якщо
iснує послiдовнiсть (Bn)∞n=1 m−вимiрних ку-
бiв Bn = B[x0, rn] з центром в точцi x0 радi-
уса rn > 0, яка задовольняє наступнi умови:

1) En ⊆ Bn для кожного n ∈ N;

2) lim
n→∞

rn = 0.

Означення 2. Система F пiдмножин Rm

покриває множину E ⊆ Rm в сенсi Вiта-
лi [6, с. 366], якщо для кожного x ∈ E iснує
послiдовнiсть (Fn)∞n=1 множин з F , яка ре-
гулярно збiгається до точки x.

Нам буде потрiбний наступний важливий
результат (див. [6, теорема 70.2]).

Теорема 2 (теорема Вiталi про покриття).
Нехай E – вимiрна пiдмножина простору
Rm i F – система замкнених множин, яка
покриває множину E в сенсi Вiталi. Тодi
iснує послiдовнiсть (Fn)∞n=1 попарно непере-
тинних множин з F , така, що

µ(E\
∞⋃

n=1

Fn) = 0.

Лема 1. Нехай f : Rm → R – iнтегровна за
Лебеґом функцiя, r > 0 i

A = {p ∈ Rm : |f(p)| ≤ r}.

Тодi функцiя h : Rm → R, визначена за пра-
вилом

h(p) =
∫

B[p,r)

f(q)χ
A
(q)dµ

неперервна на Rm.

Доведення. Зафiксуємо p0 ∈ Rm i ε > 0. По-
кладемо δ =

√
ε
2r

i зауважимо, що

µ(B[p, r) M B[p0, r)) <
ε

r
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для всiх p ∈ B[p0, δ]. Тодi

|h(p)− h(p0)| =
= |

∫

B[p,r)

f(q)χA(q)dµ−
∫

B[p0,r)

f(q)χA(q)dµ| ≤

≤
∫

B[p,r)MB[p0,r)

|f(q)χA(q)|dµ ≤

≤
∫

B[p,r)MB[p0,r)

|f(q)|dµ ≤ rµ(B[p, r) M B[p0, r)).

Звiдси випливає, що

|h(p)− h(p0)| ≤ ε

для всiх p ∈ B[p0, δ]. Таким чином, функцiя
h неперервна в точцi p0.

Теорема 3. Кожна неперервна функцiя
f : Sm → R при m ∈ N належить до класу
B1(Rm,R).

Доведення. Зафiксуємо ε > 0 i побудуємо
систему Fε замкнених множин в Rm, яка по-
криває простiр Rm в сенсi Вiталi. Для ко-
жного n ∈ N та k1, ..., km ∈ Z покладемо

Γn
k1,...,km

=
k∏

i=1

[ki

n
,
ki + 1

n

]
.

Оскiльки функцiя f : Sm → R неперервна,
то для кожного p ∈ Sm iснує δε

p > 0, таке, що
виконується нерiвнiсть

|h(p)− h(p0)| ≤ ε

для всiх q ∈ B[p, δε
p]. Позначимо

Aε = {B[p, δε
p] : p ∈ Sm}.

Покладемо

Fn,ε = (Γn
k1,...,km

∩B[p, δε
p] : p ∈ Sm, ki ∈ Z)

i

Fε =
∞⋃

n=1

Fn,ε.

Зауважимо, що diam F ≤
√

2
n

для довiль-
ної множини F ∈ Fn,ε. Доведемо, що сiм’я
Fε покриває Rm в сенсi Вiталi. Зафiксуємо

p0 ∈ Rm. Для довiльного номера n iснують
числа kn

1 , . . . , kn
m ∈ Z, такi, що p0 ∈ Γn

kn
1 ,...,kn

m
.

Позначимо

Fn = Γn
kn
1 ,...,kn

m
∩B[p0, δp0 ] =

m∏
i=1

[ai, bi].

Тодi Fn ∈ Fε. Зауважимо, що

Fn ⊆ Bn =
m∏

i=1

[2ai − bi, bi]

i

diam Bn ≤ 2
√

2

n
−→ 0.

Звiдси i одержуємо, що Fε покриває Rm в
сенсi Вiталi.

Отже, за теоремою Вiталi, iснує послi-
довнiсть (Cε

n)∞n=1 m–вимiрних кубiв Cε
n =

m∏
i=1

[aε
i,n, b

ε
i,n] з системи Fε, така, що

µ(Sn\
∞⋃

n=1

Cε
n) = 0.

Визначимо функцiю gε : Rm → R наступ-
ним чином:

gε(p) =
{ f((aε

1,n, ..., aε
m,n)), p ∈ Cε

n,
0, iнакше.

Згiдно з [3, c. 10] функцiя gε вимiрна за
Лебеґом на Rm. Пiдставляючи ε = 1

n
, ми

одержимо послiдовнiсть вимiрних функцiй
g 1

n
: Rn → R, яка майже скрiзь рiвномiр-

но збiгається до функцiї f на Rn, оскiльки
справедлива нерiвнiсть

|g 1
n
(p)− f(p)| < 1

n

для всiх p ∈
∞⋃

n=1

Cε
n. Тому, за теоремою 1 з [3,

c. 29], функцiя f теж вимiрна за Лебеґом.
Для кожного n ∈ N позначимо

An = {p ∈ Rm : |f(p)| ≤ n}
i визначимо функцiю hn : Rm → R форму-
лою:

hn(p) = nm

∫

B[p, 1
n

)

f(q)χAn(q)dµ.
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Застосувавши лему 1, ми отримаємо, що ко-
жна функцiя hn неперервна на Rm.

Залишилось показати, що

lim
n→∞

hn(p) = f(p)

для всiх p ∈ Rm. Зафiксуємо точку p ∈ Rm

та ε > 0. З неперервностi функцiї f у точцi
p на Sm випливає, що iснує таке n0 ∈ N, що

|f(q)− f(p)| < ε

для всiх q ∈ B[p, 1
n0

). Тодi для всiх n ≥ n0

маємо

|hn(p)− f(p)| ≤ nm

∫

B[p, 1
n

)

|f(q)− f(p)|dµ <

< nm · ε · µ(B[p,
1

n
)) = ε.

Таким чином, f ∈ B1(Rm,R).

4. Класифiкацiя функцiй зi значен-
нями в метризовних зв’язних просто-
рах

Нагадаємо, що топологiчний простiр Y
називається лiнiйно зв’язним, якщо для до-
вiльних x, y ∈ Y iснує неперервна функцiя
γ : [0, 1] → Y , така, що γ(0) = x i γ(1) = y.

Простiр Y називається локально лiнiйно
зв’язним, якщо для кожного x ∈ Y i довiль-
ного околу V точки x iснує окiл U цiєї точки,
такий, що для кожного y ∈ U iснує непе-
рервна функцiя γ : [0, 1] → V з властивiстю
γ(0) = x i γ(1) = y.

Теорема 4. Нехай Y – метризовний лiнiй-
но зв’язний i локально лiнiйно зв’язний про-
стiр. Тодi

C(Sm, Y ) ⊆ B1(Sm, Y )

для довiльного m ∈ N.
Доведення. Нехай m ∈ N, f : Sm → Y –
неперервне вiдображення i d – метрика на
просторi Y , яка породжує його топологiчну
структуру.

Зауважимо, що оскiльки простiр Sm се-
парабельний, а вiдображення f неперервне,
то образ Z = f(Sm) сепарабельний. Перевi-
римо, що вiдображення f належить до пер-
шого класу Лебеґа на Rm, тобто, що про-
образ довiльної вiдкритої множини V в Z

є множиною типу Fσ в Rm. Оскiльки Z за-
довольняє другу аксiому злiченностi, то до-
сить довести, що прообраз кожної кулi є Fσ-
множиною. Отже, зафiксуємо y0 ∈ Z i r > 0.
Розглянемо неперервну функцiю g : Z →
[0, +∞),

g(y) = d(y, y0).

Зауважимо, що

B = {y ∈ Z : d(y, y0) < r} = g−1([0, r)).

Покладемо h = g ◦ f . Тодi

h ∈ C(Sm,R) ⊆ B1(Rm,R)

за теоремою 3. Тому h належить до першо-
го класу Лебеґа на Rm за теоремою Лебеґа-
Гаусдорфа [2]. Оскiльки

f−1(B) = h−1([0, r)),

то множина f−1(B) є типу Fσ в Rm, звiд-
ки випливає, що f : Rm → Z належить до
першого класу Лебеґа. Тодi f ∈ B1(Rm, Y )
згiдно з [1, Теорема 1].
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