
УДК 519.21

c©2015 р. Д.М. Карвацький

Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова

ВЛАСТИВОСТI РОЗПОДIЛУ ВИПАДКОВОЇ НЕПОВНОЇ СУМИ
ЗБIЖНОГО ЗНАКОДОДАТНОГО РЯДУ, ЧЛЕНИ ЯКОГО УТВОРЮЮТЬ

УЗАГАЛЬНЕНУ ПОСЛIДОВНОСТЬ ФIБОНАЧЧI

У статтi вивчається Лебегiвська структура, топологiчнi, метричнi та фрактальнi властиво-
стi розподiлу випадкової неповної суми збiжного ряду, члени якого є елементами узагальненої
послiдовностi Фiбоначчi, а саме, послiдовностi члени якої (починаючи з третього) володiють
властивiстю un+2 = pun+1 + sun, де u1, u2, p, s — фiксованi додатнi дiйснi числа.

In this paper we study Lebesque structure, topological, metric and fractal properties of the
distribution of random incomplete sum of the convergent series, whose terms are elements of a
Fibonacci generalized sequence, namely, the sequence whose terms satisfy the following condition
un+2 = pun+1 + sun, where u1, u2, p, s are fixed positive real numbers.

Вступ.
Послiдовнiсть дiйсних чисел (un) , члени

якої (починаючи з третього) володiють вла-
стивiстю

un+2 = pun+1 + sun, (1)

де u1, u2, p, s ∈ R, називатимемо узагальне-
ною послiдовнiстю Фiбоначчi.

Узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi є
чотирьохпараметричним об’єктом, бо з (1)
зрозумiло, що вираз її загального члена за-
лежить вiд параметрiв u1, u2, p, s. Тривi-
альним прикладом узагальненої послiдовно-
стi Фiбоначчi є (0) = (0, 0, 0, . . .) — нуль-
послiдовнiсть. Очевидно, що коли (un)∞n=1

— узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi, то
(un)∞n=m — теж узагальнена послiдовнiсть
Фiбоначчi. Прикладами узагальнених послi-
довностей Фiбоначчi є довiльнi геометричнi
прогресiї, класична послiдовнiсть Фiбонач-
чi, послiдовнiсть Люка, послiдовнiсть Пел-
ля, послiдовнiсть Якобшталя та iншi.

Множина

F = {(un) : u1, u2 ∈ R, un+2 = pun+1 + sun}
узагальнених послiдовностей Фiбоначчi, з
фiксованими параметрами p та s, утворює
двовимiрний лiнiйний простiр [8]. На мно-
жинi таких послiдовностей можна приро-
днiм способом ввести лiнiйнi операцiї, ска-
лярний добуток, норму, метрику.

1. Знакододатний ряд, члени якого
утворюють узагальнену послiдовность
Фiбоначчi.

Розглянемо знакододатнiй ряд

u1 + u2 +
∞∑

n=1

un+2, un+2 = pun+1 + sun, (2)

u1, u2, p, s ∈ R+, n ∈ N,

тобто ряд, члени якого є елементами уза-
гальненої послiдовностi Фiбоначчi з дода-
тними початковими параметрами u1, u2, p, s.

Теорема 1. (Формула типу Бiне).
Для загального члена ряду (2) справедлива
наступна рiвнiсть

un+1 =
Φn (u2 − u1Ψ)−Ψn (u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
, (3)

де

Φ =
p +

√
p2 + 4s

2
, Ψ =

p−
√

p2 + 4s

2
.

Доведення. Задача знаходження за-
гального члена ряду (2) рiвносильна задачi
розв’язання однорiдного рiзницевого рiвня-
ння другого порядку (див. [10])

y (x + 2)− py (x + 1)− sy (x) = 0. (4)

Характеристичне рiвняння даного рiзни-
цевого рiвняння має вигляд

λ2 − pλ− s = 0. (5)
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Оскiльки, параметри p та s за умовою є
додатними, то коренями рiвняння (5) будуть

дiйснi числа Φ =
p+
√

p2+4s

2
та Ψ =

p−
√

p2+4s

2
,

причому Φ 6= Ψ. Коренi характеристично-
го рiвняння задають два розв’язки рiвняння
(4): y1 (x) = Φx та y2 (x) = Ψx. Отже, загаль-
ний розв’язок можна записати як функцiю

y(x) = c1Φ
x−1+c2Ψ

x−1,

а враховуючи початковi умови
{

c1y1 (1) + c2y2 (1) = u1,
c1y1 (2) + c2y2 (2) = u2,

можна знайти сталi c1 та c2. Матимемо

c1 =
u2 − u1Ψ

Φ−Ψ
, c2 = −u2 − u1Φ

Φ−Ψ
.

Таким чином, загальний член ряду (2) бу-
де мати вигляд

un =
Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
.

Наслiдок 1. Для членiв ряду (2) має мi-
сце наступна рiвнiсть

lim
n→∞

un+1

un

= Φ.

Доведення. Використовуючи рiвнiсть
(3), шукану границю можна записати як

lim
n→∞

un+1

un

=

= lim
n→∞

Φn(u2 − u1Ψ)−Ψn(u2 − u1Φ)

Φn−1(u2 − u1Ψ)−Ψn−1(u2 − u1Φ)
.

Враховуючи те, що для членiв ряду (2)
початковi параметри u1, u2, p, s є додатнi-
ми, для чисел Φ та Ψ виконуються наступнi
твердження

Φ =
p +

√
p2 + 4s

2
> 0,

Ψ =
p−

√
p2 + 4s

2
< 0,

|Φ| > |Ψ| , u2 − u1Ψ 6= 0.

Взявши до уваги останнi нерiвностi, мо-
жна зробити висновок, що

lim
n→∞

un+1

un

= Φ.

Наслiдок 2. Для збiжностi ряду (2) не-
обхiдно i достатньо, щоб виконувалася си-
стема нерiвностей

{
0 < p < 1,
0 < s < 1− p.

(6)

Доведення. Оскiльки, загальний член
ряду (2) має вигляд (3), то очевидно, що для
збiжностi ряду необхiдно i достатньо, щоб
виконувалася хоча б одна з трьох систем

{ |Φ| < 1,
|Ψ| < 1,

{ |Φ| < 1,
u2 = u1Φ,

{ |Ψ| < 1,
u2 = u1Ψ.

Врахувавши те, що

|Φ| > |Ψ| , u2 − u1Ψ 6= 0,

необхiдну i достатню умову збiжностi ряду
можна записати як систему нерiвностей
{

0 < Φ < 1,
−Φ < Ψ < 0,

⇒




0 <
p+
√

p2+4s

2
< 1,

−1 <
p−
√

p2+4s

2
< 0.

Останню можна переписати вiдносно па-
раметрiв p та s у виглядi

{
0 < p < 1,
0 < s < 1− p.

Лема 1. Якщо ряд (2) збiжний, то
∞∑

n=1

un = r =
u1(1− p) + u2

1− p− s
. (7)

Доведення. Нехай виконується умова
леми. Використовуючи рiвнiсть (3), можна
записати наступне

r =
∞∑

n=1

un =

=
∞∑

n=1

Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
.

Оскiльки, ряд (2) за умовою збiжний, то
з умови (6) слiдує, що |Φ| < 1 та |Ψ| < 1.
Таким чином, сума ряду (2) є сумою двох
збiжних геометричних прогресiй зi знамен-
никами Φ та Ψ вiдповiдно, звiдки отримуємо
наступне

r =
u2 − u1Ψ

(Φ−Ψ)(1− Φ)
− u2 − u1Φ

(Φ−Ψ)(1−Ψ)
=

Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 1. 53



=
u1 − u1(Φ + Ψ) + u2

1− (Ψ + Φ) + ΦΨ
.

Врахувавши рiвностi Φ · Ψ = −s та Φ +
Ψ = p, останню тотожнiсть можна записати
у виглядi

r =
u1(1− p) + u2

1− p− s
.

Лему доведено.
Лема 2. Якщо ряд (2) збiжний, то

∞∑

n=k+1

un = rk =
uk+1 + suk

1− p− s
. (8)

Доведення. Нехай виконується умова
леми. Використовуючи рiвнiсть (3), можна
записати наступне

rk =
∞∑

n=k+1

un =

=
∞∑

n=k+1

Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
.

Оскiльки, ряд (2) за умовою збiжний, то
|Φ| < 1 та |Ψ| < 1. Число rk є сумою зали-
шкiв двох збiжних геометричних прогресiй
зi знаменниками Φ та Ψ вiдповiдно, звiдки
отримаємо

rk =
∞∑

n=k+1

(u2 − u1Ψ)

Φ−Ψ
Φn−1−

−
∞∑

n=k+1

(u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
Ψn−1 =

=
(u2 − u1Ψ)Φk

(Φ−Ψ)(1− Φ)
− (u2 − u1Φ)Ψk

(Φ−Ψ)(1−Ψ)
=

=
uk+1 − ΦΨuk

(1−Ψ)(1− Φ)
.

Врахувавши той факт, що Φ · Ψ = −s та
Φ+Ψ = p, останню рiвнiсть можна записати
у виглядi

rk =
uk+1 − ΦΨuk

1− (Ψ + Φ) + ΦΨ
) =

uk+1 + suk

1− p− s
.

Лему доведено.

2. Властивостi множини неповних
сум ряду.

Означення. Якщо M ∈ 2N , або iншими
словами M ⊆ N (N — множина натураль-
них чисел), то число

x = x (M) =
∑
n∈M

un =
∞∑

n=1

εnun, (9)

де

εn =

{
1, n ∈ M,
0, n /∈ M,

називається неповною сумою ряду.
З роботи I. E. Nyman та R. A. Saenz [5]

вiдомо, що множина неповних сум довiль-
ного збiжного знакододатного ряду є однiєю
з трьох типiв: скiнченним об’єднанням вiд-
рiзкiв, множиною канторiвського типу або
канторвалом.

Означення. Цилiндром k -ого рангу з
основою c1c2 . . . ck, де ci ∈ {0, 1}, називає-
ться множина ∆′

c1c2...ck
, яка мiстить всi не-

повнi суми ряду (2) виду

k∑
n=1

cnun +
∞∑

n=k+1

εnun, де εn ∈ {0, 1} .

Означення. Цилiндричним вiдрiзком
рангу k з основою c1c2 . . . ck називається вiд-
рiзок

∆c1c2...ck
=

[
inf ∆′

c1c2...ck
, sup ∆′

c1c2...ck

]
=

=

[
k∑

n=1

cnun, rk +
k∑

n=1

cnun

]
.

В залежностi вiд (un) i набору c1c2 . . . ck

можливi випадки, коли ∆′
c1c2...ck

i ∆c1c2...ck

спiвпадають та не спiвпадають, але завжди
∆′

c1c2...ck
⊂ ∆c1c2...ck

. Безпосередньо з означе-
ння випливають наступнi властивостi цилiн-
дричних множин:

1. inf ∆c1c2...ck
= inf ∆′

c1c2...ck
,

sup ∆c1c2...ck
= sup ∆′

c1c2...ck
.

2. ∆c1c2...ck
⊃ ∆c1c2...ck0

⋃
∆c1c2...ck1,

∆′
c1c2...ck

= ∆′
c1c2...ck0

⋃
∆′

c1c2...ck1.
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3. inf ∆c1c2...ck
= inf ∆c1c2...ck0 < inf ∆c1c2...ck1,

sup ∆c1c2...ck
= sup ∆c1c2...ck1 > sup ∆c1c2...ck0.

4. |∆c1c2...ck
| = rk → 0, при k → ∞.

5.
∞⋂

k=1

∆c1c2...ck
=

∞⋂

k=1

∆′
c1c2...ck

≡

≡ ∆c1c2...ck... = x ⊂
[
0 ,

u1(1− p) + u2

1− p− s

]
.

6.
|∆c1c2...ckck+1

|
|∆c1c2...ck

| =
rk+1

rk+1 + uk+1

=

=
1

δk+1 + 1
, де δk+1 =

uk+1

rk+1

.

7. ∆c1c2...ck
= ∆s1s2...sk

↔ ci = si, i = 1, k.
8.

∆c1c2...ck1

⋂
∆c1c2...ck0 =

=

[
k∑

n=1

cnun + un+1,

k∑
n=1

cnun + rn

]
,

якщо uk+1 < rk+1;

∆c1c2...ck1

⋂
∆c1c2...ck0 =

= ∆c1c2...ck10...0..., якщо uk+1 = rk+1;

∆c1c2...ck1

⋂
∆c1c2...ck0 = ∅, якщо uk+1 > rk+1.

9. ∣∣∣∆c1c2...ck1

⋂
∆c1c2...ck0

∣∣∣ =

=

{
rk+1 − uk+1, якщо uk+1 < rk+1,
0, якщо uk+1 ≥ rk+1.

Теорема 2 ([1]).Множина неповних сум
∆′ збiжного знакододатного ряду має насту-
пнi властивостi:

1. вона є досконалою множиною (замкне-
ною без iзольованих точок);

2. ∆′ =
⋃

c1c2...cm

4′
c1c2...cm

для довiльного

m ∈ N , причому всi 4′
c1c2...cm

, якi вхо-
дять в об’єднання, є iзометричними;

3. вона являє собою скiнченне об’єднання
вiдрiзкiв, якщо нерiвнiсть rn < un ви-
конується лише для скiнченного числа
n;

4. вона є нiде не щiльною множиною,
якщо нерiвнiсть rn ≥ un виконується
лише для скiнченного числа n.

Теорема 3. Якщо для ряду (2) виконує-
ться система нерiвностей

{
0 < p < 1,

max{0, 1
4
− p

2
} ≤ s < 1− p,

(10)

то ряд збiгається, а множина його неповних
сум являє собою скiнченне об’єднання вiд-
рiзкiв.

Доведення. Якщо виконується умова
теореми, то автоматично виконується систе-
ма (6), яка є необхiдною i достатньою умо-
вою збiжностi ряду. Систему (10) вiдносно
чисел Φ та Ψ можна переписати у виглядi

{
1
2

< Φ < 1,
−Φ < Ψ < 0.

Для ряду (2) введемо до розгляду вели-
чину

δn =
un

rn

,

де un — n-ий член, а rn — вiдповiдно n-ий
залишок ряду. Використовуючи рiвностi (3)
та (8), можна встановити наступне

δn =
Φn−1(u2 − u1Ψ)−Ψn−1(u2 − u1Φ)

(u2 − u1Ψ)Φn

1− Φ
− (u2 − u1Φ)Ψn

1−Ψ

.

Враховуючи, що |Φ| > |Ψ| при додатних
параметрах p та s, правильною буде рiвнiсть

δ = lim
n→∞

δn =
1− Φ

Φ
.

Оскiльки, 1
2

< Φ < 1, то можна зроби-
ти висновок, що δ < 1, або iншими слова-
ми нерiвнiсть rn < un для ряду (2) виконує-
ться лише скiнченну кiлькiсть разiв. Звiдси,
за теоремою 2, множина неповних сум ря-
ду буде являти собою скiнченне об’єднання
вiдрiзкiв. Теорему доведено.

Наведемо далi означення α-мiрної мi-
ри Гаусдорфа та розмiрностi Гаусдор-
фа–Безиковича (детальнiше описання в [7]),
якi будуть потрiбнi далi.

Нехай E — довiльна обмежена пiдмножи-
на R1, d(E) — дiаметр множини E i Υ —
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сiм’я всiх непорожнiх пiдмножин простору
R1. Тодi для довiльних α > 0 i ε > 0 можна
означити величину

mε
α(E) = inf

d(Ej)≤ε

{∑
j

dα(Ej)

}
,

де iнфiмум береться по всiх не бiльш нiж
зчисленних ε-покриттях {Ej} множини E
множинами Ej ∈ Υ. Величина mε

α(E) нази-
вається наближаючою мiрою порядку ε.

Означення. Невiд’ємне число

Hα(E) = lim
ε→0

mε
α(E) = sup

ε>0
mε

α(E)

називається α-мiрою Гаусдорфа–Безиковича
множини E.

Якщо Υ - сiм’я всiх вiдкритих пiдмно-
жин з R1 або сiм’я всiх замкнених пiдмно-
жин з R1, то отримуємо ту ж мiру Гаусдор-
фа Hα(E), хоча наближаючi мiри порядку ε
можуть вiдрiзнятися одна вiд одної.

Означення. Невiд’ємне число

α0(E) = sup{α : Hα(E) = +∞} =

= inf{α : Hα(E) = 0}
називається розмiрнiстю Гаусдор-
фа–Безиковича множини E.

Теорема 4. ([7]). Якщо ряд (2) задо-
вольняє умову ak ≥ rk для довiльного k ∈ N
(це еквiваленто тому, що δk = ak

rk
≥ 1), тодi

розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множи-
ни його неповних сум обчислюється за фор-
мулою

α0 (A) =

[
lim
k→∞

(
1

k

k∑
i=1

log2 (δi + 1)

) ]−1

.

Наслiдок 3. Якщо для ряду (2) викону-
ються умови теореми 4 та limn→∞ δn = δ,
то розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича мно-
жини його неповних сум обчислюється як

α0 (A) = log2
−1 (δ + 1) .

Теорема 5. Якщо для ряду (2) виконує-
ться система нерiвностей

{
0 < p < 1

2
,

0 < s < 1
4
− p

2
,

(11)

то ряд буде збiгатися, а множина його не-
повних сум буде:

1. досконалою;
2. нiде не щiльною;
3. нульової мiри Лебега;
4. розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича

α0 = − logΦ 2.

Доведення. Якщо виконується умова
теореми, то автоматично виконується систе-
ма (6), яка є необхiдною i достатньою умо-
вою збiжностi ряду. Умову (11) вiдносно чи-
сел Φ та Ψ можна записати наступним чи-
ном {

0 < Φ < 1
2
,

−Φ < Ψ < 0.

У такому випадку

δ = lim
n→∞

δn =
1− Φ

Φ
> 1.

Тодi, згiдно теореми 2, множина непов-
них сум ряду буде досконалою та нiде не
щiльною, оскiльки нерiвнiсть rn ≥ un (δ > 1)
виконується лише для скiнченного числа n.

Мiра Лебега множини неповних сум ряду
(2) обчислюється за формулою (в загально-
му випадку не перевищує числа λ)

λ(∆′) = lim
n→∞

2nrn = lim
n→∞

2n un+1 + sun

1− p− s
=

=
1

1− p− s

(
lim

n→∞
2nun+1 + s lim

n→∞
2nun

)
.

Неважко переконатися, що при виконаннi
умови теореми

2nrn → 0 при n →∞.

Це i доводить нульмiрнiсть за Лебегом мно-
жини неповних сум ряду (2).

Згiдно з наслiдком 3, розмiрнiсть
Гаусдорфа-Безиковича множини неповних
сум ряду можна обчислити за формулою

α0 (A) = log2
−1 (δ + 1) =

= log2
−1

(
1

Φ

)
= − logΦ 2.

Теорему доведено.
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3. Розподiл випадкової неповної су-
ми ряду, члени якого є елементами
узагальненої послiдовностi Фiбоначчi.

Розглянемо випадкову величину ξ, що за-
дається наступним чином

ξ =
∞∑

k=1

ξkuk, (12)

де ξk — послiдовнiсть незалежних випадко-
вих величин з розподiлами: P{ξk = 0} =
p0k ≥ 0, P{ξk = 1} = p1k ≥ 0, p0k + p1k = 1,
а

∑∞
k=1 uk — збiжний знакододатнiй ряд (2),

члени якого утворюють узагальнену послi-
довнiсть Фiбоначчi з додатними початкови-
ми параметрами.

Властивостi випадкової величини ξ ви-
значаються властивостями нескiнченної сто-
хастичної матрицi ||pik|| та властивостями
членiв ряду (2), причому не залежить вiд су-
ми r ряду (вважаючи, що еквiвалентнi роз-
подiли мають однаковi властивостi). З тео-
реми Джессена-Вiнтнера [2] випливає, що ξ
має чистий розподiл (чисто дискретний, чи-
сто абсолютно неперервний, або чисто син-
гулярний). Теорема П. Левi [3] дає необхiднi
i достатнi умови дискретностi: випадкова ве-
личина ξ — дискретна тодi i тiльки тодi, ко-
ли

M =
∞∏

k=1

max{p0k, p1k} > 0.

Означення. Спектром Sξ функцiї роз-
подiлу Fξ випадкової величини ξ називає-
ться множина всiх точок росту функцiї роз-
подiлу Fξ, тобто

Sξ = {x : Fξ(x + ε)− Fξ(x− ε) > 0 ∀ ε > 0}

= {x : P{ξ ∈ (x− ε, x + ε)} > 0 ∀ ε > 0}.
Спектр розподiлу випадкової величини ξ

є пiдмножиною множини неповних сум чи-
слового ряду (2).

В залежностi вiд тополого-метричних
властивостей спектра, розрiзняють три чи-
стi типи сингулярних розподiлiв:

1. C−типу (канторiвського типу), якщо
мiра Лебега спектра дорiвнює нулю;

2. S−типу (салемiвського типу), якщо

Sξ ⊃
⋃
i

[ai, bi] i µξ

(
Sξ\

⋃
i

[ai, bi]

)
= 0,

де µξ — мiра, що вiдповiдає розподiлу
випадкової величини ξ;

3. P−типу (квазiканторiвського типу),
якщо Sξ є нiде не щiльною множиною
додатної мiри Лебега.

Теорема 6. Якщо M = 0, а для (un) ви-
конується система нерiвностей

{
0 < p < 1

2
,

0 < s < 1
4
− p

2
,

то випадкова величина ξ має чисто сингу-
лярний розподiл канторiвського типу.

Доведення. При M = 0 випадкова ве-
личина ξ за теоремою П. Левi має неперерв-
ний розподiл, тобто вiн кожнiй одноточко-
вiй множинi приписує нульову ймовiрнiсть.
Множина неповних сум ряду

∑∞
n=1 un, згi-

дно теореми 5, є нiде не щiльною множиною
нульової мiри Лебега. Оскiльки спектр ви-
падкової величини Sξ є пiдмножиною мно-
жини неповних сум ряду (2), то його мiра
Лебега також дорiвнює нулю. Отже, випад-
кова величина ξ має сингулярний розподiл
канторiвського типу. Теорему доведено.

Функцiю розподiлу Fξ(x) випадкової ве-
личини ξ досить визначити в точках спектра
розподiлу Sξ, оскiльки в iнших точках во-
на довизначається за неперервнiстю та мо-
нотоннiстю.

4. Поведiнка модуля характеристи-
чної функцiї однiєї випадкової величи-
ни.

Розглянемо частковий випадок випадко-
вої величини ξ, при наступних значеннях па-
раметрiв: u1 = 2

9
, u2 = 10

81
, p = 2

9
, s = 1

27
та

M = 0. Згiдно теореми 6, випадкова вели-
чина ξ, за таких умов, матиме чисто син-
гулярний розподiл канторiвського типу. Ви-
користовуючи рiвнiсть (3), можна записати
наступне

ξ =
∞∑

k=1

ξk

((
1

3

)k

+

(
−1

9

)k
)

.
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Означення. Характеристичною фун-
кцiєю випадкової величини ξ називається
математичне сподiвання випадкової величи-
ни eitξ, тобто

fξ(t) = Meitξ.

З [9] вiдомо, що величина

Lξ = lim
|t|→∞

sup |fξ(t)|

набуває значення 1 у випадку дискретно-
стi випадкової величини ξ та значення 0 у
випадку, коли ξ має абсолютно неперерв-
ний розподiл. Для сингулярних розподiлiв
Lξ може набувати довiльного значення з вiд-
рiзку [0, 1].

Таким чином, характеристична функцiя
дає змогу дослiдити властивостi сингуляр-
ного розподiлу випадкової величини ξ, по-
рiвняти його близькiсть за властивосями до
дискретних або абсолютно неперервних.

Лема 3. Характеристична функцiя ви-
падкової величини ξ має вигляд

fξ(t) =
∞∏

k=1

(
p0k + p1ke

(
( 1

3)
k
+(− 1

9)
k
)
ti

)
,

а її модуль записується у виглядi

|fξ(t)| =
∞∏

k=1

|fk(t)|,

де
|fk(t)| =

=

√√√√1− 4p0kp1k sin2

((
1

3

)k

+

(
−1

9

)k
)

t

2
.

Доведення. Використовуючи означен-
ня характеристичної функцiї та властивостi
математичного сподiвання, отримуємо

fξ(t) = Meitξ = M exp

(
it

∞∑

k=1

ukξk

)
=

= M
(
eitξ1u1 · eitξ2u2 · ... · eitξkuk · ...) =

= Meitξ1u1 ·Meitξ2u2 · ... ·Meitξkuk · ... =

=
∞∏

k=1

(
p0k + p1ke

(
( 1

3)
k
+(− 1

9)
k
)
ti

)
=

∞∏

k=1

fk(t),

|fk(t)| =
√

p2
0k + 2p0kp1k cos tuk + p2

1k =

=

√√√√1− 4p0kp1k sin2 t

2

((
1

3

)k

+

(
−1

9

)k
)

.

Лему доведено.
Теорема 8. Має мiсце нерiвнiсть

Lξ = lim
|t|→∞

sup |fξ(t)| > 0, 39.

Доведення. Зробимо оцiнки

|fξ(t)| =
∞∏

k=1

√
1− 4p0kp1k sin2 t

2
uk ≥

≥
∞∏

k=1

√
1− sin2 t

2
uk =

∞∏

k=1

∣∣∣∣cos
t

2
uk

∣∣∣∣ =

=
∞∏

k=1

∣∣∣∣∣cos
t

2

((
1

3

)k

+

(
−1

9

)k
)∣∣∣∣∣ .

Матимемо, що

Lξ ≥ lim
n→∞

|fξ(tn)| ≥ lim
n→∞

∞∏

k=1

|fk(t)| ≥

≥ lim
n→∞

∞∏

k=1

∣∣∣∣∣cos
t

2

((
1

3

)k

+

(
−1

9

)k
)∣∣∣∣∣ .

Виберемо послiдовнiсть t = tn = 2π9n.
Виразимо

∣∣∣∣∣cos
t

2

((
1

3

)k

+

(
−1

9

)k
)∣∣∣∣∣ =

=
∣∣cos

(
32n−kπ + (−1)k9n−kπ

)∣∣ =

=




1, якщо k ≤ n,

cos
π

9k−n
, якщо n < k ≤ 2n,

cos

(
π

3k−2n
+

(−1)kπ

9k−n

)
, якщо k > 2n.

Таким чином,
∞∏

k=1

|fk(tn)| ≥
2n∏

k=n+1

cos
π

9k−n
·

·
∞∏

k=2n+1

cos

(
π

3k−2n
+

(−1)kπ

9k−n

)
.
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Для k > n справедлива оцiнка

cos
π

9k−n
= 1− 2 sin2 π

2 · 9k−n
> 1− π2

2 · 81k−n
.

Для k > 2n справедлива оцiнка

cos

(
π

3k−2n
+

(−1)kπ

9k−n

)
=

= 1− 2 sin2

(
π

2 · 3k−2n
+

(−1)kπ

2 · 9k−n

)
>

> 1− π2

2

(
1

3k−2n
+

(−1)k

9k−n

)2

>

> 1− π2

2

(
1

3k−2n
+

1

9k−n

)2

.

Отже,

∞∏

k=1

|fk(tn)| >
2n∏

k=n+1

(
1− π2

2 · 81k−n

)
·

·
∞∏

k=2n+1

(
1− π2

2

(
1

3k−2n
+

1

9k−n

)2
)

>

>

∞∏
i=1

(
1− π2

2 · 81i

)
·

·
∞∏

j=1

(
1− π2

2

(
1

3j
+

1

9j+2

)2
)

.

Згiдно з ознакою збiжностi нескiнченного
добутку, останнiй є збiжним, оскiльки ряди

∞∑
i=1

π2

2 · 81i
та

∞∑
j=1

π2

2

(
1

3j
+

1

9j+2

)2

є збiжними.
Враховуючи отриманi твердження та

оцiнки, буде справедливою наступна нерiв-
нiсть

Lξ = lim
n→∞

sup |fξ(tn)| >
∞∏
i=1

(
1− π2

2 · 81i

)
·

·
∞∏

j=1

(
1− π2

2

(
1

3j
+

1

9j+2

)2
)

= c.

Матимемо, що Lξ > c ≈ 0, 3909693738 > 0.

Таким чином, можна зробити висновок,
що ξ не є мiрою Райхмана [4], бо Lξ 6= 0.
Розподiл випадкової величини за своїми вла-
стивостями не є близьким до абсолютно не-
перервних розподiлiв.

В загальнiй постановцi задачi випадкова
неповна сума ряду (2) може мати дискре-
тний, абсолютно неперервний або сингуляр-
ний розподiл, в залежностi вiд параметрiв
u1, u2, p, s та ймовiрностей p0k, p1k.
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