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ДИСКРЕТНА МОДЕЛЬ СТОХАСТИЧНОЇ ОПТИМIЗАЦIЇ
IНВЕСТИЦIЙНОГО ПОРТФЕЛЯ

Дослiджено багатовимiрну дискретну процедуру стохастичної оптимiзацiї з марковськими
перемиканнями в схемi серiй. Встановлено достатнi умови збiжностi такої процедури, ви-
користовуючи генератор двокомпонентного марковського процесу дискретної процедури, а
також його асимптотичнi розклади в схемi усереднення. Розглянута процедура стохастичної
оптимiзацiї застосована до задачi пошуку оптимального iнвестицiйного портфеля.

A multidimensional discrete procedure of stochastic optimization with Markov switchings in
the series scheme is investigated. Sufficient conditions for its convergence has been established.
Convergence conditions for multidimensional procedure were analized based on the generator of
discrete procedure for a double-component Markov process and its asymptotic representations in
the averaging scheme. The stochastic optimization procedure was applied to the problem of finding
an optimal investment portfolio.

Вступ. У 1952 роцi Кiфер та Вольфовиць [1]
(КВ) розглянули задачу знаходження точки
екстремуму u∗ функцiї C(u). У данiй статтi
розглядається процедура оптимiзацiї в при-
пущеннi єдиностi точки екстремуму функцiї
регресiї.

Iдея методу Кiфера–Вольфовиця [2, Гла-
ва 4, §2] полягає в тому, щоб розраховува-
ти наближенi значення похiдної як вiдно-
шення приросту функцiї до приросту аргу-
менту ∆u та одночасно “сповiльнювати” рух
u(t) до u∗. При цьому параметри процедури
слiд вибирати так, щоб по-перше, послiдов-
нiсть u(t) не зупинилась надто швидко, а по-
друге, так, щоб погасити вплив випадкових
завад.

Основою багатьох робiт з оптимiзацiї збi-
жностi алгоритмiв є роботи М.Б. Невель-
сона та Р.З. Хасьмiнського [2], Я.З. Ци-
пкiна [3], Б.Т. Поляка [4], Л. Льюн-
га [5], Ю.М. Єрмольєва [6], Г. Кушнера [7],
В.Я. Катковника [8], П. Урясьєва [9].

1. Стрибкова процедура стохастичної
оптимiзацiї в марковському середови-
щi в схемi усереднення. Розглянемо фун-
кцiю регресiї C(u; x), u ∈ Rd, x ∈ X, що
задовольняє умову iснування глобального

розв’язку супроводжуючих систем [10]:

dux(t)

dt
= a(t)∇bC(ux(t); x), x ∈ X,

де X — простiр станiв марковського проце-
су [10], а псевдоґрадiєнт ∇b дiє за правилом:

∇bC(u; ·) =

(
C(u+

i ; ·)− C(u−i ; ·)
2b(t)

, i = 1, d

)
,

u±i = ui ± b(t)ei, ei = {0, . . . , 1, 0, . . . , 0}.
Стрибкова процедура стохастичної опти-

мiзацiї (ПСО) з марковськими переключен-
нями в схемi серiй задається спiввiдношен-

ням (покладемо
−1∑
k=0

aε
k∇bC(uε

k; x
ε
k) = 0) [11]:

uε(t) = u + ε

ν(t/ε)−1∑

k=0

ak∇bC(uε
k; x

ε
k), uε(0) = u,

(1)
де u ∈ Rd, а ν(t) = max{n : τn ≤ t} — рахую-
чий процес моментiв вiдновлення τn, n ≥ 0,
вкладеного ланцюга Маркова (ВЛМ) xn =
x(τn) у рiвномiрно ергодичний марковський
процес x(t) у вимiрному просторi (X,X ) з
генератором Q та потенцiалом R0 [12, Пiд-
роздiл 1.6].
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В ПСО (1) нормуюча послiдовнiсть an

визначається значеннями керуючої функцiї
a(t), t ≥ 0:

an = a(τn), n ≥ 0.

В процедуру (1) вкладена дискретна про-
цедура uε

n:

uε
n+1 = uε

n + εan∇bC(uε
n; xε

n);

uε
n = uε(τ ε

n), xε
n = x(τ ε

n), τ ε
n = τn/ε, n ≥ 0.

(2)
Збiжнiсть ПСО (1) розглядається в умо-

вах експоненцiйної стiйкостi [2, Глава 4, §4]
розв’язку u(t) усередненої системи

du(t)

dt
= ∇C(u(t)), C(u) = q

∫

X

ρ(dx)C(u; x),

(3)
де ρ(B) — стацiонарний розподiл ВЛМ
(xn, n ≥ 0), B ∈ X , а ∇ є ґрадiєнтом (по
першiй змiннiй): ∇f(u; ·) = graduf(u; ·).

У банаховому просторi дiйснозначних
обмежених функцiй визначена норма
‖ϕ(·)‖ = sup

x∈X
|ϕ(x)|.

Теорема 1. Нехай для усередненої систе-
ми (3) виконуються необхiднi та достатнi
умови iснування точки екстремуму, крiм
того iснує функцiя Ляпунова V (u) ∈ C3(Rd)
усередненої системи (3) така, що задоволь-
няє наступнi умови:

C.1 : умова експоненцiйної стiйкостi
усередненої системи (3)

∇C(u)∇V (u) ≤ −k0V (u);

C.2 : мають мiсце оцiнки

max
x∈X

∣∣(∇bC(u; x))2∇2V (u)
∣∣ ≤ k1(1 + V (u));

max
x∈X

∣∣∇bC(u; x)[q(x)R0−

−I]∇bC̃(u; x)∇2V (u)
∣∣ ≤ k2(1 + V (u)),

max
x∈X

∣∣(∇bC(u; x))2[q(x)R0−

−I]∇bC̃(u; x)∇3V (u)
∣∣ ≤ k3(1 + V (u)),

де
C̃(u; x) = q(x)C(u; x)− C(u);

C.3 : умова обмеження росту функцiї
Ляпунова та умова Лiпшиця для ∇bC(u)
вiдповiдно:

‖∇V (u)‖ ≤ k4(1 + V (u));

max
u∈Rd

‖∇bC(u)−∇C(u)‖ ≤ k5b(t);

ki > 0, i = 0, 5;

C.4 : послiдовностi an, bn незростаючi,
додатнi та задовольняють умови:

∞∑
n=0

an = ∞,

∞∑
n=0

a2
n

b2
n

< ∞,

∞∑
n=0

anbn < ∞.

Тодi для довiльного початкового значе-
ння uε(0) ∈ Rd при кожному додатному
ε ≤ ε0, ε0 — достатньо мале, ПСО (1) збi-
гається з ймовiрнiстю 1 до єдиної точки
екстремуму усередненої еволюцiйної систе-
ми (3):

P{ lim
t→∞

uε(t) = u∗} = 1.

Перш нiж перейти до доведення теореми
побудуємо генератор ПСО та його асимпто-
тичне представлення.

Розглянемо двокомпонентний марков-
ський процес (МП)

(uε(t), xε
t = x(t/ε)). (4)

Лема 1. Генератор двокомпонентного мар-
ковського процесу (4) на дiйснозначних фун-
кцiях ϕ(u; ·) ∈ C2(Rd) має асимптотичне
представлення

Lε
tϕ(u; x) = ε−1Qϕ(u; x) + (5)

+ a(t)Q1(x)ϕ(u; x) + εa2(t)θ(x)ϕ(u; x),

де

Q1(x)ϕ(u; x) = ∇bC(u; x)Q0ϕ
′
u(u; y), (6)

θ(x)ϕ(u; x) =
1

2
(∇bC(u; x))2Q0ϕ

′′
u(αu; x),

(7)

0 ≤ α ≤ 1,

Q0ϕ(·; x) = q(x)Pϕ(·; x),

Pϕ(·; x) =

∫

X

P (x, dy)ϕ(·; y),

а залишковий член θ(x)ϕ(u; x) обмежений.
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Доведення. Проведемо доведення у три ета-
пи.

Етап I (Вигляд генератора). Генератор
Lε

t МП (4) визначається спiввiдношенням [2,
Глава 3, §5]

Lε
tϕ(u; x) = lim

∆→0
∆−1

(− ϕ(u; x) + (8)

+ E
[
ϕ(uε(t + ∆); xε

t+∆)|uε(t) = u; xε
t = x

])
.

Обчислимо умовне математичне сподiва-
ння:

E[ϕ(uε(t + ∆); xε
t+∆)|uε(t) = u, xε

t = x] =

= Eu,x[ϕ(uε(t + ∆); xε
t+∆)] =

= Eu,x[ϕ(uε(t + ∆); xε
t+∆)]×

×[I(θx ≤ ε−1∆) + I(θx > ε−1∆)]. (9)

Оскiльки I(θx ≤ ε−1∆) = 1− e−ε−1∆q(x) =
ε−1∆q(x) + O(∆2), то для першого доданку
в (9) маємо

Eu,x[ϕ(uε(t + ∆), xε
t+∆)]I(θx ≤ ε−1∆) =

= Eu,x[ϕ(u+∆uε(t), xε
t+∆)]ε−1∆q(x)+O(∆2),

де ∆uε(t) = uε(t + ∆) − uε(t) — прирости
еволюцiй, якi визначаються процедурою (1)
спiввiдношенням

∆uε(t) = εa(t)∇bC(u; x).

З того, що I(θx > ε−1∆) = e−ε−1∆q(x) =
1− ε−1∆q(x)+O(∆2) для другого доданку в
(9) отримуємо

Eu,x[ϕ(uε(t + ∆), xε
t+∆)]I(θx > ε−1∆) =

= Eu,x[ϕ(u+∆uε(t), xε
t+∆)][1−ε−1∆q(x)+O(∆2)].

Оскiльки при ∆ → 0 для останнього ви-
разу ∆uε(t) → 0 i xε

t+∆ → x, то в результатi
матимемо

Eu,x[ϕ(uε(t + ∆); xε
t+∆)] = ϕ(u; x) +

+ε−1∆q(x)
(
Eu,xϕ(u + εa(t)∇bC(u; x); y)−

−ϕ(u; x)
)

+ O(∆2), (10)

де y = xε
t+∆ — значення процесу x(t) в мо-

мент наступного стрибка (y ∈ X).
Нарештi, пiдставивши (10) у (8), з послi-

довностi перетворень знайдемо вигляд гене-
ратора Lε

t :

Lε
tϕ(u; x) = ε−1Qϕ(u; x) + ε−1Cε

t(x)ϕ(u; x),
(11)

де

Cε
t(x)ϕ(u; x) = q(x)

∫

X

P (x, dy)
[− ϕ(u; y) +

+ϕ(u + εa(t)∇bC(u; x); y)
]
. (12)

Етап II (Вигляд генератора на дiйсно-
значних функцiях ϕ(u; ·) ∈ C2(Rd)).
Використовуючи гладкiсть функцiй ϕ(u; x),
останнiй доданок в (11) перепишемо у
формi:

ε−1Cε
t(x)ϕ(u; x) =

= ε−1q(x)

∫

X

P (x, dy)
[
εa(t)∇bC(u; x)ϕ′u(u; y)+

+
1

2
ε2a2(t)(∇bC(u; x))2ϕ′′u(αu; y)

]
, (13)

0 ≤ α ≤ 1.

Пiдставивши (13) у (11), отримаємо (5)–
(7).

Етап III (Обмеженiсть залишкового чле-
на).
Обмеженiсть залишкового члена
θε(x)ϕ(u; x) в (5) випливає з представ-
лення (7), умови C.2 теореми 1 i гладкостi
функцiй ϕ(u; x). Маємо:

‖θ(·)ϕ(u; ·)‖ ≤ k‖1 + ϕ(u; ·)‖, k > 0,

тобто

εa2(t)‖θ(·)ϕ(u; ·)‖ → 0, ε → 0.

Розв’яжемо проблему сингулярного збу-
рення (ПСЗ) для оператора Lε

t на збуренiй
функцiї Ляпунова

V ε(u; x) = V (u) + εa(t)V1(u; x), (14)

де V (u) — функцiя Ляпунова для усередне-
ної системи (3).

Лема 2. Генератор Lε
t на збуренiй функцiї

Ляпунова V ε(u; x) такiй, що V (u) ∈ C3(Rd),
має асимптотичне представлення

Lε
tV

ε(u; x) = a(t)∇bC(u)V ′(u) +

+εa2(t)θ(x)V (u), (15)
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де

θ(x)V (u) = ∇bC(u; x)
[
q(x)R0 −

−I
]∇bC̃(u; x)V ′′(u), (16)

C̃(u; x) = q(x)C(u; x)− C(u). (17)

Доведення. Розв’яжемо ПСЗ тiльки для зрi-
заного до Lε

t оператора Lε
t0, оскiльки зали-

шковий член в (5) не впливає на розв’язок
ПСЗ (див. [13, Пiдроздiл 3.1] або [12]):

Lε
t0 = ε−1Q + a(t)Q1(x).

Розклад оператора Lε
t0 на функцiях

V ε(u; x) подамо у виглядi

Lε
t0V

ε(u; x) = ε−1QV (u) +

+ a(t)[QV1(u, x) + Q1(x)V (u)] +

+ εa2(t)Q1(x)V1(u; x).

З умови розв’язностi останнього розкла-
ду (див. наприклад, [13, Пiдроздiл 3.1]) ма-
ємо

QV1(u; x) + Q1(x)V (u) = Q̂1V (u), (18)

де
Q̂1Π = ΠQ1(x)Π. (19)

Обчислимо праву частину (19). З пред-
ставлення (6) маємо

ΠQ1(x)ΠV (u) = Πq(x)∇bC(u; x)V ′(u) =

=

∫

X

π(dx)q(x)∇bC(u; x)V ′(u) =

= q

∫

X

ρ(dx)∇bC(u; x)V ′(u) = ∇bC(u)V ′(u).

Таким чином, з (18) отримуємо:

QV1(u; x) = (Q̂1 −Q1(x))V (u).

Враховуючи, що R0Qϕ = (Π − I)ϕ, а
також (6) та (19), для збурення V1(u; x)
функцiї Ляпунова V (u) з останнього маємо
розв’язок:

V1(u; x) = R0∇bC̃(u; x)V ′(u), (20)

де C̃(u; x) має представлення (17).

Тодi з (20) та з того, що

q(x)

∫

X

P (x, dy)R0 = q(x)R0 + Π− I

випливає:

θ(x)V (u) =

= ∇bC(u; x)[q(x)R0 − I]∇bC̃(u; x)V ′′(u).

Таким чином, маємо представлення

Lε
t0V

ε(u; x) = a(t)∇bC(u)V ′(u) +

+ εa2(t)θ(x)V (u),

де θ(x)V (u) має вигляд (16).
Зауважимо, що з гладкостi функцiй

C(u; x), V (u), умови C.2 теореми 1 та обме-
женостi оператора R0 для (16) отримуємо
оцiнку для θ(x):

‖θ(·)V (u)‖ < k(1 + V (u)), k > 0, x ∈ X.

Доведення теореми 1 проведемо в декiль-
ка етапiв. Спочатку встановимо ключову не-
рiвнiсть.

Лема 3. Генератор Lε
t на збуренiй функцiї

Ляпунова (14) в умовах теореми 1 допускає
оцiнку:

Lε
tV

ε(u; x) ≤ g(t)(1+V (u))−α(t)V (u), (21)

де
α(t) > 0, g(t) > 0,

∞∫

0

α(t)dt = ∞,

∞∫

0

g(t)dt < ∞.

Доведення. Використовуючи умову С.1 тео-
реми 1 експоненцiйної стiйкостi системи (3),
оцiнки С.2 (там же) для залишкового члена
θL(x)V (u), умову Лiпшиця (умова C.3), а та-
кож монотоннiсть та обмеженiсть функцiй
a(t), b(t) (умова C.4), отримаємо наведену
оцiнку (21).

По-друге, використовуючи явний вигляд
збурення (20), а також умову С.2 теореми 1,

48 Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 1.



отримаємо оцiнку збуреної функцiї Ляпуно-
ва:

0 < −εa(t)δ(1 + V (u)) + V (u) < V ε(u; x) <

< εa(t)δ(1 + V (u)) + V (u) (22)

для всiх1 ε < ε0 (δ > c0 + c1 > 0).
По-третє, встановимо, що процес

V ε
n = V ε(uε

n; xε
n), n ≥ 0, (23)

є невiд’ємним супермартингалом. Для цьо-
го зауважимо, що розширений процес мар-
ковського вiдновлення (2) породжує на тест-
функцiях ϕ(u; ·) ∈ C3(Rd), мартингал

µn+1 = ϕ(uε
n+1, x

ε
n+1)− ϕ(u0; x0)−

−ε

n∑

k=0

θk+1L
ε
τε
k
ϕ(uε

k; x
ε
k), (24)

вiдносно потоку σ-алгебр X ε
n =

σ{uε
k, x

ε
k, τ

ε
k , k = 0, n}, n ≥ 0. Дiйсно, в

позначеннi ϕε
n = ϕ(uε

n; xε
n) маємо

E[µn+1 − µn|X ε
n ] =

= EX ε
n
[ϕε

n+1 − ϕε
n]− EX ε

n
[εθn+1L

ε
τε
n
ϕε

n]. (25)

Враховуючи означення породжуючого
оператора (генератора) (8), обчислимо дру-
гий доданок в (25):

EX ε
n
[εθn+1L

ε
τε
n
ϕε

n] = εg(xε
n)Lε

τε
n
ϕε

n =

= εg(xε
n)ε−1q(xε

n)EX ε
n
[ϕε

n+1 − ϕε
n] =

= EX ε
n
[ϕε

n+1 − ϕε
n].

Таким чином, з (25) маємо мартингальну
властивiсть для (24):

E[µn+1 − µn|X ε
n ] = 0, n ≥ 0. (26)

Використаємо (26) для доведення насту-
пної леми.

Розглянемо в (24) замiсть довiльної тест-
функцiї ϕ(u; x), u ∈ Rd, x ∈ X, збурену
функцiю Ляпунова V ε(u; x).

Лема 4. Процес (23) є невiд’ємним супер-
мартингалом.

1Легко перевiрити, що можна покласти ε0 = 1
a(t)δ

V (u)
1+V (u)

.

Доведення. Доведення леми 4 проводиться
аналогiчно до доведення теореми 3.2 [13,
Роздiл 3 §3].

З (26) отримуємо E[µε
n+1|X ε

n ] = µε
n. То-

дi використаємо мартингальну характериза-
цiю процесу (23):

E[V ε
n+1|X ε

n ] = V ε
0 + εE

[ n∑

k=0

θk+1L
ε
τε
k
V ε

k

]
+ µε

n,

(27)
У (27) пiдставимо (24) замiсть µε

n:

E[V ε
n+1|X ε

n ] = V ε
0 + εg(xε

n)Lε
τε
n
V ε

n +

+ε[
n−1∑

k=0

θk+1L
ε
τε
k
V ε

k ]+V ε
n−V ε

0 −ε[
n−1∑

k=0

θk+1L
ε
τε
k
V ε

k ].

Далi маємо E[V ε
n+1|X ε

n ] = V ε
n +

εg(xε
n)Lε

τε
n
V ε

n . А разом з основною нерiвнiстю
(21) отримуємо E[V ε

n+1|X ε
n ] ≥ V ε

n , n ≥ 0.

Тепер розглянемо доведення теореми 1.

Доведення. Оскiльки виконанi умови мо-
дельної граничної теореми Королюка [10,
Пiдроздiл 3.2, с. 51], а також теореми 7.1
Невельсона-Хасьмiнського [2, Глава 2, §7],
має мiсце слабка збiжнiсть процесiв за скiн-
ченновимiрними розподiлами

uε(t) ⇒ u(t), ε → 0.

Використання оцiнок (21) та (22), а також
леми 4 завершує доведення теореми 1.

2. Знаходження оптимального портфе-
ля.

Вперше модель двокритерiального порт-
феля з критерiями прибутковостi i ризику
була запропонована Г. Марковiцем в 1951 р.
у наступному спрощеному виглядi [14] 2:




r(u) =
d∑

i=1

riui → max,

C̃(u; x) =
d∑

i=1

d∑
j=1

Sij(x)uiuj → min,

Sij(x) = cijxixj,
d∑

i=1

aijui = bj, j = 1,m,

d∑
i=1

ui = 1, ui ≥ 0,

(28)

2Детальнiше ця модель розглянута у працi [14], а також у
монографiях [15, 16].
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де ri = ri(t) — прибутковiсть i-го сектора iн-
вестування (с.i.), xi = xi(t) — ризик неспри-
ятливої змiни ринкових котирувань для i-го
с.i. Вiн також залежить вiд довжини iнве-
стицiйного горизонту, а в якостi його оцiнки
використовується середньоквадратичне вiд-
хилення, обчислене за iсторичними чи змо-
дельованими даними прибутковостей вкла-
дiв i вiдображає агреговану оцiнку валю-
тного, цiнового та процентного ризикiв [15].
cij = cij(t), i, j = 1, n — коефiцiєнти ко-
реляцiї випадкових величин прибутковостей
с.i. Вони вiдображають ризик додавання до
портфелю i-го j-го виду активу. Додатко-
во накладаються лiнiйнi обмеження на долi
розмiщених iнвестицiй i без зменшення за-
гальностi вважається, що такi лiнiйнi обме-
ження мають вигляд рiвностей.

Необхiдно знайти долi (u1, . . . , ud) капi-
талу, який слiд вкласти у d можливих се-
кторiв iнвестування, так, щоб мiнiмiзувати
варiацiю C̃(u; x) ефективностi портфеля та
максимiзувати його прибутковiсть r(u). Го-
ловний недолiк моделi — велика кiлькiсть
вхiдних даних Sij, якi складно отримати.

Оскiльки на площинi r(u) × C̃(u; x) мно-
жина ефективних портфелiв задачi (28) в
загальному випадку є неперервною опуклою
догори кривою [14], то для опису цiєї мно-
жини використовують сiмейство дотичних,
залежних вiд деякого параметра µ, який ви-
значає кут нахилу:

−µr(u) + C̃(u; x) = C(u; x), µ ∈ [0,∞).

З урахуванням того, що данi прямi по-
виннi бути дотичними до опуклої кривої, мi-
нiмум C̃(u; x) для конкретного µ визначає-
ться з умови:

−µ

d∑
i=1

riui +
d∑

i=1

d∑
j=1

Sij(x)uiuj → min
u∈U

, (29)

U =
{
u ∈ Rd :

d∑
i=1

aijui = bj,

j = 1,m, ui ≥ 0, i = 1, d
}
.

Задача (29) є лiнiйною згорткою двокри-
терiальної задачi (28) i належить до кла-

су задач опуклого квадратичного програму-
вання, оскiльки квадратична форма (зав-
дяки властивостям коварiацiйної матрицi)
є симетричною та невiд’ємно визначеною.
Оскiльки U — опукла множина, то згiдно
з теоремою Гурвiца [14] множина розв’язкiв
задачi параметричного квадратичного про-
грамування (29) спiвпадатиме з множиною
парето-оптимальних розв’язкiв задачi (28).

3. Результати моделювання.
Для наочностi розглянемо двовимiрний

випадок, тобто ситуацiю, коли є тiльки
два сектори iнвестування (нехай це буде
валютний ринок). Потрiбно знайти вектор
(u1, u2)

T , що забезпечуватиме мiнiмум фун-
кцiоналу C(u; x). У такому випадку Sij(x)
— коефiцiєнт кореляцiї валют i та j вiдносно
базової за однаковий перiод часу. Умови, що
накладаються:

• випадковi величини x = x(t) мають
марковську властивiсть;

• Ex2(t) < const, розмах їх коливань при-
ймає значення ∆(x) = (0.4, 0.4);

• математичне сподiвання ризику рiвне
x = (0.5, 0.5);

• при моделюваннi припускається, що ри-
зик x може перебувати в одному з трьох
станiв: (x + ∆(x), x − ∆(x), x) (макси-
мальна, мiнiмальна, вiдсутня змiна ри-
зику).

0 50 100

7x103

1x104

2x104

 C(u, x
0
)

 C(u, x)

n

Рис. 1: Проекцiя цiльової функцiї на площину (u1, n)
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Для прикладу вибрано таку цiльову фун-
кцiю:

C(u; x) = −1.3u1−1.6u2+x1u
2
1+x1x2u1u2+x2u

2
2.

На рис. 1 подано її проекцiю на площину
(u1, n) при n = 1, 100 та u2 = u1 за умови
вiдсутностi (C(u; x0)) та наявностi змiни ри-
зикiв (C(u; x)).

Вiдомо [17, Глава 2, §3], що для такої фун-
кцiї iснує функцiя Ляпунова. Легко перевi-
рити, що виконанi всi умови теореми 1. Тоб-
то має мiсце слабка збiжнiсть ПСО (1) до
точки екстремуму усередненої системи (3).

0 100 200 300 900 1000

0.8

1.2

1.6

2.0

2.4

n

 u
1
(n)

 u
2
(n)

Рис. 2: Результати моделювання

Результати моделювання показано на
рис. 2, якi в нормованому виглядi мають
значення: ũ∗1 ≈ 40.2%, ũ∗2 ≈ 59.8%.

Точка мiнiмуму усередненої системи:
u∗1 = 40%, u∗2 = 60%.

Вiдносна похибка становить: δu∗1 ≈
0.5%, δu∗2 ≈ 0.3%.

Висновки. Дослiджено багатовимiрну дис-
кретну процедуру стохастичної оптимiзацiї
з марковськими перемиканнями в схемi се-
рiй.

Використовуючи генератор дискретної
процедури для двокомпонентного марков-
ського процесу та його асимптотичне пред-
ставлення в схемi усереднення, встановлено
достатнi умови збiжностi розглянутої про-
цедури. Цi умови використовуються для до-
слiдження її асимптотичної нормальностi.

Також описану процедуру застосовано до
знаходження оптимального iнвестицiйного
портфеля. Для цього розроблено вiдповiд-
ну програму в середовищi Matlab. Результа-

ти моделювання пiдтверджують хорошу збi-
жнiсть процедури до точки екстремуму u∗.

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ

1. Kiefer J., Wolfowitz J. Stochastic estimation of
the maximum of a regression function //Ann. Math.
Satist. — 1952. — Vol.23, №3. — P. 462-466.

2. Невельсон М.Б., Хасьминский Р.З. Стохасти-
ческая апроксимация и рекуррентное оценивание. —
М.: Наука, 1972. — 304 с.

3. Цыпкин Я.З. Основы теории автоматических
систем. — М.: Наука, 1977. — 560 с.

4. Поляк Б.Т. Введение в оптимизацию. — М.:
Наука, 1983.

5. Льюнг Л., Сёдерстрём Т. Идентификация си-
стем: теория для пользователя. — М.: Наука, 1991.
— 431 с.

6. Ермольев Ю.М. Методы стохастического про-
граммирования. — М.: Наука, 1976.

7. Kushner H.J., Yin G.G. Stochastic Approxi-
mation Algorithms and Applications. — New York:
Springer-Verlag, 1997. — 415 p.

8. Катковник В.Я. Линейные оценки и стохасти-
ческие задачи оптимизации. — М.: Наука, 1976. —
487 с.

9. Урясъев С.П. Адаптивные алгоритмы стоха-
стической оптимизации и теории игр. — М.: Наука,
1990. — 182 с.

10. Королюк В.С. Стохастичнi моделi систем. —
К.: Либiдь, 1993. — 136 с.

11. Горун П.П., Чабанюк Я.М., Кукурба В.Р.
Генератор стрибкової процедури оптимiзацiї в
марковському середовищi // XVI International
Conference "Problems of decision making under
uncertainties"(PDMU-2010, October 4-8, 2010). — Ки-
їв: Освiта України. — С. 54.

12. Koroliuk V., Limnios N. Stochastic Systems in
Merging Phase Space. — World Scientific Publishing,
2005. — 330 p.

13. Korolyuk V.S., Korolyuk V.V. Stochastic
Models of Systems. — London: Kluwer acad. pub.,
1999. — 185 p.

14. Толочко Ю.М. Двухуровневая математиче-
ская модель нахождения оптимального инвестици-
онного портфеля по рассматриваемым последова-
тельно группам равноправных критериев // Сб. на-
учных статей под общей редакцией М.М. Ковалева.
— Минск: БГУ, 2003. — С. 233–257.

15. Шарп У. Инвестиции /Шарп У., Александер
Г., Бэйли Дж.; пер. с англ. — М.: Инфра-М, 2001. —
XII, 1028 с.

16. Костюченко Н. Анализ кредитных рисков. —
ИТД “Скифия”, 2010. — 440 с.

17. Барбашин Е.А. Функции Ляпунова. — М.:
Наука, 1970. — 240 с.

Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 1. 51


