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НЕЛОКАЛЬНА БАГАТОТОЧКОВА ЗА ЧАСОМ ЗАДАЧА ДЛЯ
ЕВОЛЮЦIЙНИХ РIВНЯНЬ З ГАРМОНIЙНИМ ОСЦИЛЯТОРОМ

Встановлено коректну розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за часом задачi для еволю-
цiйних рiвнянь з гармонiйним осцилятором та функцiями вiд такого оператора у просторах
типу S та S′.

We establish the well-posedness of a nonlocal multipoint with respect to time problem for an
evolution equation with a harmonic oscillator and functions of such an operator in S and S′ type
spaces.

У розвитку багатьох важливих напрямiв
математики i фiзики значну роль вiдiгра-
ли поняття та методи, якi виникли при ви-
вченнi рiвняння Штурма-Лiувiлля та пов’я-
заного з цим рiвнянням оператора Штурма-
Лiувiлля A = −d2/dx2+q(x). Вони були дже-
релом нових iдей та задач для спектральної
теорiї операторiв i сумiжних роздiлiв аналi-
зу. Г.Гарднер, М.Крускал i Р.Мiура знайшли
зв’язок спектральної теорiї операторiв з де-
якими нелiнiйними еволюцiйними рiвняння-
ми з частинними похiдними. Ж.Дельсарт та
Б.М.Левiтан у теорiї операторiв узагальне-
ного зсуву використали оператори перетво-
рення, якi виникли в процесi вивчення рiв-
нянь Штурма-Лiувiлля. В.А.Марченко за-
стосував оператори перетворення при дослi-
дженнi обернених задач спектрального ана-
лiзу та асимптотичної поведiнки спектраль-
ної функцiї оператора Штурма-Лiувiлля.

ОператорШтурма-Лiувiлля породжує рi-
знi крайовi задачi: регулярнi (x перебiгає
скiнченний iнтервал) та сингулярнi (випа-
док нескiнченного промiжку). Вони, як вiдо-
мо, вiдрiзняються постановками задач, ме-
тодами дослiдження та сферами застосу-
вань. Функцi q називається потенцiалом;
якщо q(x) = x2, x ∈ R, то оператор A на-
зивається гармонiйним осцилятором. Вiдо-
мо [1], що гармонiйним осцилятор є невiд’єм-
ним самоспряженим оператором в просторi
L2(R). Еволюцiйне рiвняння

u′(t) + Au(t) = 0, t ∈ (0, T ], (1)

з таким оператором вiдноситься до рiвнянь
параболiчного типу, коефiцiєнти яких нео-
бмежено зростають при |x| → ∞. М.Л. Гор-
бачуком, В.I. Горбачук, О.I. Кашпiровським
[1] доведено, що розв’язок рiвняння (1) зав-
жди має граничне значення u(0) = lim

t→+0
u(t)

у просторах узагальнених функцiй нескiн-
ченного порядку типу ультрарозподiлiв (ти-
пу S ′) i за ним завжди однозначно вiднов-
люється. У працях М.Л. Горбачука, П.I. Ду-
дникова, С.Д. Iвасишена, В.В. Городецько-
го, В.А. Лiтовченка та iн. доведено, що про-
стори типу S ′ є множинами початкових да-
них задачi Кошi для широких класiв рiв-
нянь з частинними похiдними параболiчно-
го типу (до яких вiдноситься i рiвняння (1)),
при яких розв’язки є нескiнченно диферен-
цiйовними за просторовими змiнними фун-
кцiями. У працi [2] дослiджується еволюцiй-
не рiвняння u′(t) + ϕ(A)u(t), t ∈ (0, T ], де
ϕ(A) трактується як гармонiйний осцилятор
нескiнченного порядку. Знайдено зображе-
ння гладких розв’язкiв вказаного рiвняння,
описано множини початкових значень таких
розв’язкiв, на пiдставi чого встановлюється
коректна розв’язнiсть задачi Кошi з поча-
тковою функцiєю, яка є елементом простору
ультрарозподiлiв типу S ′.

Узагальненням задачi Кошi є нелокальна
багаточкова за часом задача, коли початко-
ва умова u(t, ·)|t=0 = f замiнюється умовою
m∑

k=0

αku(t, ·)|t=tk = f , де t0 = 0, {t1, ..., tm} ⊂
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(0, T ], {α0, α1, ..., αm} ⊂ R, m ∈ N - фiксованi
числа (якщо α0 = 1, α1 = α2 = ... = αm = 0,
то маємо, очевидно, задачу Кошi).

Нелокальна багатоточкова за часом зада-
ча вiдноситься до нелокальних крайових за-
дач для рiвнянь з частинними похiдними,
теорiя яких iнтенсивно розвивається з сiм-
десятих рокiв минулого столiття. Дослiдже-
ння таких задач зумовлене багатьма засто-
суваннями у механiцi, фiзицi, хiмiї, бiологiї,
екологiї та iнших природничо-наукових ди-
сциплiнах, якi виникають при математично-
му моделюваннi тих чи iнших процесiв [3-6].
На доцiльнiсть використання нелокальних
умов з точки зору загальної теорiї крайових
задач вперше вказав О.О.Дезiн [7], який до-
слiджував розв’язнi розширення диференцi-
альних операторiв, породжених загальною
диференцiальною операцiєю зi сталими ко-
ефiцiєнтами. Вiн показав, що для постанов-
ки коректної крайової задачi необхiдно ви-
користовувати поруч з локальними i нело-
кальнi умови. А.Х.Мамян встановив [8], що
iснують рiвняння з частинними похiдними
в шарi, для яких неможливо сформулювати
жодної коректної локальної задачi; водночас
коректнi задачi iснують, якщо залучити не-
локальнi умови.

У данiй роботi встановлюється коректна
розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за
часом задачi для еволюцiйних рiвнянь з гар-
монiйним осцилятором та функцiями вiд
такого оператора у випадку, коли грани-
чна функцiя є узагальненою функцiєю ти-
пу ультрарозподiлiв i ототожнюється з пев-
ним формальним рядом Фур’є-Ермiта. За-
значимо, що така постановка задачi є приро-
дною, оскiльки гранична функцiя може ма-
ти особливiсть в однiй або декiлькох точках
i допускає регуляризацiю у тому чи iншому
просторi узагальнених функцiй типу розпо-
дiлiв, ультрарозподiлiв, гiперфункцiй тощо.
Знайдено також зображення розв’язку вка-
заної задачi.

1. Простори основних та узагальне-
них елементiв.

Нехай A - невiд’ємний самоспряжений
оператор з дискретним спектром у сепара-
бельному гiльбертовому просторi H зi ска-

лярним добутком (·, ·) та нормою ||·||, {ek, ≥
1} - ортонормований базис з його власних
векторiв, {λk, k ≥ 1} - послiдовнiсть вiдпо-
вiдних власних чисел, розмiщених у поряд-
ку зростання; при цьому кожне власне чи-
сло береться стiльки разiв, якоює його кра-
тнiсть,

∑
k:λk 6=0

λ−p
k < ∞ при деякому p > 0.

Позначимо

Φm = {ϕ ∈ H|ϕ =
m∑

k=1

ck,ϕek, ck,ϕ ∈ C},

Φ = lim
m→∞

indΦm

(очевидно, що Φ лежить щiльно в H i є iн-
варiантним вiдносно A), а через Φ′ - простiр
усiх антилiнiйних неперервних функцiона-
лiв на Φ зi слабкою збiжнiстю. Зiставлення

H 3 ϕ → fϕ ∈ Φ′ :< fϕ, ψ >= (ϕ, ψ),∀ψ ∈ Φ,

визначає вкладення H ⊂ Φ′ (< f, ϕ > позна-
чає дiю функцiоналу f на елемент ϕ). Еле-
менти з Φ′ називатимемо узагальненими.

Нехай s - простiр усiх числових послiдов-
ностей {sk, k ≥ 1} (sk ∈ C) з покоордина-
тною збiжнiстю. Вiдображення

Φ 3 f
F→{ck(f) =< f, ek >, k ≥ 1} ∈ s

є iзоморфiзмом [9]; при цьому збiжнiсть у Φ′

рiвносильна покоординатнiй збiжностi вiд-
повiдних послiдовностей в s. Зауважимо, що
F вiдображає Φ на множину фiнiтних по-
слiдовностей в s, а H - на l2; при цьому
оператору A вiдповiдає операцiя {sk, k ≥
1} → {λksk, k ≥ 1} i його можна продов-
жити на Φ′ до неперервного оператора Â:
Âf = F−1{λkck(f), k ≥ 1}.

Нехай f ∈ Φ′. Ряд
∞∑

k=1

ckek, де

ck =< f, ek >, називається рядом Фур’є
елемента f ∈ Φ′, а числа ck - його коефi-
цiєнтами Фур’є. Для довiльного елемента
f ∈ Φ′ його ряд Фур’є збiгається в Φ′ до f .

Навпаки, довiльний ряд
∞∑

k=1

ckek збiгається

в Φ′ до деякого елемента f ∈ Φ′ i цей ряд
є рядом Фур’є для [9]. Отже, Φ′ можна
розумiти як простiр формальних рядiв
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вигляду
∞∑

k=1

ckek. Звiдси випливає також, що

Φ лежить щiльно в Φ′.
Введемо деякi класи елементiв, пов’язанi

з оператором A. Позначимо

H∞(A) = lim
α→+∞

prHα(A), Hα(A) = D(Aα)

(D(Aα) - область визначення оператора Aα,

D(Aα) = {ϕ ∈ H|
∞∑

k=1

λ2α
k |ck(ϕ)| < ∞,

ck(ϕ) = (ϕ, ek), k ∈ N}

Aαϕ =
∞∑

k=1

λα
k ck(ϕ)ek, ϕ ∈ D(Aα)),

(ϕ, ψ)Hα := (ϕ, ψ) + (Aαϕ,Aαψ),

{ϕ, ψ} ⊂ D(aα),

Gβ,B(A) := {ϕ ∈ H∞(A)|∃c, B > 0 ∀n ∈ N :

||Anϕ|| ≤ cBnnnβ},
де β > 0 - фiксований параметр. Gβ,B(A) -
банаховий простiр вiдносно норми

||ϕ||β,B = sup
n

(||Anϕ||/(Bnnnβ))

Простiр G{β}{A} := lim
B→∞

indGβ,B(A) на-
зивається простором Жевре порядку β,
породженим оператором A. Якщо через
(H∞(A))′, (G{β}(A))′ позначити простори,
топологiчно спряженi з просторами H∞(A),
G{β}(A) вiдповiдно, то, згiдно з [9], прийде-
мо до ланцюжка щiльних i неперевних вкла-
день

Φ ⊂ G{β}(A) ⊂ H∞(A) ⊂ H ⊂ (H∞(A))′ ⊂
⊂ (G{β})

′ ⊂ Φ′, β > 1.

Символом Hα,β позначимо сукупнiсть тих
елементiв f ∈Φ′, для яких при деякому α>0

||f ||2Hα,β
:=

∞∑

k=1

exp(2αλ
1/β
k )|ck|2 < ∞,

ck =< f, ek >, k ∈ N,

i покладемо H{β} := lim
α→+0

indHα,β. Вiдповiд-

но, (H{β})′ = lim
α→+0

pr(Hα,β)′, причому, якщо

f ∈ (H{β})′, то (див. [9]) для довiльного
α > 0

||f ||2(Hα,β)′ :=
∞∑

k=1

exp(−2αλ
1/β
k )|ck|2 < ∞,

ck =< f, ek >, k ∈ N,

Як доведено в [9], G{β}(A) = H{β},
(G{β}(A))′ = (H{β})′.

Простори G{β}(A), (G{β}(A))′ з точки зо-
ру поведiнки коефiцiєнтiв Фур’є їхнiх еле-
ментiв описуються так [9]:

(f ∈ G{β}(A)) ⇔ (∃µ > 0 ∃c > 0 ∀k ∈ N :

|ck(f)| ≤ c exp(−µλ
1/β
k )),

(f ∈ (G{β}(A))′) ⇔ (∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0

∀k ∈ N : |ck(f)| ≤ c exp(µλ
1/β
k )).

Нехай

{f1, f2}⊂Φ, f1 =
∞∑

k=1

ck(f1)ek, f2 =
∞∑

k=1

ck(f2)ek.

У просторi Φ′ визначимо операцiю ” ∗ ”,
яку назвемо ”абстрактною згорткою” (або
просто згоркою), за правилом

f1 ∗ f2 =
∞∑

k=1

ck(f1)ck(f2)ek ≡
∞∑

k=1

ck(f1 ∗ f2)ek.

тобто f1 ∗ f2 - узагальнений елемент з про-
стору Φ′, коефiцiєнти Фур’є якого пов’яза-
нi з коефiцiєнтами Фур’є узагальнених еле-
ментiв f1, f2 спiввiдношенням ck(f1 ∗ f2) =
ck(f1) · ck(f2).

Зауваження 1. Нехай H = L2[0, 2π] -
гiльбертiв простiр 2π-перiодичних функцiй,
заданих на R. У цьому випадку

Φm = {ϕ ∈ H|ϕ =
m∑

k=−m

ck,ϕeikx,

ck,ϕ ∈ C, x ∈ R},m ∈ Z+,

тобто кожний елемент з Φm є тригономе-
тричним полiномом степеня m, Φ′ - про-
стiр усiх формальних тригонометричних ря-
дiв, якi ототожнюються iз узагальненими
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2π-перiодичними функцiями як антилiнiй-
ними неперервними функцiоналами, зада-
ними на просторi тригонометричних полiно-
мiв. Згортка двох узагальнених перiодичних
функцiй {f, g} ⊂ Φ′ визначається так [1]:

< f ∗ g, ϕ >=< fx, < gy, ϕ(x+ y) >>, ∀ϕ ∈ Φ.

Вона має змiст, бо

< gy, ϕ(x + y) >=< gy,

m∑

k=−m

ck,ϕeik(x+y) >=

=
m∑

k=−m

ck,ϕ < g, eiky > eikx ∈ Φ,

при цьому

ck(f ∗ g) =< f ∗ g, e−ikx >=

=< f,< gy, e
−ik(x+y) >>=

=< f,< g, e−iky > e−ikx >=

= ck(f)ck(g), ∀{f, g} ⊂ Φ′.

Звiдси випливає комутативнiсть та асоцiа-
тивнiсть згортки в Φ′, тобто Φ′ - кiльце (вiд-
ностно згортки) з одиницею, роль якої ви-
конує дельта-функцiя Дiрака. Таким чином,
f ∗ g - узагальнена 2π-перiодична функцiя
з простору Φ′, яка ототожнюється з рядом
Фур’є вигляду

+∞∑

k=−∞
ck(f ∗ g)eikx =

+∞∑

k=−∞
ck(f)ck(g)eikx,

а згортка в Φ′ збiгається з ”абстрактною
згорткою”, введеною ранiше.

Iз результатiв, наведених в [10], вплива-
ють такi властивостi абстрактної згортки: а)
f1 ∗ f2 ∈ (G{β}(A))′ для довiльних f1, f2 ∈
(G{β}(A))′; β ∈ (0, 1]; б) якщо f ∈ (G{β}(A))′,
то f ∗ ϕ ∈ G{β}(A) тодi й лише тодi, коли
ϕ ∈ G{β}(A), β ∈ (0, 1].

2. Функцiї Ермiта. Формальнi ряди
Фур’є-Ермiта

Функцiя F : R→ R називається ваговою,
якщо вона невiд’ємна i така, що абсолютно
збiжними є iнтеграли αn =

∫
R

xnF (x)dx, n ∈
Z+, якi називаються степеневими момента-
ми функцiї F . За F , зокрема, можна взяти

функцiю exp(−x2), x ∈ R. За допомогою ме-
тоду математичної iндукцiї можна довести
(див. [11]), що

(e−x2

)(n) = e−x2

[n/2]∑

k=0

(−1)n−kn!

k!(n− 2k)!
(2x)n−2k,

n ∈ Z+, x ∈ R.

Отже, функцiя

Hn(x) = (−1)nex2

(e−x2

)(n), n ∈ Z+,

є многочленом степеня n. Цей многочлен на-
зивається стандартизованим многочленом
Ермiта, а вiдповiдна формула - формулою
Родрiга. Многочлени Hn, n ∈ Z+, ортого-
нальнi на R з ваговою функцiєю F ; при цьо-
му

∫

R

e−x2

Hn(x)dx =
√

π · 2nn!, n ∈ Z+.

Отже, ортонормованi многочлени Ермiта
Ĥn, n ∈ Z+, мають вигляд

Ĥn(x) =
hn(x)√√

π2nn!
=

(−1)n

√√
π2nn!

ex2

(e−x2

)(n),

n ∈ Z+, x ∈ R.

Многочлени Ĥn, n ∈ Z+, побудованi за
ваговою функцiєю F (x) = e−x2 , x ∈ R,
утворюють ортонормований базис у просто-
рi L2(R, e−x2

). У просторi ж L2(R) ортонор-
мований базис утворюють функцiї Ермiта

hn(x) = e−x2/2Ĥn(x) =

= (−1)nπ−1/4(2nn!)−1/2ex2/2(e−x2

)(n),

n ∈ Z+, x ∈ R.

Функцiї Ермiта допускають продовження
в комплексну площину, при цьому, як дове-
дено в [12, с.39-43], для функцiй Ермiта ком-
плексного аргументу правильними є оцiнки

|hn(x + iy)| ≤

≤ cτ,n exp

(
− eτ − 1

4(eτ + 1)
x2 +

eτ + 1

eτ − 1
y2

)
≡

≡ cτ,n exp

(
−1

4
th(τ/2)x2 + cth(τ/2)y2

)
,
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n ∈ Z+, (2)

де τ > 0 - довiльно фiксований параметр,

cτ,n = max{eπ−1/2, π−1/4(e2τ − 1)−1/4}×

× exp

(
n + 1

2
τ

)
.

У просторi H = L2(R) розглянемо гар-
монiйний осцилятор - невiдємний самоспря-
жений оператор A, який є замиканням опе-
ратора −d2/dx2 + x2, заданого на множинi
фiнiтних нескiнченно диференцiйовних на R
функцiй. Спектр цього оператора дискре-
тний, його власнi значення - числа λ = 2k +
1, k ∈ Z+, а вiдповiдними власними функцi-
ями є функцiї Ермiта hk, k ∈ Z+ [1]. Простiр
Φ у даному випадку складається з функцiй
вигляду

ϕ(x) =
m∑

k=0

ck,ϕhk(x), ck,ϕ ∈ C, k ∈ R, m ∈ Z+.

Оскiльки

h′k(x) =

√
k

2
hk−1(x)−

√
k + 1

2
hk+1(x),

k ∈ N, x ∈ R,

h′0(x) = − 1√
2
h1(x), x ∈ R,

то ϕ′ ∈ Φ, якщо ϕ ∈ Φ, причому ϕ′ν → ϕ′,
ν →∞, у просторi Φ, коли ϕν → ϕ, ν →∞,
у просторi Φ. Отже, у просторi Φ визначена
i неперервна операцiя диференцiювання.

У просторi Φ′, топологiчно спряженому з
Φ, операцiя диференцiювання визначається
формулою

∀f ∈ Φ′ :< f (n), ϕ >= (−1)n < f, ϕ(n) >,

ϕ ∈ Φ, n ∈ N.

Ця операцiя лiнiйна i неперервна в Φ′,
оскiльки також є вiдповiдна операцiя в про-
сторi Φ. Отже, кожний елемент з простору
Φ′ є нескiнченно диференцiйовним.

Ряд
∞∑

k=0

ckhk, де ck =< f, hk >, називає-

ться рядом Фур’є-Ермiта функцiоналу f ∈

Φ′, а числа ck, k ∈ Z+ - його коефiцiєнта-
ми Фур’є (надалi елементи простору Φ′ на-
зиватимемо узагальними функцiями). Про-
стiр Φ′ у даному конкретному випадку мо-
жна розумiти як простiр формальних рядiв

вигляду
∞∑

k=0

ckhk.

3. Простори типу S та S ′

I.М.Гельфанд i Г.Є.Шилов ввели в [13] се-
рiю просторiв, названих ними просторами
типу S. Вони складаються з нескiнченно ди-
ференцiйовних на R функцiй, на якi накла-
даються певнi умови спадання на нескiнчен-
ностi. Цi умови задаються за допомогою не-
рiвностей

|xkϕ(n)| ≤ ckn, {k, n} ⊂ Z+, x ∈ R,

де {ckn} - деяка подвiйна послiдовнiсть до-
датних чисел. Якщо на елементи послiдов-
ностi {ckn} не накладаються нiякi обмежен-
ня (тобто ckn змiнюються довiльним чином
разом з функцiєю ϕ), то маємо, очевидно,
простiр S Л.Шварца швидко спадних на не-
скiнченностi функцiй. Якщо ж числа ckn за-
довольняють певнi умови, то вiдповiднi кон-
кретнi простори мiстяться в S i називаються
просторами типу S. Означимо деякi з них.

Для довiльних фiксованих α, β > 0 по-
кладемо

Sα
β (R) ≡ Sα

β :≡
{

ϕ ∈ S|∃c > 0 ∃A > 0

∃B > 0 ∀{k, n} ⊂ Z+

}

∀x ∈ R : |xkϕ(n)| ≤ cAkBnkkαnnβ.

Введенi простори можна охарактеризувати
ще й так [13].

Sα
β складається з тих й лише тих нескiн-

ченно диференцiйовних на функцiй, якi за-
довольняють нерiвностi

|ϕ(n)(x)| ≤ cBnnnβ exp(−a|x|1/α),

n ∈ Z+, x ∈ R,

з деякими додатними сталими c, b i a, зале-
жними лише вiд функцiї ϕ.

Якщо 0 < β < 1 i α ≥ 1 − β, то Sβ
α скла-

дається з тих i тiльки тих функцiй ϕ, якi
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аналiтично продовжуються в C i задоволь-
няють нерiвнiсть

|ϕ(x + iy)| ≤ c exp(−a|x|1/α + b|y|1/(1−β)),

c, a, b > 0.

Простiр S1
α, α > 0, складається з функцiй

ϕ, якi аналiтично продовжуються в деяку
смугу |y| < δ (залежну вiд ϕ) i при цьому

|ϕ(x+iy)| ≤ c exp(−a|x|1/α), c, a, δ > 0, x ∈ R.

Простори Sβ
α не є тривiальними за умови

α + β ≥ 1 i утворюють щiльнi в L2(R) мно-
жини. При β > 1 простiр Sβ

α мiстить фiнiтнi
функцiї.

Топологiчна структура в просторi Sβ
α ви-

значається так. Символом Sβ,B
α,A позначимо

сукупнiсть функцiй ϕ ∈ Sβ
α, якi задовольють

умову:
∀δ > 0 ∀ρ > 0 ∃cδρ :

|xkϕ(n)(x)| ≤ cδρ(A + δ)k(B + ρ)nkkαnnβ,

{k, n} ⊂ Z+, x ∈ R.

Ця множина перетворюється в повний
злiченно-нормований простiр, якщо в нiй
ввести систему норм

||ϕ||δ,ρ = sup
x,k,n

|xkϕ(n)(x)

(A + δ)k(B + ρ)nkkαnnβ
,

{δ, ρ} ⊂
{

1,
1

2
,
1

3
, ...

}
.

Якщо A1 < A2, B1 < B2, то Sβ,B1

α,A1
неперервно

вкладається в Sβ,B2

α,A2
i Sβ

α =
⋃

A,B>0

Sβ,B
α,A .

Якщо P - деякий фiксований многочлен,
то у просторi Sβ

α визначена i неперервна
операцiя множення на P . Зокрема, звiд-
си випливає, що функцiї Ермiта hk, k ∈
Z+, належить до простору S

1/2
1/2 . Справдi,

| exp(−z2/2)| = exp(−x2/2 + y2/2), якщо
z = x + iy i 1/α = 1/(1 − β) = 2, тобто
α = β = 1/2, а кожна функцiя Ермiта має
вигляд P (x) exp(−x2/2), де P - многочлен
Ермiта. Зауважимо, що цей же факт випли-
ває також з оцiнки (2).

В Sβ
α визначенi i неперервнi операцiї зсу-

ву аргументу i диференцiювання, якi пере-
водять Sβ

α в себе. Вiдзначимо також, що про-
стори Sβ

α є досконалими [13], тобто просто-
рами, усi обмеженi множини яких компа-
ктнi.

Простiр усiх лiнiйних неперервних фун-
кцiоналiв на Sβ

α зi слабкою збiжнiстю по-
значається символом (Sβ

α)′. Елементи з (Sβ
α)′

називаються ультрарозподiлами Жевре по-
рядку β.

У працi [1] доведено, що S
β/2
β/2 = G{β}(A)

при β ≥ 1, де A - гармонiйний осциля-
тор. Тодi, як випливає iз загальної теорiї не-
вiд’ємних самоспряжених операторiв з дис-
кретним спектром (див. п.1), простори Sβ

β ,
(Sβ

β )′, β ≥ 1/2, можна охарактеризувати так.

Якщо f =
∞∑

k=0

ckhk ∈ Φ′, ck =< f, hk >,

то правильним є такi спiввiдношення еквi-
валентностi:

a)(f ∈ Sβ
β ) ⇔

(
∃µ > 0 ∃c > 0 ∀k ∈ Z+ :

|ck| ≤ c exp(−µ(2k + 1)1/(2β))
)
; (3a)

б) f ∈ (Sβ
β )′) ⇔

(
∀µ > 0∃c = c(µ) > 0

∀k ∈ Z+ : |ck| ≤ c exp(µ(2k + 1)1/(2β))
)
. (3б)

4. Функцiї вiд гармонiйного осциля-
тора

Нехай A - невiд’ємний самоспряжений
оператор в сепарабельному гiльбертовому
просторi H зi щiльною в H областю визна-
чення D(A), f : [0,∞) → [0,∞) - деяка
неперервна функцiя, монотонно зростає на
[0,∞), lim

λ→+∞
f(λ) = +∞. За функцiєю f та

оператором A на множинi

D(f(A)) = {ϕ ∈ H|
∞∫

0

f 2(λ)d(Eλϕ, ϕ) < ∞},

де Eλ, λ ∈ [0,∞) - розклад одиницi (спе-
ктральна функцiя) оператора A, побудуємо
оператор f(A):

f(A)ϕ =

∞∫

0

f(λ)dEλϕ, ϕ ∈ D(f(A)), (4)
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який також є невiд’ємним i самоспряженим
в H, при цьому D(f(A)) = H [1]. Iнтеграл
(4) береться, фактично, лише по спектру
σ(A) оператора A, тобто

f(A)ϕ =

∫

σ(A)

f(λ)dEλϕ, ϕ ∈ D(f(a)).

Якщо A - гармонiйний осцилятор, то
σ(A) = {λk, k ∈ Z+}, де λk = 2k + 1.
Спектральна функцiя Eλ, λ ∈ [0,∞), опе-
ратора A кусково-стала i має розриви ли-
ше в точках λk, k ∈ Z+, причому стрибок
Eλk+0 − Eλk

є оператором проектування на
власний пiдпростiр оператора A, що вiдпо-
вiдає власному значенню λk. Цей пiдпро-
стiр одновимiрний, вiдповiдна функцiя Ер-
мiта hk утворює його базис. Отже,

(Eλk+0 − Eλk
)ϕ = (ϕ, hk) · hk = ck(ϕ)hk;

спектральна функцiя Eλ, λ ∈ [0,∞), у цьому
випадку має вигляд

(Eλϕ)(x) =
∑

λk<λ

ck(ϕ)hk(x), ϕ ∈ L2(R),

а iнтеграла (4) є таким:

(f(A)ϕ)(x)=
∞∑

k=0

f(λk)ck(ϕ)hk(x), ϕ ∈ D(f(A)),

при цьому

D(f(A)) =
{

ϕ ∈ L2(R)|
∞∑

k=0

f 2(λk)×

×|ck(ϕ)|2 < ∞, λk = 2k + 1
}

f(λk) - власнi значення оператора f(A).
Надалi використовуватимемо позначен-

ня: f(A) := Af .
Оперотор f(A) продовжимо на Φ′ до не-

перервного оператора f̂(A):

f̂(A)ϕ = F−1{f(λk)ck(ϕ)}∞k=0,

Φ′ 3 ϕ =
∞∑

k=0

ck(ϕ)hk.

Розглянемо узагальнений елемент (уза-
гальнену функцiю) Gf з простору Φ′,

побудований за функцiєю f : Gf =
∞∑

k=0

f(λk)hk(x). Тодi f̂(A) - оператор згортки,

який дiє у просторi Φ′ за правилом:

f̂(A)ϕ = Gα ∗ ϕ =
∞∑

k=0

f(λk)ck(ϕ)hk.

Оператор f(A) ≡ Af розумiтимемо як
звуження оператора f(A) на простiр S

1/2
1/2 =

G{1}(A).
Лема 1.Оператор Af неперервний у про-

сторi S
1/2
1/2 тодi й лише тодi, коли Gf ∈

(S
1/2
1/2)

′.

Доведення. Нехай Gf ∈ (S
1/2
1/2)

′. Перед-
усiм зазначимо, що з властивостей абстра-
ктної згортки (див. п.1) випливає, що Gf ∗
ϕ ∈ (S

1/2
1/2)

′ для довiльної функцiї ϕ ∈ (S
1/2
1/2)

′.
Отже, оператор Af вiдображає простiр S

1/2
1/2

в себе. Доведемо, що Af неперервний опера-
тор у просторi S

1/2
1/2 , тобто кожну обмежену

множину цього простору вiн вiдображає у
обмежену множину цього ж простору (за-
значимо, що у просторi S

1/2
1/2 клас неперерв-

них операторiв спiвпадає з класом обмеже-
них операторiв [13]).

Оскiльки Gf ∈ (S
1/2
1/2)

′, то

∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0 ∀k ∈ Z+ :

f(λk) ≤ ceµλk , λk = 2k + 1, k ∈ Z+. (5)

Нехай L - обмежена множина в просторi
S

1/2
1/2 = G{1}(A) =

⋃
α>0

Hα,1. Тодi L - обмежена

множина в гiльбертовому просторi Hα,1 при
деякому α > 0, тобто

∃b > 0 ∀ψ ∈ L : ‖ψ‖2
Hα,1

=

=
∞∑

k=0

e2α(2k+1)|ck(ψ)|2 ≤ b,

або

∃b1 > 0 ∀ψ ∈ L : |ck(ψ)| ≤ b1e
−α(2k+1), k ∈ Z+.

В нерiвностi (5) покладемо µ = α/2. Тодi

|ck(Afψ)| = f(2k + 1)|ck(ψ)| ≤
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≤ cb1e
−(α−µ)(2k+1) =

= b2e
−α1(2k+1), α1 = α/2, b2 = cb1

i

|ck(Afψ)|eα1
2

(2k+1) ≤ b2e
−α1

2
(2k+1), k ∈ Z+.

Звiдси вже випливає збiжнiсть ряду
∞∑

k=0

|ck(Afψ)|2 exp(α1(2k + 1)). Отже, множи-

на AfL обмежена в просторi Hα1
2

,1 = Hα
4

,1,

тобто в просторi S
1/2
1/2 . Обернене твердження

доводиться аналогiчно.
Зауваження 2. Умова Gf ∈ (S

1/2
1/2) еквi-

валентна такiй умовi на функцiю f :

∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0 : 0 ≤ f(α) ≤ ceµλ,

λ ∈ [0,∞). (6)

Зазначимо також, що якщо f(λ) = λn,
λ ∈ [0,∞) (n ∈ N - фiксоване), то f задо-
вольняє умову (6), тобто оператор f(A) =
An = (−d2/dx2 + x2)n обмежений (неперерв-
ний) в просторi S

1/2
1/2 . Цей же результат ви-

пливає з таких мiркувань. Вiдомо [1], якщо
ϕ ∈ S, то An, де A - гармонiйний осцилятор,
дiє на ϕ за правилом

(Anϕ)(x) =
∑

0≤p+q≤2n

c(n)
p,q x

pϕ(q)(x), x ∈ R (7)

при цьому коефiцiєнти c
(n)
p,q задовольняють

нерiвностi
|c(n)

p,q | ≤ 10nnn− 1
2
(p+q).

Оскiльки в просторi S
1/2
1/2 визначенi i є непе-

рервними операцiї множення на незалежну
змiнну та диференцiювання, то з (7) випли-
ває неперервнiсть оператора An у просторi
S

1/2
1/2 .
Надалi вважатимемо, що функцiя f до-

датково задовольняє умову

∃d0 > 0 ∀λ ∈ [0,∞) : f(λ) ≥ d0λ. (8)

5. Нелокальна багатоточкова за ча-
сом задача

Розглянемо еволюцiйне рiвняння

∂u

∂t
+ Afu = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω, (9)

де Af - оператор, побудований у п.4. Пiд
розв’язком рiвняння (9) розумiтимемо фун-
кцiю u(t, ·) ∈ C1((0, T ], S

1/2
1/2), яка задоволь-

няє це рiвняння.
Поставимо задачу: знайти функцiю u,

яка є розв’язком рiвнняння (9) та задоволь-
няє умову

µu(0, ·)−
m∑

k=1

µku(tk, ·) = g, g ∈ L2(R), (10)

де m ∈ N, {µ, µ1, ..., µm} ⊂ (0,∞),
{t1, ..., tm} ⊂ (0, T ] - фiксованi числа, µ >
m∑

k=1

µk, t1 < t2 < ... < tm ≤ T . При цьо-

му u(0, ·) розумiємо як lim
t→+0

u(t, ·), де гра-

ниця розглядається в L2(R), тобто вважа-
ємо, що iснує функцiя u0(·) ∈ L2(R) та-
ка, що ‖u(t, ·) − u0(·)‖L2(R) → 0, t → +0,
u0(x) ≡ u(0, x).

Надалi задачу (9), (10) називатимемо не-
локальною багатоточковою за часом зада-
чею для рiвняння (9).

Нехай u - розв’язок рiвняння (9). Оскiль-
ки u(t, ·) ∈ S

1/2
1/2 ⊂ L2(R) при кожному t ∈

(0, T ], то

u(t, x) =
∞∑

k=0

c̃k(t)hk(x), (t, x) ∈ Ω,

c̃k(t) ≡ ck(u(t, ·)) = (u(t, ·), hk)H ,

h = L2(R), k ∈ Z+,

причому

‖u(t, ·)‖2 =
∞∑

k=0

|c̃k(t)|2, t ∈ (0, T ].

Для вiдшукання c̃k(t) домножимо (9) ска-
лярно на hk, k ∈ Z+; в результатi прийдемо
до спiввiдношення

(u′t, hk) + (Afu, hk) = 0.

При фiксованому k ∈ Z+ маємо:

(Afu, hk) = (u,Afhk) = (u, f(λk)hk) =

= f(λk)(u, hk) = f(λk)c̃k(t), λk = 2k + 1,
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(тут враховано, що hk - власна функцiя опе-
ратора Af , а f(λk) - його власне число).

Iз диференцiйовностi u(t, ·) (за змiнною
t ∈ (0, T ]) випливає диференцiйовнiсть фун-
кцiй c̃k(t) = (u(t, ·), hk) на (0, T ]. Отже,

d

dt
c̃k(t) =

d

dt
(u(t, ·), hk) =

( d

dt
u(t, ·), hk

)
,

k ∈ Z+.
Зауважимо також, що iснує lim

t→+0
c̃k(t) =

c̃k(0) = ck(u(0.·)). Справдi,
c̃k(t) = (u(t, ·), hk), c̃k(0) = (u(0, ·), hk),

|c̃k(t)− c̃k(0)| = |(u(t, ·)− u(0, ·), hk)| ≤
≤ ‖u(t, ·)− u(0, ·)‖ → 0, t → +0.

Функцiя c̃k(t) задовольняє рiвняння

c̃k
′(t) + f(λk)c̃k(t) = 0, k ∈ Z+,

загальний розв’язок якого має вигляд:

c̃k(t) = ck exp(−tf(λk)), ck = const, k ∈ Z+.

Тодi

u(t, x)=
∞∑

k=0

ck exp(−tf(λk))hk(x), (t, x) ∈ Ω.

(11)
Для вiдшукання ck, k ∈ Z+, помножимо

(10) скалярно на hk, k ∈ Z+; у результатi
прийдемо до спiввiдношення:

µc̃k(0)−
m∑

n=1

µkc̃k(tn) = ck(g),

ck(g) = (g, hk), k ∈ Z+.

Урахувавши вигляд c̃k(t) знайдемо, що

ck

(
µ−

m∑
n=1

µn exp(−tnf(λk))
)

= ck(g).

Отже,

ck = ck(g)
(
µ−

m∑
n=1

µn exp(−tnf(λk))
)−1

,

k ∈ Z+.
Введемо позначення:

Q1(t, λk) := exp(−tf(λk)),

Q2(λk) :=
(
µ−

m∑
n=1

µn exp(−tnf(λk))
)−1

≡

≡
(
µ−

m∑
n=1

µnQ1(tn, λk)
)−1

.

Тодi

c̃k(t) ≡ ck(u(t, ·)) = Q1(t, λk)q2(λk)ck(g),

u(t, x) =
∞∑

k=0

c̃k(t)hk(x) =

=
∞∑

k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)hk(x) = (12)

= G(t, x) ∗ g(x), (t, x) ∈ Ω,

де

g(x) =
∞∑

k=0

ck(g)hk(x),

G(t, x) =
∞∑

k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)hk(x).

Iз обмежень, накладених на функцiю f та
параметри задачi (9), (10) випливає, що при
кожному t ∈ (0, T ] справджуються нерiвно-
стi

|ck(G)| = |Q1(t, λk)| · |Q2(λk)| ≤

≤ c1 exp(−d0tλk)
(
µ−

m∑
n=1

µn exp(−d0tnλk)
)−1

≤

≤ c1

(
µ−

m∑
n=1

µn

)−1

exp(−d0tλk),

λk = 2k + 1, k ∈ Z+

(тут враховано, що µ >
m∑

n=1

µn). Звiдси та

з характеристики класу S
1/2
1/2 випливає, що

G(t, ·) ∈ S
1/2
1/2 при кожному t ∈ (0, T ]. Оскiль-

ки u(t, ·) = G(t, ·) ∗ g, де g ∈ H ⊂ (S
1/2
1/2)

′ =

(G{1}(A))′, то на пiдставi вiдповiдної вла-
стивостi абстрактної згортки твердимо, що
u(t, ·) ∈ S

1/2
1/2 при кожному t ∈ (0, T ].

Розв’язок задачi (9), (10) єдиний. Для
доведення цiєї властивостi скористаємося
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тим, що розв’язок рiвняння (9) зображає-
ться формулою (11), тобто

u(t, x) =
∞∑

k=0

ck(G1)ck(g̃)hk(x) ≡

≡ G1(t, x) ∗ g̃(x), (13)

де g̃ =
∞∑

k=0

ck(g̃)hk(x), ck(g̃) = (g̃, hk),

G1(t, x) :=
∞∑

k=0

Q1(t, λk)hk(x), G1(t, x) - фi-

ксована функцiя з простору S
1/2
1/2 (при ко-

жному t ∈ (0, T ]), g̃ - довiльна функцiя з
L2(R) (те, що G1(t, ·) ∈ S

1/2
1/2 випливає з оцiн-

ки |Q1(t, λk)| ≤ c exp(−d0tλk) та твердження
3а))

Зауважимо, що правильним є i обернене
твердження: якщо функцiя u(t, x) має ви-
гляд (13) (або ж (11)), то вона є розв’язком
рiвняння (9). Справдi,

Afu =
∞∑

k=0

f(λk)ck(u)hk =

=
∞∑

k=0

ckf(λk) exp(−tf(λk))hk.

Функцiя u(t, x) диференцiйовна по t (при ко-
жному x ∈ R). Справдi, нехай t ∈ [ε, T ], де
ε > 0. Доведемо, що ряд

−
∞∑

k=0

ckf(λk) exp(−tf(λk))hk(x) :=γ(t, x)(14)

збiгається рiвномiрно по t (при фiксованому
x ∈ R), бо тодi ∂u(t, x)/∂t = γ(t, x), t ∈ [ε, T ].
Оскiльки |hk(x)| ≤ 1, k ∈ Z+, x ∈ R, то,
внаслiдок (8) знайдемо, що

| − ckf(λk) exp(−tf(λk))hk(x)| ≤
≤ |ck|f(λk) exp(−εf(λk)) ≤

≤ 2c

ε
exp

(
− εd0

2
λk

)
, λk = 2k + 1, k ∈ Z+.

(тут враховано також, що
∞∑

k=0

|ck|2 ≤ c <

+∞). Отже, ряд (14) збiгається рiвномiр-
но при t ≥ ε. Цим доведено, що фун-
кцiя u(t, x) диференцiйовна по t на вiдрiзку

[ε, T ]. Оскiльки ε > 0 - довiльне, то фун-
кцiя u(t, x) диференцiйовна по t на промiж-
ку (0, T ], при цьому правильним є спiввiдно-
шення ∂u(t, x)/∂t = γ(t, x), t ∈ (0, T ], x ∈ R.
Звiдси вже випливає, що u - розв’язок рiв-
няння (9).

Таким чином, функцiя u(t, x) є розв’яз-
ком рiвняння (9) тодi й лише тодi, коли во-
на зображається формулою (11) (або (13)).
У зв’язку з цим задачу (9), (10) можна розу-
мiти так: у множинi розв’язкiв рiвняння (9)
вигляду (11) (або (13)) знайти функцiю, яка
задовольняє умову (10). Ця функцiя дається
формулою (12), при цьому ck(g)Q2(λk) =
ck(g̃), k ∈ Z+. Якщо g = 0, то ck(g) = 0,
∀k ∈ Z+, звiдки й випливає спiввiдношен-
ня u(t, x) = 0 для кожного t ∈ (0, T ], що й
доводить єдинiсть розв’язку задачi (9), (10).

Доведемо тепер, що розв’язок задачi (9),
(10) неперервно залежить вiд умови (10).
Нехай {g, gn, n ≥ 1} ⊂ H, H = L2(R), при-
чому gn → g, n → ∞, у просторi H, тобто
‖gn − g‖ → 0 при n → ∞. Це рiвносильно

тому, що
∞∑

k=0

|ck(gn − g)|2 → 0, n →∞.

Нехай un - розв’язок задачi (9), (10), який
вiдповiдає функцiї gn, за допомогою якої за-
дається умова (10). Тодi

‖un−u‖2=‖G∗(gn−g)‖2=
∞∑

k=0

|ck(G)|·|ck(gn−g)|2.

Iз доведеного ранiше випливає, що |ck(G)| ≤
c̃, k ∈ Z+, де c̃ = c

(
µ−

m∑
p=1

µp

)−1

. Отже,

||un − u||2 ≤ c̃2

∞∑

k=0

|ck(gn − g)|2 →, n →∞,

що й потрiбно було довести.
Пiдсумуємо одержанi результати у вигля-

дi такого твердження.
Теорема 1. Нелокальна багатоточкова

за часом задача (9), (10) коректно розв’я-
зна, розв’язок дається формулою

u(t, x) = G(t, x) ∗ g(x), (t, x) ∈ Ω,

де

G(t, x) =
∞∑

t=0

Q1(t, λk)Q2(λk)hk(x),
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g =
∞∑

k=0

ck(g)hk ∈ L2(R),

при цьому {G(t, ·), u(t, ·)} ⊂ S
1/2
1/2 , t ∈ (0, T ].

Операцiю ” ∗ ” можна розглядати i у ви-
падку, коли g ∈ (S

1/2
1/2)

′ = (G{1}(A))′ при
цьому, знову ж таки внаслiдок вiдповiдної
властивостi вказаної операцiї матимемо, що
u(t, ·) = G(t, ·) ∗ g ∈ S

1/2
1/2 при кожному

t ∈ (0, T ]. Доведемо, що тодi функцiя u(t, ·)
є розв’язком рiвняння (9), але умову (10), де
g ∈ (S

1/2
1/2)

′, u(t, ·) задовольняє в тому розу-
мiннi, що

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = g,

g ∈ (S
1/2
1/2)

′, (15)

границi розглядаються в просторi (S
1/2
1/2)

′.
Лема 2. Функцiя G(t, ·), t ∈ (0, T ], як

абстрактна функцiя параметра t iз значе-
ннями в просторi S

1/2
1/2 , диференцiйовна по t.

Доведення. Зафiксуємо довiльно t ∈
(0, T ]. Оскiльки

S
1/2
1/2 = G{1}(A) = H{1} =

⋃
α>0

Hα,1 =
⋃
α>0

Hα,

де A - гармонiйний осцилятор, то для дове-
дення твердження досить показати, що

Φ∆t :=
1

∆t
[G(t+∆t, x)−G(t, x)]−→

∆t→0

∂

∂t
G(t, x)

у просторi H{1} (якщо ∆t < 0, то вважаємо
∆t таким, що t + ∆t ≥ t/2).Це означає, що:

1) множина функцiй {Φ∆t : |∆t| ≤
ε0, ∆t 3 0} (ε > 0 - досить мале фiксова-
не число) обмежена в просторi H{1}, тобто

∃c > 0 ∀δt (|∆t| ≤ ε0, ∆t 6= 0) : ||Φ∆t||2 ≤ c

при деякому α > 0;
2) Φ∆t → ∂

∂t
G(t, ·) при ∆t → 0 у просторi

H{1}, тобто
∥∥∥Φ∆t − ∂

∂t
G(t, ·)

∥∥∥
2

Hα

→ 0, ∆ → 0.

Передусiм зазначимо, що функцiя G(t, x)
диференцiйовна по t ∈ (0, T ] при кожному

x ∈ R. Доведення цiєї властивостi аналогi-
чне доведенню диференцiйовностi функцiї,
яка дається формулою (13); при цьому

∂G(t, x)

∂t
= −

∞∑
t=0

f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)hk(x).

Оскiльки

Φ∆t(x) =
∞∑

k=0

1

∆t

[
t−(t+∆t)f(λk) − e−tf(λk)

]
×

×Q2(λk)hk(x) = −
∞∑

k=0

f(λk)e
−(t+θ∆t)f(λk)×

×Q2(λk)hk(x), 0 < θ < 1,

то

ck(Φ∆t) = −f(λk)Q1(t + θ∆t, λk)Q2(λk)

(якщо ∆t < 0, то внаслiдок домовленостi
щодо ∆t маємо, що t + θ∆t > t + ∆t ≥ t/2).
Тодi для довiльного фiксованого α < td0/2
(d0 - стала з нерiвностi (8)) справджуються
спiввiдношення:

||Φ∆t||2Hα
=

∞∑

k=0

exp(2αλk)|ck(Φ∆t)|2 =

=
∞∑

k=0

f 2(λk) exp(2αλk) exp(−2(t+θ∆t)f(λk))×

×Q2
2(λk) ≤ (µ− µ0)

−2

∞∑

k=0

f 2(λk) exp(2αλk)×

× exp(−2tf(λk)), µ0 =
m∑

k=1

µk.

Оскiльки

f 2(λk) exp(−2tf(λk)) ≤ 2

t2
exp(−tf(λk)) ≤

≤ 2

t2
exp(−td0λk), k ∈ Z+,

то
||Φ∆t||2Hα

≤ 2

t2
(µ− µ0)

−2×

×
∞∑

k=0

(−(td0 − 2α)λk) < ∞, λk = 2k + 1.
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Отже, множина функцiй {Φ∆t, |∆t| ≤
ε0, ∆t 6= 0} обмежена в просторi H{1}.

Перевiримо виконання умови 2). Нехай
Ψ∆t(x) := Φ∆t(x)− ∂

∂t
G(t, x). Тодi

Ψ∆t(x) =
∞∑

k=0

[
t−tf(λk) − e−(t+θ∆t)f(λk)

]
×

×Q2(λk)f(λk)hk(x).

Звiдси випливає, що

||Ψ∆t|2H2
=

∞∑

k=0

e2αλk |ck(Ψ∆t)|2 =
∞∑

k=0

e2αλk×

×|e−tf(λk) − e−(t+θ∆t)f(λk)|2Q2
2(λk)f

2(λk) ≤

≤
∞∑

k=0

e2αλk · e−2(t+θ1∆t)f(λk)f 4(λk)×

×θ2(∆t)2Q2
2(λk) ≤ (µ− µ0)

−2×

×
∞∑

k=0

e2αλke−2tf(λk)f 4(λk)(∆t)2, 0 < θ1 < 1.

Оскiльки f 4(λk) exp(−tf(λk)) ≤ 4!/t4 i α <
td0/2, то

||Ψ∆t||2Hα
≤ 4!(µ− µ0)

−2t−4×

×
∞∑

k=0

e−(td0−2α)λk(∆t)2 ≤ c̃(∆t)2,

де

c̃ = 4!(µ− µ0)
−2t−4

∞∑

k=0

e−(td0−2α)λk < +∞

Отже, ||Ψ∆t||Hα при ∆t → 0 (для α ∈
(0, td0/2)), тобто Φ∆t → ∂

∂t
G(t, ·) при ∆t → 0

у поосторi H{1} = s
1/2
1/2.

Лема доведена.
Лема 3. Для функцiї

u(t, x) = G(t, x) ∗ g =
∞∑

k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)×

×ckhk(x), (t, x) ∈ Ω, (16)

де

G(t, x) =
∞∑

k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)hk(x),

g =
∞∑

k=0

ckhk ∈ (S
1/2
1/2)

′, ck =< g, hk >, k ∈ Z+,

правильним є зображення

u(t, x) =< g, G̃t,x(·) >,

G̃t,x(y) =
∞∑

k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)hk(x)hk(y).

Доведення. Нехай

Sn,t,x :=
n∑

k=0

Q!(t, λk)Q2(λk)hk(x)hk(y).

Твердження леми випливає з того, що по-
слiдовнiсть частинних сум Sn,t,x збiгається
до G̃t,x при n → ∞ у просторi S

1/2
1/2 = H{1}

при фiксованих t > 0, x ∈ R (при до-
велденнi вказаної властивостi використову-
ються оцiнки hk : |hk(x)| ≤ 1, k ∈ Z+, x ∈ R
[11]) та функцiй Q1(t, λk), Q2(λk).

Справдi, внаслiдок лiнiйностi та непе-
рервностi функцiоналу g

u(t, x) =
∞∑

k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)hk(x) =

=
∞∑

k=0

Q1(t, λk)Q2(λk) < g, hk(y) > hk(x) =

= lim
n→∞

n∑

k=0

Q1(t, λk)Q2(λk) <g, hk(y)>hk(x) =

= lim
n→∞

< g,

n∑

k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)hk(x)hk(y) >=

lim
n→∞

< g, Sn,t,x(·) >=< g, lim
n→∞

Sn,t,x(·) >=

=< g, G̃t,x(·) > .

Лема 4. Функцiя u(t, x), яка зображає-
ться формулою (16), диференцiйовна по t,
при цьому

∂u(t, x)

∂t
=< g,

∂

∂t
G̃t,x(·) >=

∂

∂t
G(t, x) ∗ g.

Доведення. Iз леми 2 випливає, що фун-
кцiя G̃t,x, як абстрактна функцiя аргументу
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t iз значеннями в просторi S
1/2
1/2 , диференцi-

йовна по t (при фiксованому x ∈ R). Отже,

Φ̃∆t,t,x(y) :=
1

∆t

[
G̃t+∆t,x(y)− G̃t,x(y)

]
→

→ ∂

∂t
G̃t,x(y)

при ∆t → 0 у просторi S
1/2
1/2 . Тодi, врахував-

ши неперервнiсть функцiоналу g, прийдемо
до спiввiдношень:

∂u(t, x)

∂t
= lim

∆→0

1

∆t
[u(t + ∆t, x)− u(t, x)] =

= lim
∆t→0

< g,
1

∆t
[G̃t+∆t,x(·)− G̃t,x(·)] >=

= lim
∆t→0

< g, Φ̃∆t,t,x(·) >=

=< g, lim
∆t→0

Φ̃∆t,t,x(·) >=< g,
∂

∂t
G̃t,x(·) > .

Той факт, що ∂u/∂t можна також подати у
виглядi згортки ∂G(t,·)

∂t
∗g, доводиться за схе-

мою доведення леми 2. Лема доведена.
Лема 5. Нехай

u(t, x) = G(t, x) ∗ g, g ∈ (S
1/2
1/2)

′, (t, x) ∈ Ω;

тодi в просторi (S
1/2
1/2)

′ справджується гра-
ничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = g. (17)

Доведення. Для доведення (17)
вiзьмемо довiльний елемент ψ(x) =
∞∑

k=0

ck((ψ)hk(x) ∈ S
1/2
1/2 i зазначимо, що

внаслiдок неперервностi вкладення S
1/2
1/2 у

просторi (S
1/2
1/2)

′ та ортонормованостi базису
{hk, k ∈ Z+}

〈u(t, ·), ψ〉 =(u(t, ·), ψ) =
∞∑

k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ) =

=
∞∑

k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)ck(ψ), λk = 2k + 1.

Тодi

µ lim
t→+0

< u(t, ·), ψ >−
m∑

n=1

µn lim
t→tn

< u(t, ·), ψ >=

= µ lim
t→+0

∞∑

k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ)−

−
m∑

n=1

µn lim
t→tn

∞∑

k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ);

при цьому ряд
∞∑

k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ) збiгається

рiвномiрно на (0,T]. Цей факт випливає з
вигляду коефiцiєнтiв ck(u(t, ·)), k ∈ Z+, та
нерiвностi

|ck(u(t, ·))| · |ck(ψ)| ≤ c̃|ck(g)| · |ck(ψ)|,
t ∈ (0, T ], k ∈ Z+.

Справдi, за умовою, g ∈ (S
1/2
1/2)

′, тобто

∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0 ∀k ∈ Z+ :

|ck(g)| ≤ ceµ(2k+1).

Функцiя ψ ∈ S
1/2
1/2 , тому, внаслiдок умови

3а),
∃µ0 > 0 ∃c0 > 0 ∀k ∈ Z+ :

|ck(ψ)| ≤ c0e
−µ0(2k+1).

Покладемо µ = µ0/2. Тодi

|ck(g)||ck(ψ)| ≤ cc0 exp
(
−µ0

2
(2k+1)

)
, k ∈ Z+.

Iз останньої нерiвностi випливає сформульо-
вана властивiсть.

Таким чином,

lim
t→tn

∞∑

k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ) =
∞∑

k=0

ck(u(tn, ·))ck(ψ) =

=
∞∑

k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)ck(ψ). (18)

lim
t→+0

∞∑

k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ) =
∞∑

k=0

ck(u(0, ·))ck(ψ) =

=
∞∑

k=0

Q2(λk)ck(g)ck(ψ). (19)
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Урахувавши (18), (19) знайдемо, що

µ lim
t→+0

< u(t, ·), ψ > −

−
m∑

n=1

µn lim
t→tn

< u(t, ·), ψ >=

=
∞∑

k=0

[(
µ−

m∑
n=1

µnQ1(tn, λk)
)
Q2(λk)

]
×

×ck(g)ck(ψ) =

=
∞∑

k=0

µ−
m∑

n=1

µnQ1(tn, λk)

µ−
m∑

n=1

µnQ1(tn, λk)
ck(g)ck(ψ) =

=
∞∑

k=0

ck(g)ck(ψ) =< g, ψ >,

ψ ∈ S
1/2
1/2 , g =

∞∑

k=0

ck(g)hk ∈ (S
1/2
1/2)

′,

що й потрiбно було довести.
Лема 5 дозволяє ставити багатоточкову

задачу для рiвняння (9) у розумiннi (15).
Правильним є таке твердження.

Теорема 2. Багатоточкова задача (9),
(15) коректно розв’язна, розв’язок дається
формулою
u(t, x) = g ∗G(t, x), (t, x) ∈ Ω, g ∈ (S

1/2
1/2)

′,

u(t, ·) ∈ S
1/2
1/2 при кожному t ∈ (0, T ].

Доведення. Iз властивостей абстрактної
згортки випливає, що u(t, ·) ∈ S

1/2
1/2 при ко-

жному t ∈ (0, T ].
Функцiя u(t, x), (t, x) ∈ Ω, задовольняє

рiвняння (9). Справдi

Af (g ∗G(t, x))=
∞∑

k=0

f(λk)ck(g ∗G(t, x))hk(x) =

=
∞∑

k=0

f(λk)ck(G)ck(g)hk(x)=

=
∞∑

k=0

f(λk)ck(g)Q1(t, λk)Q2(λk)hk(x).

З iншого боку (див. лему 4),

∂u(t, x)

∂t
= g ∗ ∂

∂t
G(t, x) =

=
∞∑

k=0

ck(
∂

∂t
G)ck(g)hk(x) =

= −
∞∑

k=0

f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)hk(x).

Звiдси вже випливає, що функцiя u(t, x) =
g∗G(t, x) є розв’язком рiвняння (9). Крiм то-
го, з леми 5 випливає, що u(t, x) задовольняє
умову (15) (у вказаному сенсi). Отже, u(t, x)
- розв’язок задачi (9), (15).

Доведемо єдинiсть розв’язку задачi (9),
(15). Для цього розглянемо задачу Кошi

∂u

∂t
− Afu = 0, (t, x) ∈ [0, t0)× R ≡ Ω′,

0 ≤ t < t0 ≤ T, (20)

u(t, ·)|t=t0 = ψ, ψ ∈ (S
1/2
1/2)

′. (21)

Умову (21) розумiємо в слабому сенсi, тобто
< u(t, ·), ω >→< ψ, ω >, t → t0, для довiль-
ної функцiї ω ∈ S

1/2
1/2 . Задача Кошi (20), (21)

коректно розв’язна, при цьому u(t, ·) ∈ S
1/2
1/2

при кожному t ∈ [0, t0) (див [2]).
Нехай Qt

t0
: (S

1/2
1/2)

′ → S
1/2
1/2 - оператор,

який зiставляє функцiоналу ψ ∈ (S
1/2
1/2)

′

розв’язок задачi (20), (21). Оператор Qt
t0

-
лiнiйний i неперервний, вiн визначений для
довiльних t i t0 таких, що 0 ≤ t < t0 ≤ T ;
при цьому

dQt
t0

ψ

dt
− AfQ

t
t0
ψ = 0, lim

t→t0
Qt

t0
ψ = ψ

(границя розглядається в просторi (S
1/2
1/2)

′).
Далi розв’язок задачi (9), (15) розумiти-

мемо як регулярний функцiонал з простору
(S

1/2
1/2)

′ ⊃ S
1/2
1/2 . Доведемо, що задача (9), (15)

має єдиний розв’язок у просторi (S
1/2
1/2)

′. Для
цього досить довести, що єдиним розв’яз-
ком рiвняння при нульовiй граничнiй фун-
кцiї може бути лише функцiонал u(t, x) ≡ 0.
Застосуємо функцiонал u(t, x) до функцiї
Qt

t0
g̃ ∈ S

1/2
1/2 ⊂ (S

1/2
1/2)

′, де g̃ - довiльно фiксо-
ваний елемент простору S

1/2
1/2 , 0 < t < t0 ≤ T .

Диференцiюючи по t, використовуючи рiв-
няння (9), (20) та самоспряженiсть операто-
ра Af , знаходимо, що

d

dt
<u(t, ·), Qt

t0
g̃>=<

du

dt
,Qt

t0
g̃>+<u,

d

dt
Qt

t0
g̃>=

=< −Afu,Qt
t0
g̃ > + < u,AfQ

t
t0
g̃ >=
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= − < Afu,Qt
t0
g̃ > + < Afu,Qt

t0
g̃ >= 0,

g̃ ∈ S
1/2
1/2 , 0 < t < t0 ≤ T.

Звiдси випливає, що < u(t, ·), Qt
t0
g̃ > є

сталою величиною.
Iз властивостей абстрактних функцiй [13]

випливає спiввiдношення

lim
t→t0

< u(t, ·), Qt
t0
g̃ >=< u(t, ·), g̃ >= const ≡ c,

у довiльнiй точцi t0 ∈ (0, T ]. Отже, якщо в
(15) g = 0, то

µ lim
t→+0

< u(t, ·), g̃ >−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

< u(t, ·), g̃ >=

= c
(
µ−

m∑

k=1

µk

)
= 0,

тобто c = 0. Таким чином, < u(t, ·), g̃ >=

0 для довiльного g̃ ∈ S
1/2
1/2 , тобто u(t0, x)

- нульовий функцiонал з простору (S
1/2
1/2)

′.
Оскiльки t0 ∈ (0, T ] i t0 вибрано довiльним
чином, то u(t, ·) ≡ 0 для всiх t ∈ (0, T ].

Залишається переконатися в тому, що
розв’язок задачi (9), (15) неперервно зале-
жить вiд граничної умови. Нехай {g, gn, n ≥
1} ⊂ (S

1/2
1/2)

′, причому gn → g, n → ∞, у
просторi (S

1/2
1/2)

′. Звiдси випливає, що

ck(gn) =< gn, hk > −→
n→∞

< g, hk >= ck(g)

для кожного k ∈ Z+. Крiм того,
{u(t, ·), uN(t, ·)} ⊂ S

1/2
1/2 для кожного

t ∈ (0, T ], де un(t, ·) - розв’язок зада-
чi (9), (15), який вiдповiдає граничному
елементу gn ∈ (S

1/2
1/2)

′. Тодi

∀ϕ ∈ S
1/2
1/2 : 〈un, ϕ〉 =

∞∑

k=0

ck(G)ck(gn)ck(ϕ)−→
n→+∞

→
∞∑

k=0

ck(G)ck(g)ck(ϕ) = (u, ϕ) =< u, ϕ > .

Отже, un → u при n →∞ у просторi (S
1/2
1/2)

′.
Теорема доведена.
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