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ХВИЛЬОВI ОПЕРАТОРИ ДЛЯ СИНГУЛЯРНОГО НЕСИМЕТРИЧНОГО
ЗБУРЕННЯ САМОСПРЯЖЕНОГО ОПЕРАТОРА

Записанi хвильовi оператори для рангу один сингулярного несиметричного збурення Ã =
A + α 〈·, ω1〉ω2 самоспряженого напiвобмеженого оператора A, тобто оператора A збуреного
несиметричним потенцiалом (ω1 6= ω2). Вирази поданi у сильному сенсi. Наведено матрицю
розсiяння.

We provide with the wave operators for a rank one of singular non-symmetric perturbation
Ã = A + α 〈·, ω1〉ω2 of a self-adjoint semi-bounded operator A, that is, the operator which is
perturbed by a non-symmetric potential (ω1 6= ω2). The expressions are given in the strong sense.
The scattering matrix is also given.

Вступ
В цiй роботi продовжуються дослiджен-

ня сингулярного рангу один збурення са-
моспряженого оператора косим проектором.
Таке збурення вiдповiдає формальному ви-
разу

A + α〈·, ω1〉ω2,

де A = A∗ – необмежений самоспряжений
оператор у гiльбертовому просторi H, α ∈
C, а вектори ωi, i = 1, 2 належать деякому
негативному простору H−1, взятому зi шка-
ли, побудованої за оператором A. Такi збу-
рення є логiчним продовження дослiджень
задач про нелокальнi взаємодiї [7,8].

Iстотно грунтуючись на результатi з
[5], можна довести iснування хвильових
операторiв для пари A i Ã i записати дiю
у слабкому сенсi (у сенсi скалярного добу-
тку). В цiй роботi наведено дiю хвильових
операторiв у сильному сенсi та записано
матрицю розсiяння для таких операторiв.

Попереднi вiдомостi
Нехай A = A∗ – самоспряжений необме-

жений оператор, визначений на DomA =
D(A) у сепарабельному гiльбертовому про-
сторi H зi скалярним добутком (·, ·) i нор-
мою ‖ · ‖. Позначимо ρ(·) множину регуляр-
них точок вiдповiдного оператора.

Нагадаємо, що

H−2 ⊃ H−1 ⊃ H0 ≡ H ⊃ H1 ⊃ H2

позначає частину асоцiйованої iз операто-
ром A-шкали гiльбертових просторiв [3,6],
де простори

Hk := Hk(A) = D(|A|k/2), k = 1, 2

iз нормою

‖ϕ‖k = ‖(|A|+ I)k/2ϕ‖
(I – позначає одиничний оператор) ϕ ∈
Hk(A) i H−k := H−k(A) негативнi (дуальнi)
простори – поповнення H за нормою

‖f‖−k = ‖(|A|+ I)−k/2f‖, f ∈ H.

Надалi, 〈·, ·〉 позначає дуальний скалярний
добуток – спарення просторiв Hk i H−k.

Використовуючи A-шкалу, оператор A
продовжується на H+1 i розумiється тепер
як обмежений оператор зi всього H+1 у H−1.
Продовжений оператор позначено як A. По-
значимо також Rz = (A − z)−1 вiдповiдну
резольвенту z ∈ ρ(A).

Розглянемо в A-шкалi оператор вигляду
V = 〈·, ω1〉ω2, такого що

D(V ) ⊆ H+1, R(V ) ⊆ H−1.

Сума A + V є обмежений оператор з H+1 в
H−1. Тепер формальний вираз A+α〈·, ω1〉ω2

можна розумiти як оператор A + 〈·, ω1〉ω2 з
H+1 в H−1, звужений на H:

Aω1,ω2 = (A + 〈·, ω1〉ω2) ¹H . (1)
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Означення [4]. Оператор Aω1,ω2 називає-
ться рангу один несиметричним слабо син-
гулярним збуренням самоспряженого опе-
ратора A у сепарабельному гiльбертовому
просторi H, якщо для

ηi = A−1ωi, ωi ∈ H−1 \ H, ω1 6= ω2 :

область визначення задається у виглядi:

D(Aω1,ω2) = {ψ = ϕ + bη2 | ϕ ∈ D(A),

де
b =

(Aϕ, η1)

1 + (A1/2η2, A1/2η1)
}

для випадку (A1/2η2, A
1/2η1) 6= −1; i у вигля-

дi:
D(Aω1,ω2) = DH1+̇{cη2},

де

DH1 = {ϕ ∈ D(A) | (Aϕ, η1) = 0}
для випадку (A1/2η2, A

1/2η1) = −1; а дiя за-
дається виразом:

Aω1,ω2ψ = Aϕ.

Далi ми розглядаємо збурення iз параме-
тром α ∈ C i позначаємо його

Ã = A + α〈·, ω1〉ω2,

де ωi ∈ H−1\H i ‖ωi‖−1 = 1, i = 1, 2. Множи-
ну таких операторiв позначимо Pws,ws(A) що
означає ”weakly-weakly” ”слабо-слабо” сингу-
лярне збурення ((ws, ws)-збурення).

Якщо в означеннi ω1 = ω2, то отримуємо
вiдомий випадок самоспряжених сингуляр-
них збурень [2,3,6].

Теорема 1 [4]. Для резольвент Rz =
(A − z)−1 i R̃z = (Ã − z)−1 операторiв A i
Ã ∈ P1,1

ws,ws(A) у сепарабельному гiльберто-
вому просторi H виконується формула ти-
пу М.Крейна z, ξ, ζ ∈ ρ(A) ∩ ρ(Ã):

R̃z = Rz + bz(·, nz̄)mz, (2)

з дефектними векторами

nz = (A− ξ)(A− z)−1nξ

mz = (A− ζ)(A− z)−1mζ ,

де nz,mz ∈ H+1 \ H+2; та умовою для ска-
лярної функцiї bz:

b−1
z − b−1

ξ = (ξ − z)(mξ, nz̄).

Вектори nz, mz i число bz при кожному
фiксованому z пов’язанi iз ω1 i ω2 спiввiдно-
шеннями

nz = Rzω1, mz = Rzω2,

−b−1
z = α−1 + 〈ω2, Rz̄ω1〉, α 6= 0.

Хвильовi оператори
Для A та Ã визначимо хвильовi операто-

ри у стандартний спосiб [1,3]:

W±(A, Ã) = s− lim
t→±∞

Ut

= s− lim
t→±∞

eiÃte−iAtP ac, (3)

якщо границi iснують, де

P acf =

∫ ∞

−∞
f̂ac(λ)dEac(λ)(A + i)−1ω2,

тут позначимо через P ac, i зокрема P̃ ac, спе-
ктральнi проектори на абсолютно неперерв-
нi частини спектрiв операторiв A i Ã та Hac

i H̃ac вiдповiднi пiдпростори:

Hac = P acH, H̃ac = P̃ acH.

Згiдно роботи Като Т. [5] оператори A
та Ã мають хвильовi оператори. У подаль-
ших дослiдженнях наслiдуємо, здебiльшого,
за [3].

Лема [1,3]. Для f ∈ L2(R) i борелевих
мiр dλ, dµ маємо:

lim
t→∞

∫ ∞

−∞

∣∣∣
∫ ∞

−∞

eit(µ−λ) − 1

µ− λ
f(λ)dλ

−
∫ ∞

−∞

f(λ)dλ

λ− (µ + i0)

∣∣∣
2

dµ = 0,

де f̂ позначає звичайне перетворення Фур’є.
Позначимо

Ut = eiÃte−iAtP ac.

Не порушуючи загальностi вважатимемо
надалi ±i ∈ ρ(Ã).
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Нехай вектор

g = (A + i)−1ω1, ‖g‖ = 1

є генератором в H для A i Ã. Тодi

g̃ = (Ã + i)−1ω1 =
1

1 + αF (−i)
g

також генератор.
Кожний вектор f ∈ H має два зображен-

ня

f =

∫

R
f̂(λ)dE(λ)g, f =

∫

R

ˆ̃f(λ)dẼ(λ)g̃,

асоцiйованi з A i Aα вiдповiдно.
Тодi скалярний добуток f, g ∈ H теж має

два зображення

〈f, g〉 =

∫ ∞

−∞
f̂(λ)ĝ(λ)dρ(λ),

〈f, g〉 =

∫ ∞

−∞
ˆ̃f(λ)ˆ̃g(λ)dρ̃(λ),

де ρ(λ) = 〈g, E(λ)g〉 та ρ̃(λ) = 〈g̃, Ẽ(λ)g̃〉 є
неспадними функцiями обмеженої варiацiї.

Якщо ω2 ∈ H−1(A), то
∫∞
−∞|λ|dρ(λ) < ∞.

Для f ∈ H, ω1 ∈ H−1 можна записати:

〈(A− z)−1ω2, f〉 =

∫ ∞

−∞

λ− i

λ− z
f̂(λ)dρ(λ),

〈(Ã− z)−1ω2, f〉 =

∫ ∞

−∞

λ− i

λ− z
ˆ̃f(λ)dρ̃(λ).

Iз формули М.Крейна (2) маємо:

〈(Ã−z)−1ω2, f〉 =
1

1 + αF (z)
〈(A−z)−1ω2, f〉,

де F (z) = 〈(A− z)−1ω2, ω1〉; та у спектраль-
ному зображеннi

∫ ∞

−∞

λ− i

λ− z
ˆ̃f(λ)dρ̃(λ)

=
1

1 + αF (z)

∫ ∞

−∞

λ− i

λ− z
f̂(λ)dρ(λ),

та для (майже всiх) µ ∈ R

±πi(µ− i) ˆ̃f(µ)ρ̃′(µ)

+ v.p.

∫ ∞

−∞

λ− i

λ− µ
ˆ̃f(λ)dρ̃(λ)

=
1

1 + αF (µ± i0)
(4)

×
∫ ∞

−∞

λ− i

λ− (µ± i0)
f̂(λ)dρ(λ).

З останнiх двох рiвностей, шляхом простих
перетворень, маємо

2πi(µ− i) ˆ̃f(µ)ρ̃′(µ)

=
2πiαF (µ2 + 1)ρ′(µ)

|1 + αF (µ + i0)|2

×
∫ ∞

−∞

λ− i

λ− (µ + i0)
f̂(λ)dρ(λ) (5)

+
2πi(µ− i)

1 + αF (µ− i0)
f̂(µ)ρ′(µ).

Пiсля диференцiювання останньої рiвностi
майже скрiзь по µ ∈ R виконується

πα(µ2 + 1)ρ′(µ) = ImF (µ + i0),

що випливає з зображення

F (z) = 〈(A−z)−1ω2, ω1〉 =

∫ ∞

−∞

λ2 + 1

λ− z
dρ(λ),

для ω1, ω2 ∈ H−1.
Для запису зв’язку мiж абсолютно непе-

рервними частинами спектрiв dρ(λ) та dρ̃(λ)
знову почнемо з формули М.Крейна (2) у
виглядi:

(Ã− z)−1ω =
1

1 + αF (z)
(A− z)−1ω,

яка дає

〈(Ã− z)−1ω2, (Ã− z)−1ω1〉
=

1

|1 + αF (z)|2 〈(A− z)−1ω2, (A− z)−1ϕω1〉

та використовуючи спектральне зображен-
ня ∫ ∞

−∞

λ2 + 1

(λ− z)(λ− z̄)
dρ̃(λ)
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=
1

|1 + αF (z)|2
∫ ∞

−∞

λ2 + 1

(λ− z)(λ− z̄)
dρ(λ)

звiдки майже скрiзь на R:

ρ̃′(µ) =
1

|1 + αF (µ + i0)|2ρ′(µ), (6)

яке виконується для абсолютно неперервних
частин спектральних мiр dρ i dρ̃.

З (5) та (6) випливає зв’язок для зобра-
жень f̂ та ˆ̃f функцiї f

ˆ̃f(µ) =− α(µ + i)

∫ ∞

−∞

λ− i

λ− (µ + i0)
f̂(λ)dρ(λ)

+ (1 + αF (µ + i0))f̂(µ). (7)

Теорема 2. Нехай в сепарабельному
гiльбертовому просторi H задано самоспря-
жений оператор A та його сингулярне збу-
рення косим проектором

Ã = A + α〈·, ω1〉ω2, ω1, ω2 ∈ H−1 \ H, α ∈ C.

Тодi iснують хвильовi оператори W±,
визначенi в (3), для яких виконується рiв-
нiсть:

W±f =

∫ ∞

−∞
(1 + αF (λ± i0))f̂ac(λ)

× Ẽ(λ)(Ã + i)−1ω2, (8)

де

P acf =

∫ ∞

−∞
f̂ac(λ)dE(λ)(A + i)−1ω2,

Доведення. Оскiльки оператори Ut та W±
є нульовими на ортогональному доповненнi
до Hac, то для кожного f ∈ Hac маємо f̂ac =
f̂ .

Незалежно вiд того, що iснування хви-
льових операторi (3) у слабкому сенсi можна
показати за допомогою [5], покажемо це для
W+ незалежно.

Для довiльних

f ∈ D(A) ∩Hac, g ∈ D(Ã) ∩ H̃ac (9)

маємо

〈g, Utf〉 − 〈g, f〉

= iα

∫ t

0

〈e−iτÃg, ω1〉〈ω2, e
−iτAf〉,

оскiльки D(A) i D(Ã) та Hac та H̃ac iнварi-
антнi вiдносно дiї e−iAt та e−iÃt вiдповiдно.

Оскiльки σac(Ã) ⊆ R, то iнтегрування за-
лишається на R.

Використовуючи спектральне зображен-
ня та змiнивши порядок iнтегрування, отри-
муємо

〈g, Utf〉 − 〈g, f〉

= iα

∫ t

0

[∫ ∞

−∞
eiτλ ˆ̃g(λ)(λ + i)dρ̃(λ)

]

×
[∫ ∞

−∞
e−iτµf̂(µ)(µ− i)dρ(µ)

]
dτ

= α

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

eit(λ−µ) − 1

λ− µ

× f̂(µ)(µ− i)ˆ̃g(λ)(λ + i)dρ̃(λ)dρ(µ).

Додатково припустимо,що

f̂ρ′ ∈ L2(R), ˆ̃gρ̃′ ∈ L2(R). (10)

Тодi за Лемою

lim
t→∞

〈g, Utf〉 = 〈g, f〉

+ α

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

f̂(µ)(µ− i)ˆ̃g(λ)(λ + i)

µ− (λ + i0)

× ρ̃′(λ)ρ′(µ)dλdµ

= 〈g, f〉
+

∫ ∞

−∞
(1 + αF (λ + i0))f̂(λ)ˆ̃g(λ)ρ̃′(λ)dλ

−
∫ ∞

−∞
f̂(λ)ˆ̃g(λ)ρ̃′(λ)dλ = 〈g, W+f〉,

де використано (7).
Отже (8) у слабкому сенсi показано для

функцiй f, g, якi задовольняють умови (9)
та (10). Такi функцiї утворюють щiльну пiд-
множину у Hac та H̃ac вiдповiдно. Отже у
слабкому сенсi границя

lim
t→∞

P̃ acUt = W+

iснує.
Для доведення iснування границi у силь-

ному сенсi потрiбно показати, що

‖W+f‖ = ‖P acf‖.
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Дiйсно, з (8) та (6):

‖W+f‖2

=

∫ ∞

−∞
|1 + αF (λ + i0)|2|f̂(λ)|2dρ̃(λ)

=

∫ ∞

−∞
|1 + αF (λ + i0)|2|f̂(λ)|2ρ̃′(λ)dλ

=

∫ ∞

−∞
|f̂(λ)|2ρ′(λ)dλ = ‖f‖2.

Доведення для W− аналогiчне. ¤
Для обчислення W ∗

+ розглянемо

f ∈ Hac, g ∈ H̃ac.

Отримуємо

〈g,W+f〉
=

∫ ∞

−∞
ˆ̃g(λ)(1 + αF (λ + i0))f̂(λ)ρ̃′(λ)dλ

=

∫ ∞

−∞

ˆ̃g(λ)

1 + αF (λ− i0)
f̂(λ)ρ′(λ)dλ.

Отже спряжений оператор має вигляд

W ∗
+g =

∫ ∞

−∞

1

1 + αF (λ + i0)
ˆ̃gacdE(A + i)−1ω1,

де

P̃ acg =

∫ ∞

−∞
ˆ̃gacdẼ(Ã + i)−1ω1 ∈ H̃ac.

Тодi S(Ã, A) = W ∗
+W− – оператор розсiяння,

а
S(Ã, A, λ) =

1 + αF (λ− i0)

1 + αF (λ + i0)
(11)

– матриця розсiяння, яка у даному випадку
складається iз одного елемента, а її дiя – це
множення на (11).
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