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МIШАНА ЗАДАЧА ДЛЯ НЕЛIНIЙНИХ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ
ЗI ЗМIННИМ ЗАПIЗНЕННЯМ

Дослiджено мiшану задачу з умовою Дiрiхле для нелiнiйного параболiчного рiвняння зi
змiнним запiзненням. Знайдено умови iснування i єдиностi розв’язку цiєї задачi та отримано
його апрiорну оцiнку, а також доведено теореми порiвняння класичних розв’язкiв розгляду-
ваних рiвнянь.

A mixed initial-boundary value problem with the Dirichlet condition for a nonlinear parabolic
equation with variable delay is investigated. We find conditions of the existence and uniqueness
for a solution of the problem, its a’priori estimate and prove comparison theorems for solutions of
the considered equations.

Вступ. Диференцiальнi рiвняння iз за-
пiзненням є тим математичним апаратом,
за допомогою якого вдалося описати чима-
ло нових ефектiв та явищ в багатьох при-
кладних задачах. У сучаснiй фiзицi, меха-
нiцi, космiчнiй технiцi для визначення сили,
що дiє на тiло (матерiальну точку), потрiбно
враховувати не тiльки його точне розмiще-
ння та поведiнку в даний момент часу, але i
стан об’єкта в деякi попереднi моменти часу.
Також рiвняння iз запiзненням використо-
вують для моделювання харчових ланцю-
гiв ([13]), реакцiї iмунної системи людсько-
го органiзму на вiрус iмунодефiциту (ВIЛ)
([10],[12], [13]). Тому в останнi роки iнтенсив-
но розвивається математичний апарат для
дослiдження рiвнянь та систем iз запiзнен-
ням, бiльшiсть з яких є звичайними дифе-
ренцiальними рiвняннями як зi сталим, так
i зi змiнним запiзненням (див. [2], [4], [8], [9],
[14] та iншi).

Мiшанi задачi для параболiчних рiвнянь
зi сталим запiзненням вивчались у [1], [7],
[17] – [21] та iнших. Зокрема, у [7], [21] зна-
йдено розв’язки мiшаних задач для рiвнян-
ня теплопровiдностi зi сталим запiзненням.
Глобальну оцiнку розв’язку нелiнiйного iм-
пульсного параболiчного рiвняння зi сталим
запiзненням отримано у [20]. У роботах [17],
[18] та [19] дослiджено умови iснування i
єдиностi розв’язку мiшаної задачi для за-
гального параболiчного рiвняння зi сталим

запiзненням. Проте, у вiдомiй нам лiтерату-
рi параболiчнi рiвнянь зi змiнним запiзнен-
ням не розглядались.

У данiй роботi дослiджено мiшану задачу
у випадку крайової умови Дiрiхле для нелi-
нiйного параболiчного рiвняння iз запiзнен-
ням, яке є функцiєю вiд часової змiнної. Зна-
йдено умови iснування i єдиностi розв’яз-
ку цiєї задачi та отримано його апрiорну
оцiнку, а також доведено теореми порiвнян-
ня класичних розв’язкiв розглядуваних рiв-
нянь.

Нагадаємо деякi стандартнi позначення
i поняття, якi використовуємо в цiй робо-
тi. Нехай n – задане натуральне число. Пiд
Rk, де k = n або k = n + 1, розумiємо ев-
клiдiв простiр, складений з впорядкованих
наборiв z = (z1, . . . , zk) дiйсних чисел, з нор-
мою |z| := (|z1|2 + . . .+ |zn|2)1/2. Через C(H),
де H – множина в Rk, позначаємо лiнiйний
простiр неперервних на H функцiй, причо-
му, якщо H – компакт, то на C(H) визнача-
ємо норму ‖v‖C(H) := max

z∈H
|v(z)|, з якою цей

простiр є банаховим.
Якщо D – область в Rn+1 := {(x, t)

∣∣ x ∈
Rn, t ∈ R}, D – її замикання та γ ∈ (0, 1] –
яке-небудь число, то пiд Cγ,γ/2(D) розумiємо
банахiв простiр визначених i неперервних на
D функцiй v зi скiнченою нормою

‖v‖D
γ,γ/2 := ‖v‖C(D)+

16 Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 1.



+ sup
(x,t),(x′,t)∈D
0<|x−x′|≤ρ

|v(x, t)− v(x′, t)|
|x− x′|γ +

+ sup
(x,t),(x,t′)∈D
0<|t−t′|≤ρ

|v(x, t)− v(x, t′)|
|t− t′|γ/2

,

де ρ > 0 – довiльне фiксоване число (див. [3,
ст.16,17]). Пiд C2,1(D)

(
вiдповiдно, C2,1(D)

)
розумiтимемо лiнiйний простiр функцiй v,
визначених i неперервних на D (вiдповiд-
но, D) разом зi своїми похiдними vxk

, vxkxl

(k, l = 1, n) i vt. Пiд C2+γ,1+γ/2(D) розумiти-
мемо банахiв простiр функцiй v iз простору
C2,1(D) зi скiнченною нормою

||v||D2+γ,1+γ/2 = ‖v‖C(D) +
n∑

k=1

‖vxk
‖D

γ,γ/2+

+
n∑

k,l=1

‖vxkxl
‖D

γ,γ/2 + ‖vt‖D
γ,γ/2.

1. Формулювання задачi та основ-
них результатiв. Нехай Ω – обмежена
область в Rn з межею ∂ Ω, T > 0. Позна-
чимо Q := Ω × (0, T ], Σ := ∂ Ω × (0, T ], то-
дi Q := Ω × [0, T ], Σ := ∂ Ω × [0, T ]. Не-
хай τ : [0, T ] → [0, +∞) – задана непе-
рервна функцiя. Пiд E0 розумiємо множину,
яка складається з чисел t − τ(t) таких, що
t− τ(t) ≤ 0 i t ∈ [0, T ], а також числа 0.

Розглянемо задачу: знайти функцiю u ∈
C

(
Ω×(E0∪(0, T ])

)∩C2,1(Q), яка задовольняє
рiвняння

Pu(x, t) := ut(x, t)−
n∑

k,l=1

akl(x, t)uxkxl
(x, t) +

+
n∑

k=1

ak(x, t)uxk
(x, t) + a0(x, t)u(x, t)−

−g
(
x, t, u(x, t), u(x, t− τ(t))

)
=

= f(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)
крайову умову

Ru(x, t) := u(x, t) = h(x, t), (x, t) ∈ Σ, (2)

та початкову умову

Gu(x, t) := u(x, t) = u0(x, t), (x, t) ∈ Ω×E0.
(3)

Далi цю задачу коротко називатимемо за-
дачею (1)–(3), а функiю u – її розв’язком.

На протязi всiєї роботи припускаємо, що
вихiднi данi задачi (1)–(3) задовольняють
такi умови:

(A1) akl, ak, a0 – заданi на Q неперервнi
функцiї, akl = alk (k, l, = 1, n), ∃ ν = const ≥
0 таке, що ∀(x, t) ∈ Q, ∀(ξ1, ..., ξn) ∈ Rn:

n∑

k,l=1

akl(x, t)ξkξl ≥ ν

n∑
i=1

ξ2
i ,

inf
(x,t)∈Q

a0(x, t) > 0;

(A2) g(x, t, ξ, η), (x, t, ξ, η) ∈ Ω × (0, T ] ×
R× R, – неперервна за усiма змiнними i не-
перервно диференцiйовна за змiнними ξ та
η функцiя, причому iснують визначенi на Q
невiд’ємнi функцiї g1, g2 такi, що
∀(x, t) ∈ Q, ∀ ξ, η ∈ R :

0 ≤ gξ(x, t, ξ, η) ≤ g1(x, t),

0 ≤ gη(x, t, ξ, η) ≤ g2(x, t),

inf
(x,t)∈Q

(a0(x, t)− g1(x, t)) =: a−0 > 0, (4)

sup
(x,t)∈Q

g2(x, t) =: g+
2 < ∞,

i, крiм того, g(x, t, 0, 0) = 0, (x, t) ∈ Q;
(A3) f ∈ C(Q), h ∈ C(Σ), u0 ∈ C(Ω ×

E0), причому f є обмеженою та виконується
умова узгодження нульового порядку:

h(x, 0) = u0(x, 0) ∀x ∈ ∂ Ω.

Тепер сформулюємо основнi результати
роботи.

Теорема 1 (порiвняння розв’язкiв). Не-
хай виконуються умови (A1), (A2) i
a−0 −g+

2 > 0. Припустимо, що u1, u2 – розв’яз-
ки задач, що вiдрiзняються вiд задачi (1)–
(3) тiльки тим, що замiсть f, h, u0 стоять,
вiдповiдно, f1, h1, u0,1 та f2, h2, u0,2 з таки-
ми ж властивостями, якi вказанi для f, h, u0,
вiдповiдно, в умовi (A3). Тодi виконується
нерiвнiсть

min
{ 1

a−0 − g+
2

inf
(y,s)∈Q

(f1(y, s)− f2(y, s)) ,

inf
(y,s)∈Σ

(h1(y, s)− h2(y, s)) ,
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inf
(y,s)∈Ω×E0

(u0,1(y, s)− u0,2(y, s)) , 0
} ≤

≤ u1(x, t)− u2(x, t) ≤

≤ max
{ 1

a−0 − g+
2

sup
(y,s)∈Q

(f1(y, s)− f2(y, s)) ,

sup
(y,s)∈Σ

(h1(y, s)− h2(y, s)) ,

sup
(y,s)∈Ω×E0

(u0,1(y, s)− u0,2(y, s)) , 0
}
,

(x, t) ∈ Ω× (E0 ∪ (0, T ]). (5)

Зауважимо, що з цiєї теореми випливає
неперервна залежнiсть розв’язку задачi (1)–
(3) вiд вихiдних даних.

Наслiдок 1. Нехай виконуються умови
(A1) – (A3) i a−0 −g+

2 > 0. Тодi задача (1)–(3)
має не бiльше одного розв’язку.

Наслiдок 2 (оцiнка розв’язку). Нехай
виконуються умови (A1) – (A3) i a−0 −g+

2 > 0.
Тодi для розв’язку задачi (1)–(3) правильна
оцiнка

min{ 1

a−0 − g+
2

inf
(y,s)∈Q

f(y, s), min
(y,s)∈Σ

h(y, s),

min
(y,s)∈Ω×E0

u0(y, s), 0} ≤ u(x, t) ≤

≤ max{ 1

a−0 − g+
2

sup
(y,s)∈Q

f(y, s), max
(y,s)∈Σ

h(y, s),

(6)
max

(y,s)∈Ω×E0

u0(y, s), 0}, (x, t) ∈ Ω× (E0 ∪ (0, T ]).

Наслiдок 3. Нехай виконую-
ться умови теореми 1 i, крiм того,
f1(x, t) ≤ f2(x, t) ∀(x, t) ∈ Q, h1(x, t) ≤
h2(x, t) ∀(x, t) ∈ Σ, u0,1(x, t) ≤
u0,2(x, t) ∀(x, t) ∈ Ω × E0. Тодi правиль-
на нерiвнiсть u1(x, t) ≤ u2(x, t) ∀(x, t) ∈ Q.

Введемо потрiбнi нам далi ще деякi фун-
кцiйнi простори. Пiд C

2+γ,1+γ/2
loc (Q) розумiти-

мемо простiр функцiй v ∈ C2,1(Q) таких, що
для будь-яких строго внутрiшньої пiдобла-
стi Ω′ областi Ω (тобто, Ω′ ⊂ Ω) та числа
δ ∈ (0, T ) звуження v на Ω′× [δ, T ] належить
простору C2+γ,1+γ/2(Ω′ × [δ, T ]).

Пiд Cγ,γ/2,1,1(Ω×[0, T ]×R×R) розумiтиме-
мо простiр неперервних функцiй g̃(x, t, ξ, η),
(x, t, ξ, η) ∈ Ω× [0, T ]×R×R, кожна з яких
є неперервно диференцiйовною за змiнни-
ми ξ, η та для деякої сталої L > 0 (зале-
жної вiд g̃) i довiльних (x, t, ξ, η), (y, s, ξ, η) ∈
Ω× [0, T ]× R× R задовольняє нерiвнiсть

∣∣g̃(x, t, ξ, η)− g̃(y, s, ξ, η)
∣∣ ≤

≤ L(|x− y|γ + |t− s|γ/2 + |ξ − ξ|+ |η − η|).

Теорема 2 (iснування розв’язку). Нехай
виконуються умови (A1) – (A3) i
a−0 − g+

2 > 0. Припустимо, що для деякого
α ∈ (0, 1] маємо

(B1) ∂Ω ∈ C2+α,
(B2) akl, ak, a0 ∈ Cα,α/2(Q) (k, l = 1, n),

g ∈ Cα,α/2,1,1(Ω×[0, T ]×R×R), f ∈ Cα,α/2(Q),
u0 ∈ Cα,α/2(Ω× E0), h ∈ Cα,α/2(Σ).

Крiм того, нехай
(B3) ∂akl/∂xs ∈ C(Q) (k, l, s = 1, n),
(B4) τ задовольняє умову Лiпшiца.
Тодi iснує (єдиний) розв’язок задачi (1)–

(3) i вiн належить простору C
2+α,1+α/2
loc (Q).

2. Допомiжнi твердження.
Розглянемо мiшану задачу для лiнiйно-

го параболiчного рiвняння зi змiнним запi-
зненням: знайти функцiю u ∈ C

(
Ω × (E0 ∪

(0, T ])
) ∩ C2,1(Q), яка задовольняє рiвняння

P̂ u(x, t) := ut(x, t)−
n∑

k,l=1

akl(x, t)uxkxl
(x, t) +

+
n∑

k=1

ak(x, t)uxk
(x, t) + â0(x, t)u(x, t)−

−ĝ(x, t)u
(
x, t− τ(t)

)
= f(x, t), (x, t) ∈ Q,

(7)
крайову умову (2) i початкову умову (3).

Функцiї ak,l, ak (k, l = 1, n), f, τ, u0, h та-
кi, як в умовах (A1), (A3), а функцiї â, ĝ
задовольняють умову

(A∗
2) â0, ĝ ∈ C(Q), inf

(x,t)∈Q
â0(x, t) =: â−0 >

−∞, sup
(x,t)∈Q

ĝ(x, t) =: ĝ+ < +∞.

Лема 1. Нехай ĝ ≥ 0 на Q. Тодi для
функцiй u, v ∈ C

(
Ω× (E0 ∪ (0, T ])

)∩C2,1(Q)
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таких, що P̂ u(x, t) < P̂v(x, t) ∀(x, t) ∈ Q,
Ru(x, t) < Rv(x, t) ∀(x, t) ∈ Σ, Gu(x, t) <
Gv(x, t) ∀(x, t) ∈ Ω × E0, правильна нерiв-
нiсть u(x, t) < v(x, t) ∀(x, t) ∈ Q.

Доведення. Позначимо w(x, t) :=
u(x, t) − v(x, t) ∀(x, t) ∈ Ω × (E0 ∪ (0, T ]),

f̃(x, t) := P̂w(x, t) ≡ P̂ u(x, t) −
P̂ v(x, t) ∀(x, t) ∈ Q, h̃(x, t) := Rw(x, t) ≡
Ru(x, t) − Rv(x, t) ∀(x, t) ∈ Σ, ũ0(x, t) :=
Gw(x, t) ≡ Gu(x, t)−Gv(x, t) ∀(x, t) ∈ Ω×E0.
Тодi маємо такi рiвностi

wt(x, t)−
n∑

k,l=1

akl(x, t)wxkxl
(x, t)+

+
n∑

k=1

ak(x, t)wxk
(x, t) + â0(x, t)w(x, t)−

−ĝ(x, t)w(x, t− τ(t)) = f̃(x, t), (x, t) ∈ Q,
(8)

w(x, t) = h̃(x, t), (x, t) ∈ Σ, (9)

w(x, t) = ũ0(x, t), (x, t) ∈ Ω× E0, (10)

де f̃ , h̃, ũ0 – вiд’ємнi функцiї.
Треба показати, що w(x, t) < 0 ∀(x, t) ∈

Q. Припустимо, що це не так. З нашого при-
пущення i того, що на пiдставi рiвностей (9)
i (10) маємо w(x, t) < 0 при (x, t) ∈ (Ω×E0)∪
Σ, випливає iснування точки (x0, t0) ∈ Q та-
кої, що w(x, t) < 0, коли (x, t) ∈ Ω × (0, t0),
i w(x, t0) ≤ 0, коли x ∈ Ω , та w(x0, t0) =
0. Очевидно, що wt(x

0, t0) ≥ 0. Врахував-
ши, що x0 є точкою локального максиму-
му функцiї x 7→ w(x, t0) : Ω → R, маємо:
wxk

(x0, t0) = 0,
n∑

k,l=1

akl(x
0, t0)wxkxl

(x0, t0) ≤
0. Звiдси та з рiвностi (8) одержуємо

0 ≤ wt(x
0, t0)−

n∑

k,l=1

akl(x
0, t0)wxkxl

(x0, t0) +

+
n∑

k=1

ak(x
0, t0)wxk

(x0, t0)+â0(x
0, t0)w(x0, t0)−

−ĝ(x0, t0)w(x0, t0 − τ(t0)) = f̃(x0, t0) < 0.

Отримали протирiччя, що доводить наше
твердження. ¤

Наслiдок 4. Нехай ĝ ≥ 0 на Q i фун-
кцiя u ∈ C

(
Ω × (E0 ∪ (0, T ])

) ∩ C2,1(Q) та-
ка, що P̂ u(x, t) < 0 ∀(x, t) ∈ Q, Ru(x, t) <
0 ∀(x, t) ∈ Σ, Gu(x, t) < 0 ∀(x, t) ∈ Ω × E0.
Тодi u(x, t) < 0 ∀(x, t) ∈ Q.

Доведення. Дане твердження безпосе-
редньо випливає з леми 1, поклавши фун-
кцiю v тотожно рiвну нулевi. ¤

Лема 2. Нехай ĝ ≥ 0 на Q i
â−0 − ĝ+ > −1. Тодi для функцiй
u, v ∈ C

(
Ω × (E0 ∪ (0, T ])

) ∩ C2,1(Q)

таких, що P̂ u(x, t) ≤ P̂ v(x, t) ∀(x, t) ∈
Q, Ru(x, t) ≤ Rv(x, t) ∀(x, t) ∈ Σ,
Gu(x, t) ≤ Gv(x, t) ∀(x, t) ∈ Ω×E0, правиль-
на нерiвнiсть u(x, t) ≤ v(x, t) ∀(x, t) ∈ Q.

Доведення. Позначимо w(x, t) :=
u(x, t) − v(x, t) ∀(x, t) ∈ Ω × (E0 ∪ (0, T ]).
З наших припущень випливає, що
P̂w(x, t) ≤ 0 ∀(x, t) ∈ Q, Rw(x, t) ≤
0 ∀(x, t) ∈ Σ, Gw(x, t) ≤ 0 ∀(x, t) ∈ Ω×E0.
Введемо в розгляд функцiю

wλ(x, t) := w(x, t)− λ et,

(x, t) ∈ Ω× (E0 ∪ (0, T ]), де λ > 0 – довiльне
фiксоване число.

Маючи на увазi, що w(x, t) = wλ(x, t) +
λ et, отримаємо

P̂w(x, t) := wλ
t (x, t)−

n∑

k,l=1

akl(x, t)wλ
xkxl

(x, t) +

+
n∑

k=1

ak(x, t)wλ
xk

(x, t) + â0(x, t)wλ(x, t)−

−ĝ(x, t)wλ(x, t− τ(t)) + λ et
(
â0(x, t)−

−ĝ(x, t)e−τ(t) + 1
)

= P̂wλ(x, t)+

+λ et
(
â0(x, t)− ĝ(x, t)e−τ(t) + 1

)
.

Звiдси маємо

P̂wλ(x, t) = P̂w(x, t)− λ et
(
â0(x, t)−

ĝ(x, t)e−τ(t) + 1
)
. (11)

В силу умов нашого твердження для будь-
якої точки (x, t) ∈ Q правильна нерiвнiсть

â0(x, t)− ĝ(x, t)e−τ(t) + 1 > 0. (12)
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Справдi, маємо

inf
(x,t)∈Q

(â0(x, t)− ĝ(x, t)e−τ(t)) ≥ inf
(x,t)∈Q

â0(x, t)−

− sup
(x,t)∈Q

ĝ(x, t)e−τ(t) ≥ â−0 − ĝ+,

оскiльки e−τ(t) ≤ 1 i ĝ(x, t) ≥ 0 при
(x, t) ∈ Q. Звiдси на пiдставi вiдповiдної
умови леми випливає (12). В силу нерiвно-
стей P̂w(x, t) ≤ 0 i (12) приходимо до ви-
сновку, що права частина рiвностi (11) вiд’-
ємна на Q, тобто P̂wλ(x, t) < 0 ∀(x, t) ∈ Q.
Легко бачити, що Rwλ(x, t) = Rw(x, t) −
λet < 0 ∀(x, t) ∈ Σ, Gwλ(x, t) = Gw(x, t) −
λet < 0 ∀(x, t) ∈ Ω × E0. Звiдси на пiдставi
наслiдку 4 отримаємо нерiвнiсть wλ(x, t) <
0 ∀(x, t) ∈ Q, тобто w(x, t) < λet ∀(x, t) ∈ Q.
Зафiксувавши в цiй нерiвностi (x, t) ∈ Q
та спрямувавши λ до 0, отримаємо нерiв-
нiсть w(x, t) ≤ 0 ∀(x, t) ∈ Q, тобто u(x, t) ≤
v(x, t) ∀(x, t) ∈ Q. ¤

Твердження 1. Нехай ĝ ≥ 0 на Q i
â−0 − ĝ+ > 0. Тодi для довiльного розв’язку
u задачi (7),(2),(3) виконується оцiнка

min
{ 1

â−0 − ĝ+
inf

(y,s)∈Q
f(y, s), min

(y,s)∈Σ
h(y, s),

min
(y,s)∈Ω×E0

u0(y, s), 0
}
≤ u(x, t) ≤

≤ max
{ 1

â−0 − ĝ+
sup

(y,s)∈Q

f(y, s), max
(y,s)∈Σ

h(y, s),

max
(x,s)∈Ω×E0

u0(y, s), 0
}

, (x, t) ∈ Ω×(E0∪[0, T ]).

(13)

Доведення. Нехай u – розв’язок задачi
(7),(2),(3). Приймемо

C1 := max
{ 1

â−0 − ĝ+
sup

(y,s)∈Q

f(y, s),

max
(y,s)∈Σ

h(y, s), max
(y,s)∈Ω×E0

u0(y, s), 0
}
≥ 0.

Тодi для функцiї v(x, t) = C1, (x, t) ∈ Ω ×
(E0 ∪ (0, T ]), маємо

P̂ v(x, t) =
(
â(x, t)−ĝ(x, t)

)
C1 ≥ (â−0 −ĝ+)C1 ≥

≥ (â−0 − ĝ+)
1

â−0 − ĝ+
sup

(y,s)∈Q

f(y, s) ≥

≥ f(x, t) = P̂ u(x, t), (x, t) ∈ Q,

Rv(x, t) = C1 ≥ max
(y,s)∈Σ

h(y, s) ≥

≥ h(x, t) = Ru(x, t), (x, t) ∈ Σ,

Gv(x, t) = C1 ≥ max
(y,s)∈Ω×E0

u0(y, s) ≥

≥ u0(x, t) = Gu(x, t), (x, t) ∈ Ω× E0.

Звiдси на пiдставi леми 2 маємо u(x, t) ≤
C1 ∀(x, t) ∈ Ω× (E0 ∪ (0, T ]).

Тепер покладемо

C2 := min
{ 1

â−0 − ĝ+
inf

(y,s)∈Q
f(y, s), min

(y,s)∈Σ
h(y, s),

min
(y,s)∈Ω×E0

u0(y, s), 0
}
≤ 0.

Тодi

P̂ v(x, t) =
(
â(x, t)−ĝ(x, t)

)
C2 ≤ (â−0 −ĝ+)C2 ≤

≤ (â−0 − ĝ+)
1

â−0 − ĝ+
inf

(y,s)∈Q
f(y, s) =

= inf
(y,s)∈Q

f(y, s) ≤ f(x, t) = P̂ u(x, t), (x, t) ∈ Q,

Rv(x, t) = C2 ≤ min
(y,s)∈Σ

h(y, s) ≤ Ru(x, t),

(x, t) ∈ Σ,

Gv(x, t) = C2 ≤ min
(y,s)∈Ω×E0

u0(y, s) ≤ Gu(x, t),

(x, t) ∈ Ω× E0.

Звiдси на пiдставi леми 2 маємо
u(x, t) ≥ C2 ∀(x, t) ∈ Ω× (E0 ∪ (0, T ]). ¤

Лема 3 Для довiльних (x, t) ∈
Q, ξ1, ξ2, η1, η2 ∈ R правильна рiвнiсть

g(x, t, ξ1, η1)− g(x, t, ξ2, η2) =

= (ξ1 − ξ2)G1(x, t, ξ1, ξ2, η1, η2)+

+(η1 − η2)G2(x, t, ξ1, ξ2, η1, η2),

де

G1(x, t, ξ1, ξ2, η1, η2) :=

1∫

0

gξ

(
x, t, z(ξ1 − ξ2)+
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+ξ2, z(η1 − η2) + η2

)
dz, (14)

G2(x, t, ξ1, ξ2, η1, η2) :=

1∫

0

gη

(
x, t, z(ξ1 − ξ2)+

+ξ2, z(η1 − η2) + η2

)
dz, (15)

причому

0 ≤ Gi(x, t, ξ1, ξ2, η1, η2) ≤ gi(x, t) (i = 1, 2).
(16)

Доведення. На пiдставi леми Адамара
маємо для будь-яких (x, t) ∈ Q, ξ1, ξ2, η1, η2 ∈
R

g(x, t, ξ1, η1)− g(x, t, ξ2, η2) =
(
ξ1 − ξ2

)×

×
1∫

0

gξ

(
x, t, z(ξ1−ξ2)+ξ2, z(η1−η2)+η2

)
dz+

+
(
η1−η2

) 1∫

0

gη

(
x, t, z(ξ1−ξ2)+ξ2, z(η1−η2)+

+η2

)
dz = (ξ1 − ξ2)G1(x, t, ξ1, ξ2, η1, η2)+

+(η1 − η2)G2(x, t, ξ1, ξ2, η1, η2).

З умови (A2) випливає (16). ¤
3. Обґрунтування основних резуль-

татiв.
Доведення теореми 1. Позначимо

w(x, t) := u1(x, t) − u2(x, t), (x, t) ∈ Ω ×
(E0 ∪ (0, T ]). Розглядаючи рiзницю виразiв
Pu1(x, t) i Pu2(x, t) та використовуючи ле-
му 3, отримаємо рiвнiсть

P̂w(x, t) := wt(x, t)−
n∑

k,l=1

akl(x, t)wxkxl
(x, t) +

+
n∑

k=1

akwxk
(x, t) + â0(x, t) w(x, t)−

−ĝ(x, t) w(x, t− τ(t)) = f̃(x, t), (x, t) ∈ Q,
(17)

де

â0(x, t) := a0(x, t)−G1

(
x, t, u1(x, t), u2(x, t),

u1(x, t− τ(t)), u2(x, t− τ(t))
)
, (x, t) ∈ Q,

ĝ(x, t) := G2

(
x, t, u1(x, t), u2(x, t), u1(x, t−τ(t)),

u2(x, t− τ(t))
)
, (x, t) ∈ Q,

f̃(x, t) := Pu1(x, t)− Pu2(x, t), (x, t) ∈ Q,

а G1 i G2 визначенi, вiдповiдно, в (14) i (15).
Легко бачити, що

Rw(x, t) = h̃(x, t), (x, t) ∈ Σ, (18)

Gw(x, t)) = ũ0(x, t), (x, t) ∈ Ω× E0, (19)

де

h̃(x, t) := Ru1(x, t)−Ru2(x, t), (x, t) ∈ Σ,

ũ0(x, t) := Gu1(x, t)−Gu2(x, t), (x, t) ∈ Ω×E0.

Перевiримо виконання умов твердження
1, а точнiше, переконаємося, що ĝ ≥ 0 на Q
i â−0 − ĝ+ > 0. З леми 3 (див. (16)) випливає,
що ĝ(x, t) ≥ 0 для будь-яких (x, t) ∈ Q. Ви-
користовуючи умову (A2) та лему 3, отри-
маємо

â−0 := inf â0(x, t) = inf
(x,t)∈Q

[
a0(x, t)−

−G1

(
x, t, u1(x, t), u2(x, t), u1(x, t− τ(t)),

u2(x, t− τ(t))
)] ≥

≥ inf
(x,t)∈Q

(a0(x, t)− g1(x, t)) = a−0 ,

ĝ+ := sup
(x,t)∈Q

ĝ(x, t) = sup
(x,t)∈Q

G2

(
x, t,

u1(x, t), u2(x, t), u1(x, t−τ(t)), u2(x, t−τ(t))
)
≤

≤ sup
(x,t)∈Q

g2(x, t) = g+
2 .

Так як â−0 − ĝ+ ≥ a−0 − g+
2 , а з умови нашо-

го твердження маємо a−0 − g+
2 > 0, то умови

твердження 1 виконуються. Отож, для фун-
кцiї w, яка задовольняє рiвностi (17) – (19),
правильна нерiвнiсть типу (13). Звiдси ви-
пливає оцiнка (5). ¤

Доведення наслiдку 1. Припустимо
протилежне. Нехай u1, u2 – два рiзнi розв’яз-
ки задачi (1)–(3). Тодi з теореми 1 маємо,
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що 0 ≤ u1(x, t)− u2(x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ Q, тоб-
то u1 = u2 на Q, а це протирiчить нашо-
му припущенню. Отож, наше твердження є
правильним. ¤

Доведення наслiдку 2. Дане твердже-
ння безпосередньо випливає з теореми 1, по-
клавши u1 = u, u2 = 0. ¤

Доведення наслiдку 3. З умови наслiд-
ку маємо, що a−0 − g+

2 > 0 i f̃(x, t) ≤
0, (x, t) ∈ Q, h̃(x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ Σ. З (5)
отримаємо u1(x, t) − u2(x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ Q,
тобто u1(x, t) ≤ u2(x, t), (x, t) ∈ Q. ¤

Зауваження 1. При виконаннi умов (A1)
– (A3), наслiдок 3 є правильним i у випадку
g ≡ 0.

Справдi, з умови (A1) та того, що g ≡
0, випливає виконання умов наслiдку 3, а
отже, правильнiсть даного твердження.

Доведення теореми 2. Покладемо

C1 := max{ 1

a−0 − g+
2

sup
(y,s)∈Q

f(y, s), max
(y,s)∈Σ

h(y, s),

max
(y,s)∈Ω×E0

u0(y, s), 0}, (20)

C2 := min{ 1

a−0 − g+
2

inf
(y,s)∈Q

f(y, s), min
(y,s)∈Σ

h(y, s),

min
(y,s)∈Ω×E0

u0(y, s), 0}. (21)

Визначимо послiдовнiсть функцiй {vp}∞p=0 ⊂
Cα,α/2

(
Ω × (E0 ∪ (0, T ])

) ∩ C
2+α,1+α/2
loc (Q) та-

ким чином. Спочатку приймемо v0(x, t) =
C1, (x, t) ∈ Ω× (E0∪ (0, T ]). Наступнi члени
цiєї послiдовностi визначимо так: якщо вiдо-
ма функцiя vp−1, то функцiю vp знаходимо
як розв’язок задачi

P̃ vp(x, t) ≡ ∂vp(x, t)

∂t
−

n∑

k,l=1

akl(x, t)
∂vp(x, t)

∂xk∂xl

+

+
n∑

k=1

ak(x, t)
∂vp(x, t)

∂xk

+ a0(x, t)vp(x, t) =

= g
(
x, t, vp−1(x, t), vp−1(x, t− τ(t))

)
+

+ f(x, t), (x, t) ∈ Q, (22)

vp(x, t) = h(x, t), (x, t) ∈ Σ, (23)

vp(x, t) = u0(x, t), x ∈ Ω× E0. (24)

Покажемо, що так визначити послiдовнiсть
{vp} можна. Нехай p – довiльне фiксоване
натуральне число. Позначимо

f̃p(x, t) := g
(
x, t, vp−1(x, t), vp−1(x, t− τ(t))

)
+

+ f(x, t), (x, t) ∈ Q. (25)

Оскiльки vp−1 ∈ Cα,α/2
(
Ω×(E0∪(0, T ])

)
, то з

умов (B2), (B4) випливає, що fp ∈ Cα,α/2(Q).
Звiдси, а також умов (A1) – (A3) та (B1) –
(B3), за теоремою 9 монографiї [6, ст. 93],
функцiя vp ∈ Cα,α/2

(
Q

) ∩ C
2+α,1+α/2
loc (Q) зна-

ходиться однозначно для кожного p ∈ N.
Використовуючи умову (24) та те, що u0 ∈
Cα,α/2(Ω×E0), легко переконатися, що фун-
кцiя vp належить до простору Cα,α/2

(
Ω ×

(E0 ∪ (0, T ])
) ∩ C

2+α,1+α/2
loc (Q).

Покажемо, що правильнi нерiвностi

C2 6 vp+1(x, t) 6 vp(x, t) 6 C1, (x, t) ∈ Q,
(26)

для довiльного p ∈ N, де C1, C2 визначенi,
вiдповiдно, в (20), (21). Для цього викори-
стаємо метод математичної iндукцiї. Дове-
демо спочатку, що v1(x, t) 6 v0(x, t), (x, t) ∈
Q. З означення v1 маємо

v1(x, t) ≤ C1 = v0(x, t), x ∈ Ω× E0,

v1(x, t) ≤ C1 = v0(x, t), (x, t) ∈ Σ.

Використовуючи лему 3 та умову (A2), а то-
чнiше те, що gξ ≥ 0, gη ≥ 0, g(x, t, 0, 0) = 0,
матимемо

P̃ v1(x, t)− P̃ v0(x, t) = g(x, t, C1, C1) + f(x, t)−
−a0(x, t)C1 = f(x, t)− C1

(
a0(x, t)−

−G1(x, t, C1, 0, C1, 0)−G2(x, t, C1, 0, C1, 0)
)
≤

≤ f(x, t)− C1

(
a0(x, t)− g1(x, t)− g2(x, t)

) ≤
≤ f(x, t)− (a−0 − g+

2 )C1 =

= f(x, t)− sup
(x,t)∈Q

|f(y, s)| ≤ 0, (x, t) ∈ Q.

Звiдси та iз зауваження 1 випливає, що
v1(x, t) ≤ v0(x, t), (x, t) ∈ Q.

Тепер покажемо, що для будь-
якого p ∈ N з нерiвностi vp(x, t) ≤
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vp−1(x, t), (x, t) ∈ Q, випливає нерiвнiсть
vp+1(x, t) ≤ vp(x, t), (x, t) ∈ Q.

Згiдно з (23), (24) маємо

vp+1(x, t) = vp(x, t) = u0(x, t), x ∈ Ω× E0,

vp+1(x, t) = vp(x, t) = h(x, t), (x, t) ∈ Σ.

На пiдставi леми 3 легко бачити, що

P̃ vp+1(x, t)− P̃ vp(x, t) =

= g
(
x, t, vp(x, t), vp(x, t− τ(t))

)−
−g(x, t, vp−1(x, t), vp−1(x, t− τ(t))

)
=

= G2

(
x, t, vp(x, t), vp−1(x, t), vp(x, t− τ(t)),

vp−1(x, t− τ(t))
)
× (vp(x, t)− vp−1(x, t))+

+G2

(
x, t, vp(x, t), vp−1(x, t), vp(x, t− τ(t)),

vp−1(x, t− τ(t))
)
×

(
vp(x, t− τ(t))−

−vp−1(x, t− τ(t))
)

6 0, (x, t) ∈ Q.

Звiдси та iз зауваження 1 отримаємо
потрiбне твердження. Отже, на пiдставi
принципу математичної iндукцiї маємо
vp+1(x, t) 6 vp(x, t) 6 C1, (x, t) ∈ Q, для до-
вiльного p ∈ N.

Залишилось показати, що C2 6
vp(x, t), (x, t) ∈ Q, для кожного p ∈ N. Знову
використаємо метод математичної iндукцiї.
Очевидно, що C2 6 v0(x, t), (x, t) ∈ Q.
Нехай C2 6 vp−1(x, t), (x, t) ∈ Q, для
деякого p ∈ N. Доведемо, що тодi
C2 6 vp(x, t), (x, t) ∈ Q. Покладемо
v∗(x, t) = C2, (x, t) ∈ Ω × (E0 ∪ (0, T ]).
Враховуючи означення C2, отримаємо

v∗(x, t) = C2 ≤ vp(x, t), (x, t) ∈ Ω× E0,

v∗(x, t) = C2 ≤ vp(x, t), (x, t) ∈ Σ,

P̃ v∗(x, t)− P̃ vp(x, t) = a0(x, t)C2−
−g

(
x, t, vp−1(x, t), vp−1(x, t− τ(t))

)−
−f(x, t) ≤ C2

(
a0(x, t)− g1(x, t)− g2(x, t)

)−
−f(x, t) ≤ (a−0 − g+

2 )C2 − f(x, t) =

= inf
(x,t)∈Q

|f(y, s)| − f(x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ Q.

Звiдси на пiдставi зауваження 1 отримаємо

v∗(x, t) 6 vp(x, t), (x, t) ∈ Q,

що i потрiбно було довести.
Отже, послiдовнiсть {vp} – монотонна i

обмежена. Звiдси випливає, що iснує визна-
чена на Ω× (E0 ∪ (0, T ]) функцiя u така, що
для кожної точки (x, t) ∈ Ω × (E0 ∪ (0, T ])
маємо vp(x, t) → u(x, t) при p → ∞ i u за-
довольняє умови (2), (3). Покажемо, що u –
шуканий розв’язок.

З (22) – (24) та (26) в силу теореми 10.1
монографiї [3,ст.238,239] отримаємо

||vp||Qα,α/2 ≤ C3, p ∈ N, (27)

де C3 > 0 – стала, яка не залежить вiд p.
Отже, для довiльного фiксованого γ ∈ (0, α)
iснує пiдпослiдовнiсть послiдовностi {vp}∞p=1

(цю пiдпослiдовнiсть позначимо так само,
як i всю послiдовнiсть, через {vp}∞p=1) така,
що

vp −→
p→∞

u в Cγ,γ/2(Q). (28)

Iз властивостей просторiв Гельдера отрима-
ємо, що u ∈ Cα,α/2(Q). Звiдси та умов (3),
(B2) i того, що u(x, 0) = u0(x, 0) випливає,
що u ∈ Cα,α/2(Ω× (E0 ∪ (0, T ]).

Тепер вiдмiтимо, що з умов (A1) – (A3),
(B2) – (B4) та оцiнки (27) маємо

||f̃p||Qα,α/2 6 C4 ∀p ∈ N, (29)

де C4 > 0 – стала, яка не залежить вiд p.
Для довiльного δ > 0 позначимо Ωδ :=

{x ∈ Ω : dist{x, ∂Ω} > δ}. Нехай {δk}∞k=1

– монотонна послiдовнiсть чисел така, що
0 < δk < T, δk ↓

k→∞
0 i Ωδk

– область в

Rn. Очевидно, що
∞∪

k=1
Ωδk

= Ω. Позначимо
Qk := Ωδk

× (δk, T ]. Враховуючи (29) i умови
нашої теореми, з теореми 5 монографiї [6, ст.
86,87] для кожного k ∈ N матимемо

||vp||Qk

2+α,1+α/2 6 C5, p ∈ N, (30)

де C5 > 0 – стала, яка вiд p не залежить, але
залежить вiд C3, C4, i може залежати вiд k.

Iз (28) та (30) випливає, що для довiль-
ного фiксованого γ ∈ (0, α) iз послiдовностi
{vp} дiагональним методом можна вибрати
таку пiдпослiдовнiсть {vpj

}∞j=1, що для до-
вiльного k ∈ N послiдовнiсть {vpj |Qk

} (vpj |Qk
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– звуження vpj
на Qk) збiгається до u за нор-

мою простору C2+γ,1+γ/2(Qk). Звiдси, зокре-
ма, випливає, що u ∈ C2+α,1+α/2(Qk) для ко-
жного k ∈ N, тобто u ∈ C

2+α,1+α/2
loc (Q). По-

клавши в (22) p = pj та спрямувавши j до
нескiнченностi, на пiдставi сказаного вище
матимемо, що u задовольняє рiвняння (1).
Як уже зазначалось, u також задовольняє
умови (2), (3), а отже, ця функцiя є розв’яз-
ком задачi (1)-(3). ¤
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