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УСЕРЕДНЕННЯ У ЛIНIЙНIЙ ЗА КЕРУВАННЯМ ЗАДАЧI
ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ ЗI ШВИДКИМИ ТА ПОВIЛЬНИМИ

ЗМIННИМИ
Задача оптимального керування мiстить систему диференцiальних рiвнянь зi швидкими

та повiльними змiнними та термiнальний критерiй якостi. Наводиться схема усереднення ди-
ференцiальних рiвнянь, у яких керування є лiнiйним. Доводиться, що оптимальне керування
усередненої задачi є асимптотично оптимальним керуванням заданої задачi.

An optimal control problem is described by a system of differential equations with rapid and slow
variables and by the terminal criterion of quality. We provide a schema of averaging of differential
equations with a linear control. We prove that the optimal control of the averaging problem is
asymptotically optimal for the initial problem.

1. Вступ. Використання методу усере-
днення для розв’язування диференцiальних
рiвнянь зi швидкими та повiльними змiн-
ними має таку особливiсть, що при усере-
дненi рiвнянь повiльної пiдсистеми необхi-
дно враховувати вплив швидких змiнних.
Тому для побудови усередненої задачi мо-
жна використовувати схему, аналогiчну схе-
мi М.М. Хапаєва [1–3]. Це означає, що усе-
реднення функцiй з правих частин диферен-
цiальних рiвнянь повiльної пiдсистеми про-
водиться вздовж швидких розв’язкiв виро-
дженої задачi. Усереднена задача стає про-
стiшою за дану та складається тiльки з по-
вiльної пiдсистеми.

Метод усереднення використовується i
для розв’язування вiдповiдних задач опти-
мального керування зi швидкими та повiль-
ними змiнними i термiнальним критерiєм
якостi. Вiдомими є алгоритми [4,5], за яки-
ми будується асимптотично оптимальне ке-
рування задачi, якщо iснує оптимальне ке-
рування усередненої задачi. При цьому мно-
жина допустимих керувань даної задачi сут-
тєво вiдрiзняється вiд множини допустимих
керувань усередненої задачi.

В роботах [6–9] розглядаються нелiнiй-
нi та лiнiйнi за керуванням задачi опти-
мального керування, диференцiальнi рiвня-
ння яких мають стандартний вигляд, при
усередненi яких множина допустимих керу-

вань не змiнюється. Доведено, що оптималь-
не керування усередненої задачi за визначе-
ними умовами є асимптотично оптимальним
керуванням даної задачi.

Дана робота присвячена доведенню ана-
логiчного твердження для задач оптималь-
ного керування, лiнiйних за керуванням,
та у яких диференцiальнi рiвняння мiстять
швидкi та повiльнi змiннi.

2. Постановка задачi. Розглянемо за-
дачу оптимального керування, яка складає-
ться з системи диференцiальних рiвнянь зi
швидкими та повiльними змiнними

ẋ = ε [f (t, x, y) + A (t, x, y) · u] , x (0) = x0,

ẏ = g (t, x, y) , y (0) = y0, (1)

та термiнальним критерiєм якостi

J [u] = ϕ (x (T )) → min
u∈U

, (2)

де час t ∈ [0, T ], T = Lε−1, L > 0 — задана
стала, ε > 0 — малий параметр;

x (t) ∈ Dx ⊂ Rn — повiльнi змiннi;
y (t) ∈ Dy ⊂ Rm — швидкi змiннi;
f (t, x, y) — задана n-вимiрна функцiя;
g (t, x, y) — задана m-вимiрна функцiя;
A (t, x, y) — задана n× r-матриця;
ϕ (x) — задана скалярна функцiя,
u (t) ∈ U ⊂ comp (Rr) — керування з ком-

пактної множини U у просторi Rr,
x0, y0 — заданi початковi значення.
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Умова 1. Нехай вiдносно заданих фун-
кцiй виконуються умови:

– f (t, x, y), A (t, x, y), g (t, x, y) — вимiрнi
функцiї за змiнною t для усiх x, y ;

– f (t, x, y), A (t, x, y), g (t, x, y) — задо-
вольняють умову Липшиця за змiнни-
ми x, y зi сталою λ для усiх t;

– f (t, x, y) i A (t, x, y) — функцiї, рiвно-
мiрно обмеженi сталою M ;

– ϕ (x) – задовольняє умову Липшиця за
змiнною x зi сталою λ.

Означення 1. Допустимими керування-
ми задачi (1) вважаються вимiрнi функцiї
u = u (t), t ∈ [0, T ] з компактної множини U ,
для яких знайдеться ε0 > 0, яке не залежить
вiд u(t), що для усiх ε ∈ (0, ε0] вiдповiднi до
цих керувань розв’язки x (t) ∈ Dx, y (t) ∈ Dy

системи диференцiальних рiвнянь (1) визна-
ченi для усiх t ∈ [0, T ].

Допустимi керування u(t) задачi (1) оби-
раються з компактної множини U , тому цi
керування u(t) ∈ Lp (0, T ), тобто для де-
якого числа p ≥ 1 визначенним є значення

‖u(t)‖p =

(
T∫
0

‖u(t)‖pdt

)1/p

.

Означення 2. Оптимальним керуван-
ням задачi (1), (2) вважається таке допусти-
ме керування u∗(t), на якому критерiй якостi
(2) приймає мiнiмальне значення J∗ = J [u∗].

3. Побудова усередненої задачi. За-
пропонуємо послiдовнiсть дiй та сформулю-
ємо умови, при виконаннi яких можна отри-
мати усереднену задачу оптимального керу-
вання вiдносно заданої задачi (1), (2).

Для системи (1) побудуємо вiдповiдну ви-
роджену задачу при ε = 0, змiнну x вважа-
тимемо параметром:

ẋ = 0, x (0) = x0,

ẏ = g (t, x, y) , y (0) = y0. (3)

Умова 2. Нехай розв’язок y = h (t, x, y0)
виродженої задачi (3) iснує для будь-якого
значення y0, визначений при t ≥ 0 та задо-
вольняє умову Липшиця за змiнною x.

Умова 3. Нехай iснують функцiї f0 (x) та
A0 (x), що рiвномiрно вiдносно t0, y0, x ∈ Dx

виконуються спiввiдношення

lim
∆→∞

∥∥∥∥∥∥
1

∆

t0+∆∫

t0

f (t, x, h (t, x, y0))dt −

− f0 (x)‖ = 0, (4)

lim
∆→∞

1

∆

t0+∆∫

t0

‖A (t, x, h (t, x, y0))−

−A0 (x) ‖qdt = 0, (5)

де q ≥ 1 задовольняє рiвнiсть 1
p

+ 1
q

= 1, а
матрицi A,A0 ∈ Lq(0, T ).

Задачi оптимального керування (1), (2)
поставимо у вiдповiднiсть усереднену зада-
чу оптимального керування з системою

ż = ε [f0 (z) + A0 (z) · v] , z (0) = x0, (6)

та термiнальним критерiєм якостi

J0 [v] = ϕ (z (T )) → min
v∈U

, (7)

де функцiя v = v (t) — допустиме керування
для задачi (6), яке обирається з множини U .

За v∗ (t) вiзьмемо оптимальне керування
усередненої задачi (6), (7), на якому крите-
рiй якостi (7) приймає мiнiмальне значення
J∗0 = J0 [v∗].

4. Асимптотичний розв’язок зада-
чi. Доведемо, що за допустимим керуван-
ням системи (1) або (6) будуються вiдповiднi
траєкторiї систем, якi є близькими на асим-
птотично скiнченному iнтервалi часу.

Теорема 1. Нехай для систем диферен-
цiальних рiвнянь (1) та (6) в областi D =
{t ≥ 0, x ∈ Dx ⊂ Rn, y ∈ Dy ⊂ Rm, u ∈ U ⊂
comp (Rr)} виконуються умови 1, 2, 3 та

4) для будь-якого допустимого керування
v (t) ∈ U усередненої системи (6) вiдпо-
вiдна траекторiя z (t), z (0) = x0 лежить
разом зi своїм ρ-околом в областi Dx.

Тодi для будь-яких η > 0 i L > 0 знайде-
ться таке ε0 (η, L) > 0, що для всiх ε ∈ (0, ε0]
та t ∈ [0, T ] виконується наступне:
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I) будь-яке допустиме керування u (t) ∈
U системи (1) є допустимим керуван-
ням усередненої системи (6) та вiдпо-
вiднi траекторiї x (t) ∈ Dx системи (1) i
z (t) ∈ Dx усередненої системи (6) при
умовi x (0) = z (0) = x0 ∈ D0 ⊂ Dx за-
довольняють оцiнку

‖x (t)− z (t)‖ ≤ η; (8)

II) будь-яке допустиме керування v (t) ∈ U
усередненої системи (6) є допустимим
керуванням системи (1) та вiдповiднi
траекторiї z (t) ∈ Dx усередненої систе-
ми (6) i x (t) ∈ Dx системи (1) при умовi
z (0) = x (0) = x0 ∈ D0 ⊂ Dx задоволь-
няють оцiнку (8).

Доведення. Для доведення першої ча-
стини теореми оберемо деяке допустиме ке-
рування u (t) ∈ U системи (1), тодi x (t),
y (t, x0, y0) — вiдповiдна траекторiя цiєї си-
стеми, що визначена для усiх t ≥ 0,
h (t, x, y0) — розв’язок виродженої задачi (3)
для швидких змiнних, який також визначе-
ний при усiх t ≥ 0, а z (t) — вiдповiдна до
цього керування траекторiя системи (6). Ке-
рування u (t) ∈ U повинно бути обрано так,
щоб виконувалася умова 4) теореми, тобто
бути допустимим i для системи (6).

Оберемо довiльне η > 0 таке, що η < ρ,
та зафiксуємо його. Оцiнимо рiзницю мiж
вiдповiдними розв’язками системи (1) та (6):

x (t)− z (t) ≤

≤ ε

t∫

0

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0))− f0 (z (s))] ds+

+ε

t∫

0

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))− A0 (z (s))]×

×u (s) ds ≤

≤ ε

t∫

0

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0))− f0 (x (s))] ds+

+ε

t∫

0

[f0 (x (s))− f0 (z (s))] ds+

+ε

t∫

0

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))− A0 (x (s))]×

×u (s) ds+

+ε

t∫

0

[A0 (x (s))− A0 (z (s))] u (s) ds.

Враховуючи умову 1, з останньої нерiвно-
стi отримаємо

‖x (t)− z (t)‖ ≤

≤ ε

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0))− f0 (x (s))] ds

∥∥∥∥∥∥
+

+ε

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))− A0 (x (s))] ×

× u (s) ds‖+

+ε

t∫

0

‖f0 (x (s))− f0 (z (s))‖ ds+

+ε

t∫

0

‖A0 (x (s))− A0 (z (s))‖ · ‖u (s)‖ ds ≤

≤ ε

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0))− f0 (x (s))] ds

∥∥∥∥∥∥
+

+ε

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))− A0 (x (s))] ×

× u (s) ds‖+

+ελ

t∫

0

‖x (s)− z (s)‖ · (1 + ‖u (s)‖) ds.

Допустиме керування u (t) обирається з
компактної множини U , тому знайдеться
константа K > 0, не залежна вiд u (t), що
для будь-якого t ≥ 0 буде

‖u (t)‖ ≤ K, (9)

тодi отримана нерiвнiсть прийме вид
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‖x (t)− z (t)‖ ≤ I1 + I2+

+ελ (1 + K) ·
t∫

0

‖x (s)− z (s)‖ ds, (10)

де введено позначення

I1 = ε

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− f0 (x (s))]ds‖ , (11)

I2 = ε

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))−

− A0 (x (s))]× u (s) ds‖ . (12)

Для подальшого доведення теореми не-
обхiдно оцiнити рiзницю швидких розв’яз-
кiв системи (1) та виродженої системи (3).
З урахуванням умови 1 для будь-яких x0, y0

отримаємо

‖y (t, x0, y0)− h (t, x0, y0)‖ ≤

≤
t∫

0

‖g (s, x (s) , y (s, x0, y0))−

− g (s, x0, h (s, x0, y0))‖ ds ≤

≤ λ

t∫

0

‖x (s)− x0‖ds+

+λ

t∫

0

‖y (s, x0, y0)− h (s, x0, y0)‖ds.

Окремо оцiнимо рiзницю

‖x (s)− x0‖ ≤

≤ ε

s∫

0

‖f (τ, x (τ) , y (τ, x0, y0))+

+ A (τ, x (τ) , y (τ, x0, y0)) · u (τ)‖ dτ ≤

≤ εM(1 + K)

s∫

0

dτ ≤ εM(1 + K)s,

звiдки

‖y (t, x0, y0)− h (t, x0, y0)‖ ≤

≤ ελM(1 + K)

t∫

0

sds+

+λ

t∫

0

‖y (s, x0, y0)− h (s, x0, y0)‖ds.

За лемою Гронуолла-Беллмана

‖y (t, x0, y0)− h (t, x0, y0)‖ ≤

≤ ελM(1 + K) · t2

2
· eλt = εβ (t) . (13)

Позначена у (13) функцiя β = β (t) є зро-
стаючою за змiнною t, тому завжди iснує
розв’язок рiвняння

β (t) =
C√
ε
,

де C – деяка константа, за t∗ (ε) вiзьмемо
корiнь цього рiвняння. Тодi εβ (t∗) = C

√
ε, а

lim
ε→0

εβ (t∗) = 0.
Визначимо функцiю

∆ (ε) = min

{
1√
ε
; t∗ (ε)

}
, (14)

яка задовольняє властивостям

lim
ε→0

∆ (ε) = +∞, lim
ε→0

ε∆ (ε) = 0. (15)

Розiб’ємо часовий iнтервал [0, T ] на рiвнi
частини точками ti = i∆, i = 0, 1, ..., N , N =
E

(
T
∆

)
, E (a) — цiла частина числа a.

З позначення (13) маємо, що на кожно-
му iнтервалi часу t ∈ [ti, ti+1] рiзниця мiж
швидкими розв’язками системи (1) та виро-
дженної системи (3) оцiнюється величиною

‖y (t, xi, yi)− h (t, xi, yi)‖ ≤

≤ εβ (∆) = C
√

ε. (16)

Зафiксуємо довiльний момент часу
t ∈ [0, T ], для якого знайдеться iнтервал
[tk, tk+1), що t ∈ [tk, tk+1). При цьому k буде
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найбiльшим значенням номеру, при якому
tk ≤ t, тому виконуються спiввiдношення

k∆ ≤ T =
L

ε
, εk∆ ≤ L. (17)

Для iнтегралу I1 з (11), враховуючи що
t ∈ [tk, tk+1), видiлимо окремо цей iнтервал

I1 = ε

∥∥∥∥∥∥

tk∫

0

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− f0 (x (s))]ds‖+

+ε

∥∥∥∥∥∥

t∫

tk

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− f0 (x (s))]ds‖ . (18)

Для першого доданка у (18) справедливо

ε

∥∥∥∥∥∥

tk∫

0

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− f0 (x (s))]ds‖ ≤

≤ ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− f0 (x (s))]ds‖ ≤

≤ ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− f (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti)))]ds‖+

+ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[f (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti))) −

− f (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti)))]ds‖+

+ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[f (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti))) −

− f0 (x (ti))]ds‖+

+ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[f0 (x (ti))− f0 (x (s))]ds

∥∥∥∥∥∥
, (19)

у якому оцiнимо кожний доданок окремо.
Для першого доданку в (19) при виконаннi
умови 1 та спiввiдношень (17) отримаємо

ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− f (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti)))]ds‖ ≤

≤ ε

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

λ(‖x (s)− x (ti)‖+

+ ‖y (s, x0, y0)− y (s, x (ti) , y (ti))‖)ds ≤

≤ ελ

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

(εM(1 + K)∆ + 0)ds ≤

≤ ελ · k∆ε ·M (1 + K) ∆ ≤
≤ ε∆λLM (1 + K) .

Для другого доданка в (19) з умови 1 та
спiввiдношень (16), (17) випливає, що

ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[f (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti))) −

− f (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti)))]ds‖ ≤

≤ ελ

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

‖y (s, x (ti) , y (ti))−

− h (s, x (ti) , y (ti))‖ ds ≤
≤ ελk∆εβ (∆) ≤ εβ (∆) λL.

З iснування границi (4) згiдно з умовою
3 маємо, що iснує монотонно спадаюча фун-
кцiя ψ = ψ (∆) така, що lim

∆→∞
ψ (∆) = 0, та

для третього доданка в (19) справедливо

ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[f (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti))) −

− f0 (x (ti))]ds‖ ≤

≤ ε

k−1∑
i=0

∥∥∥∥∥∥

ti+1∫

ti

f (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti))) ds−
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− ∆ · f0 (x (ti))‖ ≤

≤ ε∆
k−1∑
i=0

∥∥∥∥∥∥
1

∆

ti+1∫

ti

f (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti))) ds−

− f0 (x (ti))‖ ≤
≤ εk∆ψ (∆) ≤ Lψ (∆) .

Для останього доданку в (19) з умови 1
та спiввiдношень (17) маємо, що

ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[f0 (x (ti))− f0 (x (s))]ds

∥∥∥∥∥∥
≤

≤ ελ

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

‖x (ti)− x (s)‖ds ≤

≤ ελk∆ · εM (1 + K) ∆ ≤
≤ ε∆λLM (1 + K) .

В (18) оцiнимо другий доданок. При ви-
конаннi умови 1

ε

∥∥∥∥∥∥

t∫

tk

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0))− f0 (x (s))]ds

∥∥∥∥∥∥
≤

≤ ε

t∫

tk

‖f (s, x (s) , y (s, x0, y0))‖ ds+

+ε

t∫

tk

‖f0 (x (s))‖ ds ≤ 2ε∆M.

Остаточно для I1 з (18)

I1 ≤ 2ε∆λLM(1 + K) + εβ(∆)λL+

+Lψ(∆) + 2ε∆M. (20)

Для iнтегралу I2 з (12), враховуючи що
t ∈ [tk, tk+1), видiлимо окремо цей iнтервал

I2 = ε

∥∥∥∥∥∥

tk∫

0

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))−

− A0 (x (s))]× u (s) ds‖+

+ε

∥∥∥∥∥∥

t∫

tk

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))−

− A0 (x (s))]× u (s) ds‖ . (21)

Перший доданок у (21) перетворимо на-
ступним чином

ε

∥∥∥∥∥∥

tk∫

0

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))−

− A0 (x (s))]× u (s) ds‖ ≤

≤ ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− A0 (x (s))]× u (s) · u (s) ds‖ ≤

≤ ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− A (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti)))] · u (s) ds‖+

+ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[A (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti))) −

− A (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti)))] · u (s) ds‖+

+ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[A (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti))) −

− A0 (x (ti))] · u (s) ds‖+

+ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[A0 (x (ti))− A0 (x (s))] · u (s) ds

∥∥∥∥∥∥
,

(22)
у якому аналогiчно до (19) оцiнимо кожний
доданок окремо. Для першого доданку в
(22) отримаємо

ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− A (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti)))] · u (s) ds‖ ≤

≤ ε

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

‖A (s, x (s) , y (s, x0, y0))−

12 Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 1.



−A (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti)))‖ · ‖u (s)‖ ds ≤
≤ ε∆λLM (1 + K) K.

Для другого доданку в (22)

ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[A (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti))) −

− A (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti)))] · u (s) ds‖ ≤

≤ ε

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

‖A (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti)))−

−A (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti)))‖ · ‖u (s)‖ ds ≤
≤ εβ (∆) λLK.

Оцiнимо третiй доданок у (22), для чого
скористаємося нерiвнiстю Гельдера

ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[A (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti))) −

− A0 (x (ti))] · u (s) ds‖ ≤

≤ ε

k−1∑
i=0

∥∥∥∥∥∥

ti+1∫

ti

[A (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti)))−

− A0 (x (ti))] · u (s) ds‖ ≤

≤ ε

k−1∑
i=0




ti+1∫

ti

‖A (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti)))−

− A0 (x (ti))‖q ds)
1/q ×




ti+1∫

ti

‖u (s)‖pds




1/p

≤

≤ ε

k−1∑
i=0

(ψ (∆) ·∆)1/q × (Kp ·∆)1/p ≤

≤ εk∆ ·Kψ1/q (∆) ≤ LKψ1/q (∆) ,

де lim
∆→∞

ψ (∆) = 0.
Для четвертого доданку у (22)

ε

∥∥∥∥∥∥

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

[A0 (x (ti))− A0 (x (s))] · u (s) ds

∥∥∥∥∥∥
≤

≤ ε

k−1∑
i=0

ti+1∫

ti

‖A0 (x (ti))− A0 (x (s))‖×

×‖u (s)‖ ds ≤ ε∆λLM (1 + K) K.

Оцiнимо другий доданок у (21). При ви-
конаннi умови 1

ε

∥∥∥∥∥∥

t∫

tk

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))−

− A0 (x (s))]× u (s) ds‖ ≤

≤ ε

t∫

tk

[‖A (s, x (s) , y (s, x0, y0))‖+

+ ‖A0 (x (s))‖ × ‖u (s)‖]ds ≤
≤ 2ε∆MK.

Остаточно для I2 з (21)

I2 ≤ 2ε∆λLM(1 + K)K + εβ(∆)λLK+

+Lψ1/q(∆)K + 2ε∆MK. (23)

Враховуючи отриманi оцiнки (20) для I1

та (23) для I2 з нерiвностi (10) за лемою
Гронуолла-Беллмана

‖x (t)− z (t)‖ ≤
≤ (

2ε∆λLM(1 + K)2 + εβ(∆)λL (1 + K) +

+ L
(
ψ (∆) + ψ1/q(∆)K

)
+ 2ε∆M (1 + K)

)×
×eλL(1+K).

Виходячи з властивостей функцiй ε∆ у
(15), εβ (∆) у (16), ψ (∆) отримаємо, що ви-
раз у дужках прямує до нуля, тому для
будь-яких η > 0 i L > 0 знайдеться та-
ке ε0 (η, L) > 0, що для всiх ε ∈ (0, ε0] та
t ∈ [0, T ] справедлива нерiвнiсть

‖x (t)− z (t)‖ ≤ η < ρ.

Отримана оцiнка ‖x (t)− z (t)‖ < ρ для
довiльного t ∈ [0, T ] означає, що для
будь-якого допустимого керування u(t) та
розв’язку x (t) системи (1) вiдповiдний до
цього ж керування розв’язок z (t) усере-
дненої системи (6) знаходиться в ρ-околi
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розв’язку x (t) системи (1) та при виконан-
нi умови 4) теореми не виходить на границю
областi Dx нi в який момент часу. Тому обра-
не керування u (t) системи (1) є допустимим
i для системи (6) та справедливою є оцiнка
(8). Перша частина теореми доведена.

Доведення другої частини теореми про-
водиться аналогiчно, тiльки замiсть допу-
стимого керування u(t) системи (1) обира-
ється допустиме керування v(t) усередненої
системи (6) та будуються вiдповiднi до цьо-
го керування траєкторiї системи (1) та (6).
При цьому отримана оцiнка ‖x (t)− z (t)‖ <
ρ для довiльного t ∈ [0, T ] означає, що
для будь-якого допустимого керування v(t)
та розв’язку z (t) усередненої системи (6)
вiдповiдний до цього ж керування розв’я-
зок x (t) системи (1) знаходиться у ρ-околi
розв’язку z (t) усередненої системи (6), який
при виконаннi умови 4) теореми повнiстю
належить областi Dx. Тому обране допусти-
ме керування v (t) усередненої системи (6)
дiйсно є допустимим i для системи (1) та
справедливою є оцiнка (8).

Теорема доведена.
5. Асимптотично оптимальний

розв’язок задачi. Встановимо вiдпо-
вiднiсть мiж оптимальним розв’язком
задачi (1), (2) та оптимальним розв’язком
усередненої задачi (6), (7), враховуючи
додатково, що множина U є опуклою.

Теорема 2. Нехай для задач опти-
мального керування (1), (2) та (6),
(7) в областi D = {t ≥ 0, x ∈ Dx ⊂ Rn ,
y ∈ Dy ⊂ Rm, u ∈ U ⊂ comp (Rr)} виконую-
ться умови теореми 1.

Тодi оптимальний розв’язок задачi (6),
(7) є асимптотично оптимальним розв’язком
задачi (1), (2), тобто для будь-яких η > 0 та
L > 0 iснує таке ε0 (η, L) > 0, що для всiх
ε ∈ (0, ε0] i t ∈ [0, T ] справедливими є оцiнки

|J∗0 − J∗| ≤ η; J [v∗]− J∗ ≤ η, (24)

де J∗0 та J∗ – оптимальнi значення критерiїв
якостi усередненої задачi (6), (7) та задачi
(1), (2) вiдповiдно, J [v∗] – значення крите-
рiю якостi задачi (1), (2) на оптимальному
керуваннi усередненої задачi.

Доведення. Особливiстю задач опти-
мального керування (1), (2) та (6), (7) є
те, що допустимi керування u(t) i v(t) вхо-
дять до них лiнiйно та обираються з компа-
ктної та опуклої множини U . Тому [10, п 4.3]
при виконаннi умов теореми iснує оптималь-
не керування u∗(t), вiдповiдна оптималь-
на траєкторiя x∗(t) та оптимальне значен-
ня критерiю якостi J∗ = J [u∗] задачi (1),
(2). Крiм того, iснує оптимальне керуван-
ня v∗(t), вiдповiдна оптимальна траєкторiя
z∗(t) та оптимальне значення критерiю яко-
стi J∗0 = J0 [v∗] усередненої задачi (6), (7).

При виконаннi умов теореми оптимальне
керування u∗(t) задачi (1), (2) є допустимим
керуванням для задачi (6), (7). Тому, для
будь-яких η0 > 0 i L > 0 iснує ε0 (η0, L) > 0
таке, що для всiх ε ∈ (0, ε0] та t ∈ [0, T ] вiд-
повiдна до цього керування траєкторiя z̃ (t),
z̃ (0) = x∗ (0) = x0 ∈ D0 ⊂ Dx усередненої
системи (6) задавольняє нерiвнiсть

‖x∗ (t)− z̃ (t)‖ ≤ η0.

Наведена нерiвнiсть зодовольняється при
будь-якому t ∈ [0, T ], а тому i при t = T .
Тому при виконаннi умови 1 буде

∣∣∣J∗ − J̃0

∣∣∣ = | J [u∗ (t)]− J0 [u∗ (t)]| =

= |ϕ (x∗ (T ))− ϕ (z̃ (T ))| ≤
≤ λ ‖x∗ (T )− z̃ (T )‖ ≤ λη0 = η. (25)

Крiм того, оптимальне керування v∗(t)
задачi (6), (7) є допустимим керуванням для
задачi (1), (2). Тому, вiдповiдна до цього ке-
рування траєкторiя x̃ (t), x̃ (0) = z∗ (0) =
x0 ∈ D0 ⊂ Dx системи (1) задовольняє не-
рiвнiсть

‖z∗ (t)− x̃ (t)‖ ≤ η0.

та вiдповiдно,
∣∣∣ J∗0 − J̃

∣∣∣ = | J0 [v∗ (t)]− J [v∗ (t)] | =

= | ϕ (z∗ (T ))− ϕ (x̃ (T )) | ≤
λ ‖z∗ (T )− x̃ (T )‖ ≤ λη0 = η. (26)

Оптимальнi значення критерiїв якостi (2)
та (7) зазвичай задовольняють нерiвностям

J∗ ≤ J̃ , J∗0 ≤ J̃0 (27)
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та одному iз спiввiдношень

J∗ ≥ J∗0 , (28)

J∗ < J∗0 . (29)

В першому випадку з (27), (28), (26) випли-
вають нерiвностi

J̃ ≥ J∗ ≥ J∗0 ≥ J̃ − η,

звiдки
|J∗0 − J∗| ≤ η.

У другому випадку з (27), (29), (25) має-
мо, що

J̃0 ≥ J∗0 > J∗ ≥ J̃0 − η,

звiдки
|J∗0 − J∗| ≤ η.

В обох випадках справедливою є перша
нерiвнiсть з (24). Вiконання другої нерiвно-
стi з (24) витiкає з вiдношення (26) та першої
нерiвностi з (24).

Теорема доведена.
6. Висновки.Метод усереднення зручно

використовувати для розв’язування досить
складних систем диференцiальних рiвнянь
та вiдповiдних задач оптимального керува-
ння. Для систем диференцiальних рiвнянь
зi швидкими та повiльними змiнними ме-
тод усереднення дозволяє побудувати бiльш
просту систему, яка до того ж складається
тiльки з повiльної пiдсистеми. Однак усере-
днення проводиться вздовж розв’язкiв виро-
дженої системи вiдносно швидких змiнних,
враховуючи їх вплив на поведiнку повiльних
змiнних.

Усереднення задачi оптимального керу-
вання, в яку керування входить лiнiйно, до-
зволяє також побудувати бiльш просту за-
дачу. При цьому множина допустимих керу-
вань даної задачi не змiнюється при усере-
дненнi, а остається такою ж i для усередне-
ної задачi. У теоремах сформульовано умо-
ви, при яких допустиме керування однiєї за-
дачi є допустимим керуванням i для другої
задачi, при цьому вiдповiднi до цього керу-
вання траєкторiї є близькими. Крiм того до-
ведено, що оптимальне керування усередне-
ної задачi є асимптотично оптимальним ке-
руванням для початкової задачi.
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