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ЛIНIЙНА БАГАТОПАРАМЕТРИЧНА СПЕКТРАЛЬНА ЗАДАЧА ТА
ЧИСЕЛЬНИЙ МЕТОД ЇЇ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ

Застосовано варiацiйний пiдхiд для розв’язання багатопараметричної задачi на власнi зна-
чення. Доведено еквiвалентнiсть спектральної задачi та вiдповiдної варiацiйної задачi. Побу-
довано чисельний метод для вiдшукання розв’язку варiацiйної задачi та доведено локальну
збiжнiсть цього методу. Крiм того, проведено та проаналiзовано ряд числових експериментiв,
що iлюструють роботу методу.

A multiparameter eigenvalue problem is solved by using the variation approach. The equivalence
between the spectral problem and the corresponding variation problem is proved. A numerical
method for the solution of the variation problem is proposed and its local convergence is proved.
Finally, numerical experiments for the proposed method are examined.

Вступ
Дослiдження iснування розв’язку опера-

торних рiвнянь вигляду

T (λ)x = f

з операторною функцiєю

T (λ) : Em → X(H)

(X(H) – множина лiнiйних операторiв у
Гiльбертовому просторi, зокрема в дiйсному
Евклiдовому просторi En), яка лiнiйно або
нелiнiйно залежить вiд кiлькох спектраль-
них параметрiв λ1, λ2, ... , λm, призводить
до дослiдження задачi знаходження таких
значень параметрiв

λi, i = 1, 2, ... , m,

при яких iснує нетривiальний розв’язок вiд-
повiдного однорiдного рiвняння

T (λ)x = 0.

Такi задачi виникають у багатьох сферах
аналiзу та математичної фiзики. Рiзноманi-

тнi формулювання задач такого типу, вiдпо-
вiдна спектральна теорiя, практичне засто-
сування та ряд чисельних методiв для вiд-
шукання розв’язку даних задач широко до-
слiджено у лiтературi (див. [1] - [12]).

У цiй статтi розглянемо наступну багато-
параметричну задачу на власнi значення:

T (λ) x ≡ Ax−
m∑
i=1

λiBix = 0, (1)

у дiйсному евклiдовому просторi En, де всi
скалярнi параметри

λ1, λ2, ... , λm ∈ Em

є спектральними.
Для розв’язання цiєї задачi пропонуємо

пiдхiд, який полягає замiну багатопараме-
тричної задачi (1) на еквiвалентну варiацiй-
ну задачу мiнiмiзацiї деякого функцiоналу.

Зауважимо, що даний пiдхiд вiдрiзняти-
меться вiд уже запропонованих у [3], [4], [6],
[8].
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За основу чисельного методу мiнiмiзацiї
функцiонала використовуватимемо градiєн-
тну процедуру у розширеному просторi, що
є сумою Евклiдових просторiв En та Em. В
результатi отримаємо алгоритм одночасно-
го обчислення власного вектора та множини
власних значень.

На завершення проiлюструємо практи-
чну застосовнiсть алгоритму кiлькома при-
кладами.

1. Власнi вектори та власнi значення
як точки мiнiмуму

Нехай En – дiйсний евклiдовий простiр з
визначеними скалярним добутком (·, ·)En та
нормою || · ||En .

Нехай також

A, Bi : En → En, i = 1, 2, ... , m

– квадратнi матрицi розмiру n× n.
Багатопараметрична задача на власнi

значення полягає у вiдшуканнi такого набо-
ру спектральних параметрiв

λ = {λ1, ... , λm} ∈ Em,

при якому iснує нетривiальний розв’язок
x ̸= 0 рiвняння (1).

Набiр спектральних параметрiв

λ = {λ1, ... , λm}

називатимемо узагальненим власним значе-
нням, вiдповiдний вектор x – узагальненим
власним вектором задачi (1).

Усi можливi набори

λ = {λ1, ... , λm}

m-вимiрного векторного простору Em утво-
рюють так звану поверхню власних значень
а у випадку m = 2 – криву власних значень.
Для m = 1 отримуємо класичну задачу на
власнi значення вигляду

Ax = λB1x

Поруч iз задачею (1) розглянемо задачу
вiдшукання такого набору параметрiв

λ = {λ1, ... , λm}

i такого вектора x при яких функцiонал

F (u) =
1

2
∥T (λ)x ∥2, (2)

∀u = {x, λ} ∈ H = En ⊕ Em, x ̸= 0

досягає свого мiнiмального значення, тобто

F (u) → min
u

, u ∈ U ⊂ H, (u ̸= 0) , (3)

де U – це множина, що мiстить точки u∗ =

{x∗, λ∗}, якi задовольняють рiвняння (1), H
– це Гiльбертiв простiр, у якому скалярний
добуток та норма визначаються наступним
чином:

(u, v)H = (u1, u2)En + (v1, v2)Em ,

∥u∥H =

√
∥u1∥2En + ∥v1∥2Em ,

u = {u1, v1}, v = {u2, v2},

u1, u2 ∈ En, v1, v2 ∈ Em.

Пiдмножину точок мiнiмуму функцiона-
ла F (u) в U позначимо як

U∗ = {u : u ∈ U, F (u) = 0} .

Тепер покажемо еквiвалентнiсть задач
(1) та (3).

Теорема 1. Кожний власний вектор x∗,
що вiдповiдає набору власних значень λ∗,
λ∗ = (λ∗

1, ... , λ∗
m) задачi (1) є стацiонар-

ною точкою u∗ = {x∗, λ∗} функцiонала (2) i
навпаки – кожна стацiонарна точка u∗ =

{x∗, λ∗} функцiонала (2) вiдповiдає власнiй
парi x∗, λ∗ задачi (1).

Доведення. Розглянемо прирiст фун-
кцiонала

F (u+∆u)−F (u) = F (x+ h, λ+ q)−F (x, λ)

для довiльних u, u + ∆u ∈ U , де ∆u =

{h, q} ∈ U .
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Задля спрощення запису використовува-
тимемо накi позначення для скалярного до-
бутку:

(·, ·)En ≡ (·, ·)n, (·, ·)Em ≡ (·, ·)m.

Отже, пiсля ряду перетворень отримує-
мо:

F (u+∆u)−F (u) = F (x+h, λ+q)−F (x, λ) =

= (T (λ)x, T (λ)h)n − (T (λ)x,
m∑
i=1

Bixqi)n+

+
1

2
(T (λ)h, T (λ)h )n − (T (λ)h,

m∑
i=1

Bixqi)n−

−(T (λ)x,
m∑
i=1

Bihqi)n+(
m∑
i=1

Bixqi,
m∑
i=1

Bixqi)n+

+ o(∥∆u∥2H).

Таким чином, перший диференцiал вiд
F (u) запишеться у виглядi

d {F (x, λ); (h, q)} = ( T (λ)x , T (λ)h )n−

−
m∑
i=1

(T (λ)x , Bix )nqi =

= (T ∗ (λ)T (λ)x , h )n + (f(λ, x) , q )m =

= (ug,∆u)H ,

де

f (λ, x) = (f1(λ, x), f2(λ, x), ..., fm(λ, x)),

fi(λ, x) = −(T (λ)x,Bix)n, i = 1, 2, ... , m.

Звiдси отримуємо також формулу градi-
єнта функцiонала (2):

∇F (u) ≡ ug =

{(T ∗Tx, e1), ... (T ∗Tx, en),

f1(λ, x), f2(λ, x), ..., fm(λ, x)}T ,
(4)

де T ∗ ≡ T (λ), T ≡ T (λ), ei ∈ En – вектор,
i -та координата якого дорiвнює 1, решта –
рiвна нулю.

Нехай T (λ)x = 0, x ̸= 0. Тодi, зi спiввiд-
ношення (4) слiдує, що ∇F (u) = 0.

Нехай ∇F (u) = 0. Тодi, з (4) отримуємо
також

T ∗ (λ)T (λ)x = 0 ⇒ (T ∗ (λ)T (λ)x, x) = 0

⇒ (T (λ)x, T (λ)x) = 0 ⇒ T (λ)x = 0,

що доводить твердження теореми.
Зауваження. В силу того, що F (u) ≥

0, F (u∗) = 0, u, u∗ ∈ U, кожна стацiонарна
точка u∗ функцiонала F (u) є точкою його
локального (i глобального) мiнiмуму.

Отже, ми показали, що спектральна зада-
ча (1) i задача (3) вiдшукання стацiонарних
точок функцiонала F (u) є еквiвалентними.

2. Чисельний алгоритм та його збi-
жнiсть

Результат, отриманий у попередньому
параграфi дозволяє побудувати градiєн-
тну процедуру для вiдшукання чисельного
розв’язку задачi (3) а, отже, задачi (1). Гра-
дiєнтна процедура описується наступною
формулою:

uk+1 = uk − γ(uk)∇F (uk) ,

k = 0, 1, 2, ...
(5)

Для спiввiдношень типу (5) визначено цi-
лий клас методiв, що вiдрiзняються лише
вибором кроку γ(uk).

У цiй статтi ми пропонуємо обчислюва-
ти величину γk = γ(uk) на кожному кро-
цi, використовуючи наступне спiввiдношен-
ня (див. [14]):

γk =
F (uk)

||∇F (uk)||2H
. (6)

Зауважимо, що надалi упускатимемо iн-
декс H в позначеннях скалярного добутку
та норми для спрощення запису. Отже, iте-
рацiйний процес запишеться наступним чи-
ном:

uk+1 = uk − F (uk)

∥∇F (uk)∥2
∇F (uk) ,

k = 0, 1, 2, ...
(7)

При виборi початкового наближення, яке
є у певному сенсi близьке до власного векто-
ра та набору власних значень, iтерацiйний
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процес (7) збiгається до стацiонарної точки
функцiонала (2) u∗ = {x∗, λ∗}, у якiй дося-
гається його мiнiмум, i, як наслiдок, до вла-
сного вектора x∗ та множини власних зна-
чень λ∗ = (λ∗

1, ... , λ∗
m) задачi (1).

Отже, для наведеного iтерацiйного про-
цесу виконується наступна теорема локаль-
ної збiжностi.

Теорема 2. Нехай матриця T (λ) спе-
ктральної задачi (1) така, що градiєнт
функцiонала (2) задовольняє умову Лiпши-
ця

∥∇F (u)−∇F (z)∥ ≤ L ∥u− z∥ ,
∀u, z ∈ U, L > 0,

(8)

де U – це деяка замкнута опукла сножина,
що мiстить розв’язок u∗.

Якщо для деякого початкового наближе-
ння u0 = (x0, λ

(0)) ∈ U виконується умова

0 < γ0 ≡ γ(u0) ≤ 1/2L, (9)

тодi iтерацiйний процес (7) збiгається до
точки мiнiмуму функцiонала (2)

u∗ = {x∗, λ∗}

а, отже, i до власного вектора x∗ та на-
бору власних значень

λ∗ = (λ∗
1, ... , λ∗

m)

задачi (1).
Iншими словами, виконуються наступнi

рiвностi:

lim
k→∞

ρ(uk, U∗) = lim
k→∞

ρ(uk, u
∗) = 0,

lim
k→∞

F (uk) = F (u∗) = 0
(10)

Крiм того, справджується оцiнка

F (uk) ≤ 2−2kF (u0), k = 1, 2, ... (11)

Доведення. За умовою теореми градi-
єнт функцiонала задовольняє умову Лiпши-
ця (8), отже, виконується наступна нерiв-
нiсть:

||F (u)− F (z)− (∇F (z), u− z)|| ≤
≤ L∥u− z∥2/2. (12)

Далi, якщо для деякого k ≥ 0 справджу-
ється ∇F (xk) = 0, тодi з (7) формально ми
отримуємо, що

uk = uk+1 = ...

i твердження теореми виконуються.
Тому припустимо, що ∇F (uk) ̸= 0 для

k = 0, 1, ... , i застосуємо метод математи-
чної iндукцiї для доведення теореми.

Вважатимемо, що для k = 0 виконується

F (u0)− F (u1) =

= F (u0)− F (u0 − γ0∇F (u0)).
(13)

Взявши до уваги нерiвнiсть (12) для

z = u0, u = u1 = u0 − γ0∇F (u0),

отримаємо таку нерiвнiсть:

F (u0)− F (u1) ≥ γ0(1− Lγ0/2)∥∇F (u0)∥2.

Як наслiдок, за умови (9), отримуємо

F (u0)− F (u1) ≥
3

4
γ0||∇F (u0)||2 =

=
3

4

F (u0)

||∇F (u0)||2
||∇F (u0)||2.

Звiдси
1

4
F (u0) ≥ F (u1), (14)

або
F (u1) < F (u0). (15)

Тепер покажемо, що γ1 < γ0.
Для цього подiлимо обидвi частини не-

рiвностi (14) на величину ||∇F (u1)||2 ≥ 0.
Отримаємо:

F (u1)

||∇F (u1)||2
≤ 1

4

F (u0)

||∇F (u1)||2
=

=
1

4

F (u0)

||∇F (u1)||2
· ||∇F (u0)||2

||∇F (u0)||2
,

тобто
γ1 ≤

1

4
γ0 ·

||∇F (u0)||2

||∇F (u1)||2
(16)

Далi, з умови Лiпшиця (8) маємо

∇F (u0)−∇F (u1) ≤ L(u0 − u1).
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Використовуючи спiввiдношення (7), може-
мо отримати

∇F (u0)−∇F (u1) ≤ Lγ0∇F (u0).

Тепер, враховуючи (9), можемо записати,
що

∇F (u0)−∇F (u1) ≤
1

2
∇F (u0),

або
1

2
∇F (u0) ≤ ∇F (u1),

тобто
1

2

∇F (u0)

∇F (u1)
≤ 1 ⇒ ∇F (u0)

∇F (u1)
≤ 2.

Нарештi, враховуючи останню нерiвнiсть, зi
спiввiдношення (16) отримуємо необхiдне:

γ1 < γ0.

Нехай тепер (15) виконується для k = m,
тобто F (um) < F (um−1) i γm < γm−1. По-
кажемо, що (15) виконується також i для
k = m + 1, тобто, що справджуються на-
ступнi спiввiдношення:

F (um+1) < F (um), γm+1 < γm. (17)

Аналогiчно, як i для довiльного k = m,
спiввiдношення (13) можна переписати у ви-
глядi

F (um)−F (um+1) = F (um)−F (um−γm∇F (um)).

Звiдси, знаходимо

F (um)−F (um+1) ≥ γm(1−Lγm/2)∥∇F (um)∥2.

Якщо

0 < γm < γm−1 < ... < γ0 ≤ 1/2L, (18)

тодi

F (um)− F (um+1) ≥
3

4
γm∥∇F (um)∥2 > 0

(19)
Звiдси випливає, що

1

4
F (um) ≥ F (um+1). (20)

Тобто F (um) ≥ F (um+1) i першу нерiв-
нiсть з (17) доведено.

Так само, як було показано ранiше, отри-
маємо, що нерiвнiсть γm+1 < γm виконує-
ться, тобто друга нерiвнiсть з (17) зберiга-
ється. Крiм того, враховуючи (18), ми отри-
муємо

0 < γm+1 < γm < ... < γ0 ≤ 1/2L (21)

Отже, послiдовнiсть F (uk) є монотонно
спадна i обмежена знизу а отже, iснує гра-
ниця

lim
k→∞

F (uk) ≥ 0.

Таким чином

lim
k→∞

(F (uk)− F (uk+1)) = 0

i з (19) слiдує

lim
k→∞

||∇F (uk)|| = 0. (22)

Тепер, використовуючи формулу iтера-
цiйного процесу (7), отримуємо

||uk+1 − uk|| = γm · ||∇F (uk)||.

Далi, з врахуванням оцiнок (21), ми маємо

||uk+1−uk|| ≤ γ0 · ||∇F (uk)|| ≤
1

2L
||∇F (uk)||.

Якщо взяти до уваги границю (22), бачимо,
що виконується

||uk+1 − uk|| →
k→∞

0. (23)

Зауважимо, що для довiльного додатньо-
го цiлого p можна записати

∥uk+p − uk∥ =

= ∥uk+p − uk+p−1 + ...+ uk+1 − uk∥ ≤

≤ ∥uk+p − uk+p−1∥+ ... + ∥uk+1 − uk∥ .

Якщо виконується спiввiдношення (23),
тодi

||uk+p − uk|| →
k→∞

0.

Це означає, що послiдовнiсть {uk} – це фун-
даментальна послiдовнiсть.
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Оскiльки Евклiдовий простiр є також i
Банаховим простором, послiдовнiсть {uk}
прямує до своєї границi, наприклад, до у.
Але з (22) нам вiдомо, що

lim
k→∞

∥∇F (uk)∥ =
∥∥∥ lim
k→∞

∇F (uk)
∥∥∥ =

= ∥∇F (y)∥ = 0.

Це означає, що y = u∗ є стацiонарною то-
чкою функцiонала F (u), тобто

lim
k→∞

uk = u∗ ∈ U∗ (24)

Оскiльки функцiонал неперервний, то

lim
k→∞

F (uk) = F (u∗) = 0

Оцiнка (11) напряму слiдує з нерiвностi
(20). Теорему доведено.

Зауважимо, що якщо функцiонал є силь-
но опуклим, тобто iснує така константа δ,
при якiй справджується така нерiвнiсть:

F (u)− F (v) ≥ (∇F (v), u− v)+

+δ∥u− v∥2, u, v ∈ U,
(25)

то в такому випадку справедливим є насту-
пне припущення.

Теорема 3. Нехай матриця T (λ) спе-
ктральної задачi (1) така, що функцiонал
(2) є строго опуклим i його градiєнт задо-
вольняє умову Лiпшиця

∥∇F (u)−∇F (z)∥ ≤ L ∥u− z∥ ,

∀u, z ∈ U, L > 0,

де U – деяка замкнута опукла множина,
що мiстить розв’язок u∗.

Якщо для деякого початкового наближе-
ння

u0 = (x0, λ
(0)) ∈ U

виконується умова

0 < γ0 ≡ γ(u0) ≤ 1/2L,

Тодi iтерацiйний процес (7) збiгається
до точки мiнiмуму функцiонала (2) u∗ =

{x∗, λ∗} i, отже, до власного вектора x∗ та
набору власних значень λ∗ = (λ∗

1, ... , λ∗
m)

задачi (1), що означає, що справджуються
спiввiдношення (10), (11) та оцiнка

∥uk − u∗∥2 ≤ F (u0) · 2−2k/δ,

k = 0, 1, ...,
(26)

де δ – це константа з нерiвностi (25).

Доведення. Спiввiдношення (10) та (11)
випливають з Теореми 2. Доведемо оцiнку
(26).

З нерiвностi (25) для u = uk, v = u∗,
отримаємо

F (uk) ≥ (∇F (u∗), uk − v∗) + δ∥uk − u∗∥2 =

= δ∥uk − u∗∥2, k = 0, 1, ...

Отже, зважаючи на (27), отримуємо оцiн-
ку (26). Теорему доведено.

3. Числовi результати
Перевiримо роботу запропонованого ал-

горитму на кiлькох прикладах двопараме-
тричної задачi на власнi значення.

Зауважимо, що задача (1) в дiйсному Ев-
клiдовому просторi En є частковим випад-
ком задачi

Ax = λBx (27)

з комплексними матрицями та , яка є ши-
роко дослiджена в лiтературi.

Щоб виконувати обчислення в дiйсному
просторi, переформулюємо задачу (27). Не-
хай

A = AR + iAI , B = BR + iBI ,

λ = λ1 + iλ2, x = xR + ixI , i
2 = −1.

Легко бачити, що задача (27) є еквiвален-
тна до дiйсної дво-параметричної задачi на
власнi значення:

Ax = λ1B1x+ λ2B2x,

x = (xR, xI) ∈ E = En ⊕ En,

Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 2. 121



де

A =

(
AR −AI

AI AR

)
,

B1 =

(
BR −BI

BI BR

)
,

B2 =

(
−BI −BR

BR −BI

)
.

Якщо А, В дiйснi: A = AR, B = BR, тодi

A =

(
AR 0

0 AR

)
,

B1 =

(
BR 0

0 BR

)
,

B2 =

(
0 −BR

BR 0

)
.

Наведенi нижче результати обчислень да-
ють уявлення про кiлькiсть iтерацiй та збi-
жнiсть алгоритму.

Приклад 1. Нехай А – матриця з ком-
плексними коефiцiєнтами, В – одинична ма-
триця:

A =
1

4

(
3 + i 3− i

−3 + i 3 + i

)
,

B =

(
1 0

0 1

)
.

Власнi вектори та власнi значення вiдомi
i дорiвнюють:

a) λ = 1 + i, x = (x1, x2) = (1, i);

б) λ = 0.5(1− i), x = (x1, x2) = (1,−i).

Результати наведенi у Таблицi 1 та Та-
блицi 2. Умовою зупинки iтерацiйного про-
цесу є нерiвнiсть

||uk+1 − uk|| ≤ ε, ε = 10−6.

Зауважимо, що вектор u має таку стру-
ктуру:

u = (x, λ) = ((xR, xI), (λ1, λ2)) =

= (x1
R, x

2
R, x

1
I , x

2
I , λ1, λ2).

Поч. u0 Наближ.u∗ Точн.u

1.5 1.0000000 1
0.5 0.0000000 0
0.5 0.0000000 0
1.5 1.0000000 1
1.2 1.0000003 1
1.2 0.9999999 1

F (u) 6.17139333e-013 0
N iтер. 20

Табл. 1: Числовi результати для Прикладу 1, a)

Поч. u0 Наближ.u∗ Точн.u

1.7 1.00000000 1
0.2 0.00000000 0
-0.2 0.00000000 0
-1.5 -1.00000000 -1
0.9 0.50000014 0.5
-0.7 -0.50000011 -0.5

F (u) 3.00133411e-013 0
N iтер. 22

Табл. 2: Числовi результати для Прикладу 1, б)

Приклад 2. Нехай A – несиметрична ма-
триця з дiйсними коефiцiєнтами, B – одини-
чна матриця:

A =

 8 −1 −5

−4 4 −2

18 −5 −7

 ,

B =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Власнi значення та власнi вектори вiдомi
i дорiвнюють:

a) λ = 2 + 4i, x = (1− i, 2,−2i),

б) λ = 2− 4i, x = (1 + i, 2, 2i);

в) λ = 1, x = (1, 2, 1).

Результати наведенi у Таблицi 3, Таблицi
4 та Таблицi 5. Умова зупинки iтерацiйного
процесу та структура вектора u такi самi, як
i в попередньому прикладi.
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Поч. u0 Наближ.u∗ Точн.u

1 1.0000000 1
2 2.0000000 2
3 0.0000000 0
2 -1.0000000 -1
1 0.0000000 0
2 -1.9999999 -2

-0.695 2.0000000 2
3.739 3.9999999 4

F (u) 5.112161e-15 0
N iтер. 972

Табл. 3: Числовi результати для Прикладу 2, a)

Поч. u0 Наближ.u∗ Точн.u

0 0.9999999 1
0 2.0000000 2
-1 0.0000000 0
1 1.0000000 1
0 0.0000000 0
-1 2.0000000 2

2.334 2.0000000 2
-7.667 -4.0000000 -4

F (u) 5.112161e-15 0
N iтер. 527

Табл. 4: Числовi результати для Прикладу 2, б)

Висновки
У роботi [10] було запропоновано подi-

бний пiдхiд до побудови чисельного методу,
де величина γk визначається зi спiввiдноше-
ння

γk = F (uk)/||∇F (u0)||2.

Проте, вибiр γk за формулою (6) так, як
це запропоновано у данiй статтi, значно по-
кращує збiжнiсть градiєнтного методу (7).

Зауважимо також, що вiдмiннiсть мiж
цим методом та подiбними алгоритмами,
розглянутими у [3], [4], [6], [8], полягає не
лише у способi обчислення γk, а й у тому,
що градiєнтна процедура застосовується до
розширеної задачi в просторi, що є прямою
сумою Евклiдових просторiв. Це дає змогу
одночасно знайти власний вектор та набiр

Поч. u0 Наближ.u∗ Точн.u

1 0.9999999 1
1 2 2
1 0.9999999 1
-1 0 0
-1 0 0
2 0 0
0 1.0000000 1

0 0

F (u) 3.69045e-015 0
N iтер. 889

Табл. 5: Числовi результати для Прикладу 2, в)

власних значень, а не окремо, як це зро-
блено у [3], [4], [6], [8]. Проте, такий алго-
ритм вимагає вибору початкового наближе-
ння як для власного вектора, так i для на-
бору власних значень тодi, як для iнших
згаданих методiв достатньо початкового на-
ближення лише для власного вектора. Таку
незручнiсть легко обiйти, якщо на першому
кроцi для заданного наближення x0 роз’вя-
зати систему лiнiйних рiвнянь з формули (4)
вiдносно невiдомих

λ = {λ1, ... , λm} :

fi(λ, x0) = 0, i = 1, 2, ..., m.

Знайденi таким чином

λ = {λ1, ... , λm}

послугують за початкове наближення

λ0 = {λ0
1, ... , λ0

m}

для набору власних значень.
Практичну застосовнiсть запропоновано-

го алгоритму було дослiджено на багатьох
тестових прикладах, зокрема представлених
у цiй роботi.
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