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ЗАДАЧА З МАЛИМ ПАРАМЕТРОМ ПРИ ПОХIДНИХ У
НАПIВЛIНIЙНIЙ ГIПЕРБОЛIЧНIЙ СИСТЕМI РIВНЯНЬ ПЕРШОГО

ПОРЯДКУ

Розглядається початково-крайова задача для системи n+m сингулярно збурених напiвлi-
нiйних рiвнянь з частинними похiдними першого порядку на площинi. Побудовано та обґрун-
товано асимптотичне розвинення довiльного порядку розв’язку системи за степенями малого
параметра.

An initial-boundary value problem for a system of n+m singularly perturbed semilinear partial
differential equations of the first order in the plane is considered. We construct and justify an
asymptotic expansion of an arbitrary order solution with the powers of a small parameter.

Вступ. Мiшанi задачi для гiперболiчних
систем рiвнянь першого порядку є достатньо
вивченими [1]-[5] i мають важливi застосува-
ння [4].

Новий клас задач, що вивчаються у фiзи-
цi твердого тiла запропоновано в роботi [4].
Особливiсть цих задач полягає в тому, що
характеристики гiперболiчної системи є як
похилi, так i горизонтальнi або вертикаль-
нi. З погляду фiзики це означає, що частина
збурень у середовищi поширюється зi скiн-
ченою швидкiстю, а частина – з необмеже-
ною. Такi системи рiвнянь можуть безпосе-
редньо виникати як математичне трактува-
ння фiзичних процесiв, а також як промiжнi
рiвняння, отриманi пiд час аналiзу iнших,
наприклад, багатовимiрних [4].

Перехiд вiд похилих характеристик до
горизонтальних або вертикальних i навпа-
ки характеризується ефектом примежового
шару [5].

У цiй працi запропоновано задачу з ма-
лим параметром для гiперболiчної системи
напiвлiнiйних рiвнянь першого порядку. У
виродженому випадку задачi (ε = 0) одер-
жуємо задачу з горизонтальними та верти-
кальними до осей координат характеристи-
ками [4], [8].

При розв’язуванi сформульованої задачi
використано пiдхiд, запропонований в [6].

Постановка задачi. В областi Π =

{(x, t) : 0 < x, t < ∞} розглянемо мiша-
ну задачу для гiперболiчної системи n + m

рiвнянь В областi Π = {(x, t) : 0 < x <

l, 0 < t < T < ∞} розглянемо задачу
ε
∂ui

∂t
+

∂ui

∂x
=Fi(x, t, u, v; ε), i = 1, n,

∂vs
∂t

+ ε
∂vs
∂x

=Gs(x, t, u, v; ε), s = 1,m,

(1)

ui(x, 0; ε) = ui(0, t; ε) = 0, i = 1, n,
(2)

vs(x, 0; ε) = vs(0, t; ε) = 0, s = 1,m.

За певних, наведених нижче, умов гладкостi
на вихiднi данi та умов погодження в точцi
(0, 0) для розв’язку задачi (1)–(2) побудуємо
гладку асимптотику довiльного порядку.

Розглядаємо класичний розв’язок задачi
(1)–(2), тобто розв’язок, який неперервний в
замиканнi областi Π i має неперервнi похiднi
першого порядку, що задовольняють систе-
му (1), а також крайовi умови (2). Вимага-
тимемо також, щоб крайовi умови (2) для
ui (i = 1, n), vs (s = 1,m) погоджувались
до неперервностi в кутовiй точцi (0,0), а та-
кож задовольняли систему (1) у цiй точцi,
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що приводить для всiх ε > 0 до виконання
умов:

Fi(0, 0, 0, 0; ε) = 0, i = 1, n,
(H1)

Gs(0, 0, 0, 0; ε) = 0, s = 1,m;

(H2) Функцiї Fi i Gs : Π×R3 → R, є N +2

рази диференцiйовнi в Π за всiма змiнними,
N - довiльне натуральне число.

Особливiсть розв’язку задачi (1)–(2) i йо-
го асимптотики полягає в тому, що вiн має
примежовий характер в околi вiдрiзкiв {0 6
x 6 l, t = 0} i {x = 0, 0 6 t 6 T}, оскiльки
при ε = 0 в перших n рiвняннях залишає-

ться лише похiдна
∂u

∂x
, а в решти m рiвня-

ннях
∂v

∂t
. Тому для виродженої системи(при

ε = 0) iз 2(n +m) крайових умов залишаю-
ться тiльки n+m, а саме:

ui(0, t; 0) = 0, i = 1, n;
(3)

vs(x, 0; 0) = 0, s = 1,m.

Iншi n+m крайових умов

ui(x, 0; 0) = 0, i = 1, n,

vs(0, t; 0) = 0, s = 1,m

не задoвольняють вироджену систему
∂ui

∂x
= Fi(x, t, u, v; 0), i = 1, n,

∂vs
∂t

= Gs(x, t, u, v; 0), s = 1,m.

Задача характерна тим, що хоча примежовi
функцiї визначаються як розв’язок рiвнянь
з частинними похiдними першого порядку, а
межа, на якiй задано крайовi умови, мiстить
кутову точку (0,0), що впливає на гладкiсть
розв’язку, тим не менше, можна побудувати
без будь-яких iнших умов погодження, крiм
(H1), асимптотику розв’язку довiльного по-
рядку N , рiвномiрну в Π.

Пiдкреслимо, що нелiнiйнiсть правих ча-
стин в системi (1) значно ускладнює обгрун-
тування асимптотики порiвняно з лiнiйним
випадком [7].

Побудова нульового наближення.
Аналогiчно до системи лiнiйних рiвнянь [7]
асимптотику розв’язку задачi (1)–(2) шука-
ємо у виглядi суми функцiй регулярної ча-
стини та двох примежових шарiв

ui(x, t; ε) =
∞∑
h=0

εh[ūih(x, t)+

+P u
ih(x, τ) +Qu

ih(ξ, t)], i = 1, n,

vs(x, t; ε) =
∞∑
h=0

εh[v̄sh(x, t)+

+P v
sh(x, τ) +Qv

sh(ξ, t)], s = 1,m.

(4)

Пiдставимо (4) в систему (1) та крайовi умо-
ви (2). Для всiх i = 1, n та s = 1,m уведемо
позначення

u(x, t; ε) = (u1(x, t; ε),

u2(x, t; ε), . . . , un(x, t; ε)),

v(x, t; ε) = (v1(x, t; ε),

v2(x, t; ε), . . . , vm(x, t; ε)),

Fi = F i + PFi +QFi,

Gs = Gs + PGs +QGs,

де

F i = Fi(u, v, x, t; ε) =

= Fi0 + εF i1 + . . .+ εrF ir + . . . ,

PFi = Fi(u(x, ετ) + P u(x, τ), v(x, ετ)+

+ P v(x, τ), x, ετ ; ε)−
− Fi(u(x, ετ), v(x, ετ), x, ετ ; ε) =

= PFi0 + εPFi1 + . . .+ εrPFir + . . . ,

QFi = Fi(u(εξ, t) +Qu(ξ, t), v(εξ, t)+

+Qv(ξ, t), εξ, t; ε)−
− Fi(u(εξ, t), v(εξ, t), εξ, t; ε) =

= QFi0 + εQFi1 + . . .+ εrQFir + . . . .

Аналогiчно можна записати функцiї
Gs, PGs, QGs.

Задачi для коефiцiєнтiв асимптотичного
розкладу (4) отримаємо стандартним спосо-
бом [5].

Переходимо до побудови головних членiв
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асимптотики. Для всiх (x, t) ∈ Π регулярну
частину асимптотики будуємо у виглядi:

ui(x, t) ∼ ūi0(x, t), vs(x, t) ∼ v̄s0(x, t), (5)

для якої, позначивши

u0(x, t) = (u10(x, t), u20(x, t), . . . , um0(x, t)),

v0(x, t) = (v10(x, t), v20(x, t), . . . , vn0(x, t)),

одержимо задачу

∂ūi0

∂x
= F i0 ≡

≡ Fi0(ū0(x, t), v̄0(x, t), x, t; 0),

i = 1, n,

∂v̄s0
∂t

= Gs0 ≡

≡ Gs0(ū0(x, t), v̄0(x, t), x, t; 0),

s = 1,m,

ūi0(0, t) = 0, i = 1, n,

v̄s0(x, 0) = 0, s = 1,m.

(6)

Задача (6), за вказаних вище припущень,
має єдиний класичний розв’язок ūi0, v̄s0 у
всiй областi Π [8].

З формулювання задачi для визначення
ūi0, v̄s0, якi є наближенням розв’язку задачi
(1)–(2), очевидно, що не всi умови виконую-
ться.

Пiдправимо (5) функцiєю примежового
шару так, щоб виконувалась перша умова
(2){
ui(x, t)∼ui0(x, t), i = 1, n,

vs(x, t)∼vs0(x, t) +Qv
s0(ξ, t), s = 1,m.

(7)

з регуляризуючою змiнною

ξ =
x

ε
.

Розвинемо правi частини системи (1) в ряд
за степенями ε i пiдставимо (7) у систему (1)
та крайовi умови (2), прирiвнявши коефiцi-
єнти при однакових степенях ε. Таким чи-

ном, одержимо задачу для визначення Qv
s0:

∂Qv
s0

∂t
+

∂Qv
s0

∂ξ
= QGs0 ≡

≡ Gs(ū0(0, t), v̄0(0, t)+

+Qv
0(ξ, t), 0, t; 0)−

−Gs(ū0(0, t), v̄0(0, t), 0, t; 0),

(ξ, t) ∈ Dξ = {ξ > 0, 0 6 t 6 T},
Qv

s0(ξ, 0) = 0,

Qv
s0(0, t) = −v̄s0(0, t), s = 1,m,

(8)

де

Qv
0(x, t)=(Q

v
10(x, t), Q

v
20(x, t), . . . , Q

v
m0(x, t)).

У пiдобластi D∞ = {ξ > t, 0 6 t 6 T}
розв’язок Qv

s0(ξ, t) визначається крайовою
умовою Qv

s0(ξ, 0) = 0 i тому в цiй пiдобластi
функцiя Qv

s0(ξ, t) = 0. А в пiдобластi D0 =

{0 6 ξ 6 t 6 T} розв’язок Qv
s0(ξ, t) визнача-

ється крайовою умовою Qv
s0(0, t) = −v̄s0(0, t)

[8].
Отже, для визначення функцiй примежо-

вого шару Qv
s0 отримано крайовi задачi у го-

ризонтальнiй пiвсмузi для системи гiпербо-
лiчних рiвнянь першого порядку. Гладкiсть
розв’язкiв задач (8) залежить вiд виконання
умов погодження в кутовiй точцi. Перевiри-
мо виконання умов погодження розв’язкiв
Qv

s0 у кутовiй точцi (0, 0) нульового та пер-
шого порядкiв. Для нього повиннi виконува-
тись наступнi рiвностi

Qv
s0(ξ, 0)|ξ=0 = Qv

s0(0, t)|t=0, s = 1,m.

Очевидним є те, що лiва частина рiвностi
дорiвнює нулевi в кутовiй точцi, а викори-
ставши початкову умову (6), одержимо

0 = −v̄s0(0, t)|t=0 = 0, s = 1,m.

Перейдемо до перевiрки умови погоджен-
ня першого порядку. Для цього повинна ви-
конуватись рiвнiсть
∂Qv

s0

∂t
|(0,0) +

∂Qv
s0

∂ξ
|(0,0) =

= Gs(ū0(0, t), v̄0(0, t) +Qv
0(ξ, t), 0, t; 0)|(0,0)−

−Gs(ū0(0, t), v̄0(0, t), 0, t; 0)|(0,0).
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Використавши умову (8), залишилось по-

казати, що
∂v̄s0
∂t

= 0. З умов (6) одержимо
∂v̄s0
∂t

|(0,0) = Gs0(0, 0, 0, 0; 0), а права частина
рiвностi рiвна нулевi, що випливає з умови
(H1).

Функцiя Qv
s0 має примежовий характер.

Дiйсно, на пiдставi однорiдностi крайової
умови (8), функцiя Qv

s0 пiд характеристи-
кою ξ = x рiвняння (8) приймає нульовi
значення. При ε → 0 характеристика набли-
жається до вертикального положення, тобто
функцiя Qv

s0 вiдмiнна вiд нуля вздовж межi
x = 0 областi Π.

Завершимо побудову нульового наближе-
ння розв’язку задачi (1)–(2) знаходженням
примежового шару в оточеннi межi t = 0

областi Π. За допомогою цiєї функцiї скори-
гуємо розв’язок ui0, vs0 так, щоб виконува-
лась крайова умова при t = 0, а тому ui0, vs0
матимуть вигляд{
ui(x, t)∼ui0(x, t) + P u

i0(x, τ), i = 1, n

vs(x, t)∼vs0(x, t) +Qv
s0(ξ, t), s = 1,m.

(9)

Уведемо тепер ще одну регуляризуючу
змiнну

τ =
t

ε
,

пiдставивши (9) у систему (1) i прирiвняв-
ши коефiцiєнти при найнижчих степенях ε,
одержимо задачу для P u

i0

∂P u
i0

∂τ
+
∂P u

i0

∂x
= PFi0 ≡

≡ Fi(ū0(x, 0) + P u
0 (x, τ),

v̄0(x, 0), x, 0, 0)−
−Fi(ū0(x, 0), v̄0(x, 0), x, 0, 0),

(x, t) ∈ Sτ = {τ > 0, 0 6 x 6 l},
P u
i0(0, τ)= 0,

P u
i0(x, 0)= −ūi0(x, 0), i = 1, n.

(10)

Очевидно, що P u
i0 ≡ 0 в пiдобластi S∞ =

{0 6 x 6 l, τ > x }, а для iншої пiдобластi
S0 = {0 6 x 6 l, 0 6 τ 6 x} рiвняння (10) з

крайовою умовою P u
i0(x, 0) = −ūi0(x, 0), i =

1, n має єдиний розв’язок [8].
Для продовження побудови асимптотики

нульового порядку розв’язку задачi (1)–(2)
потрiбно зберiгати достатню гладкiсть на-
ближень, що досягається виконанням умов
погодження нульового i першого порядкiв
для задачi (10) i доводиться аналогiчно як
i в задачi для Qv

s0.
Побудова наближення першого по-

рядку. Асимптотичне розвинення першого
порядку розв’язку (u, v) задачi (1)–(2) для
всiх i = 1, n та s = 1,m будуємо у виглядi

ui(x, t) ∼ ui0(x, t) + P u
i0(x, τ)+

+ui1(x, t) + P u
i1(x, τ) +Qu

i1(ξ, t),

vs(x, t) ∼ vs0(x, t) +Qv
s0(ξ, t)+

+vs1(x, t) + P v
s1(x, τ) +Qv

s1(ξ, t).

(11)

Пiдставляємо (11) в систему (1)–(2). Тодi за-
дачi для Qu

i1 матимуть вигляд

∂Qu
i1

∂ξ
= QFi0 ≡

≡ Fi (ū0(0, t), v̄0(0, t) +Qv
0(ξ, t), 0, t; 0)−

− Fi (ū0(0, t), v̄0(0, t), 0, t; 0) , (ξ, t) ∈ Dξ,

Qu
i1(∞, t) = 0, i = 1, n.

Проiнтегруємо рiвняння для Qu
i1, i = 1, n,

враховуючи умови Qv
s0(ξ, t) = 0, s = 1,m,

ξ > t, тодi одержимо розв’язок

Qu
i1(ξ, t) =


ξ∫
t

QFi0(Q
v
0(ς, t), t)dς,

(ξ, t) ∈ D0, i = 1, n,

0, (ξ, t) ∈ D∞.

(12)

Аналогiчно для P v
s1, s = 1,m, використав-

ши, що P u
i0(x, τ) = 0, i = 1, n, τ > x, одер-

жимо

P v
s1(x, τ) =


τ∫
x

PGs0(P
u
0 (x, s), x)ds,

(x, τ) ∈ S0, s = 1,m,

0, (x, τ) ∈ S∞.

(13)
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Запишемо рiвняння для знаходження
регулярних членiв першого наближення
ūi1 i v̄s1, шукаючи вiдповiднi частиннi по-
хiднi у точцi (ū0(x, t), v̄0(x, t), x, t; 0),



∂ūi1

∂x
=

n∑
j=1

Fiu · ūj1(x, t)+

+
m∑
l=1

Fiv · v̄l1(x, t)+

+f̄i1(x, t), i = 1, n,

∂v̄s1
∂t

=
n∑

j=1

Gsu · ūj1(x, t)+

+
m∑
l=1

Gsv · v̄l1(x, t)+

+ḡs1(x, t), s = 1,m,

(14)

де f̄i1(x, t) = Fiε (ū0(x, t), v̄0(x, t), x, t; 0) −
∂ūi0

∂t
, (i = 1, n); ḡs1(x, t) =

= Gsε(ū0(x, t), v̄0(x, t), x, t; 0) −∂v̄s0
∂x

, (s =

1,m), а знайденi функцiї Qu
i1 i P v

s1 дозволя-
ють задати крайовi умови

{
ūi1(0, t) = −Qu

i1(0, t), i = 1, n,

v̄s1(x, 0) = −P v
s1(x, 0), s = 1,m.

(15)

Задачу (14)–(15), аналогiчно як i задачу
(6), можемо розв’язати, звiвши до системи
iнтегральних рiвнянь типу Вольтерра дру-
гого роду.

Для Qv
s1 (s = 1,m) одержимо задачу



∂Qv
s1

∂t
+

∂Qv
s1

∂ξ
= Qs1G ≡

≡
m∑
l=1

Gsv(ξ, t)Q
v
l1 + qs1(ξ, t),

(ξ, t) ∈ Dξ,

Qv
s1(ξ, 0) = 0,

Qv
s1(0, t) = −v̄s1(0, t), s = 1,m,

(16)

де

qs1(ξ, t) = Gsu(ξ, t)×

×
n∑

j=1

(
∂ūj0

∂x
(0, t)ξ + ūj1(0, t) +Qu

j1(ξ, t))+

+Gsv(ξ, t) ·
m∑
l=1

(
∂v̄l0
∂x

(0, t)ξ + v̄l1(0, t)

)
+

+Gsx(ξ, t)ξ +Gsε(ξ, t)−

− Ḡsu(0, t) ·
n∑

j=1

(
∂ūj0

∂x
(0, t)ξ + ūj1(0, t)

)
−

− Ḡsv(0, t) ·
m∑
l=1

(
∂v̄l0
∂x

(0, t)ξ + v̄l1(0, t)

)
−

− Ḡsx(0, t)ξ − Ḡsε(0, t).

Зауважимо, що похiднi
Gsu (ξ, t), Gsv (ξ, t), Gsx(ξ, t), Gsε (ξ, t) об-
числюються в точцi (ū0(0, t), v̄0(0, t) +

Qv
0(ξ, t), 0, t; 0), а похiднi Ḡsu(0, t),

Ḡsv(0, t), Ḡsx(0, t), Ḡsε(0, t) — в точцi
(ū0(0, t), v̄0(0, t), 0, t; 0).

Оскiльки система (16) не є однорiдною,
то для iснування класичного розв’язку
одержаної задачi потрiбно, щоб виконува-
лись не лише умови погодження нульового
та першого порядкiв в кутовiй точцi (0,0),
але i вiдповiдна гладкiсть функцiї qs1(ξ, t),
тобто iснування її неперервних похiдних
першого порядку. Але частиннi похiднi
iснують, на пiдставi умови (H2) i гладкостi
функцiй Qv

s0, Q
u
i1 в усiй областi Dξ.

Доведемо виконання умов погодже-
ння нульового порядку, Qv

s1(ξ, 0)|ξ=0=

Qv
s1(0, t)|t=0. Рiвнiсть нулевi лiвої частини

випливає з однорiдної крайової умови (16),
а рiвнiсть нулевi правої частини покажемо,
використавши умови (15),(10) послiдовно,
тобто

0 = −v̄s1(0, t)|t=0 = −P v
s1(x, 0)|x=0 = 0,

s = 1,m.

Тому крайовi умови системи (16) погодже-
нi до неперервностi в кутовiй точцi (0,0).
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Щоб крайовi умови задовольняли систему
рiвнянь в точцi (0,0) повинна виконуватись
рiвнiсть

∂Qv
s1

∂t
|(0,0) +

∂Qv
s1

∂ξ
|(0,0) =

=
m∑
l=1

Gsv ·Qv
l1|(0,0) + qs1|(0,0), s = 1,m.

Використавши умови (8), (12),(16), прийде-
мо до рiвностi

0− ∂v̄s1
∂t

|(0,0) =
m∑
l=1

Gsv · 0 + 0, s = 1,m.

Залишилося показати, що похiдна v̄s1 за t

рiвна нулевi. З умови (14) маємо

∂v̄s1
∂t

|(0,0) =
n∑

j=1

Gsu · ūj1|(0,0)+

+
m∑
l=1

Gsv · v̄l1|(0,0) + ḡs1|(0,0) = 0, s = 1,m,

а використавши умови (H1) i (3), одержи-

мо ḡs1(0, 0) = Gsε(0, 0) −
∂v̄s0
∂x

= 0. Те, що
vs1|(0,0)=−P v

s1(0, 0) = 0, одержано з умов (15)
та (13). Оскiльки виконуються (15) та (12),
то ui1|(0,0)= − Qu

i1(0, 0) = 0. Отже, всi умови
для iснування класичного розв’язку задачi
(16) виконуються.

Для P u
i1 (i = 1, n) задача матиме вигляд



∂P u
i1

∂t
+

∂P u
i1

∂ξ
= Pi1F ≡

≡
n∑

j=1

Fiu(x, τ)P
u
j1 + pi1(x, τ),

(x, τ) ∈ Sτ ,

P u
i1(0, τ) = 0,

P u
i1(x, 0) = −ūi1(x, 0),

i = 1, n,

(17)

де для всiх i = 1, n

pi1(x, τ) = Fiv(x, τ)×

×
m∑
l=1

(
∂v̄l0
∂t

(x, 0)τ + v̄l1(x, 0) + P v
l1(x, τ)

)
+

+ Fiu(x, τ) ·
n∑

j=1

(
∂ūj0

∂t
(x, 0)τ + ūj1(x, 0)

)
+

+ Fit(x, τ)τ + Fiε(x, τ)−

− F̄iv(x, 0) ·
m∑
l=1

(
∂v̄l0
∂t

(x, 0)τ + v̄l1(x, 0)

)
−

− F̄iu(x, 0) ·
n∑

j=1

(
∂ūj0

∂t
(x, 0)τ + ūj1(x, 0)

)
−

− F̄it(x, 0)τ − F̄iε(x, 0).

Зауважимо, що похiднi Fiv(x, τ), Fiu(x, τ),

Fit(x, τ), Fiε(x, τ) обчислюються в точцi
(ū0(x, 0) + P u

0 (x, τ), v̄0(x, 0), x, 0; 0), а похi-
днi F̄iu(x, 0), F̄iv(x, 0), F̄it(x, 0), F̄iε(x, 0)

— в точцi (ū0(x, 0), v̄0(x, 0), x, 0; 0). А також
P u
i1 ≡ 0 в пiдобластi S∞. Як i в задачi (16)

можна провести аналогiчнi мiркування i до-
вести iснування класичного розв’язку задачi
(17) для функцiї P u

i1.
Отже, побудовано всi члени асимптотики

першого наближення, якi є гладкими фун-
кцiями своїх аргументiв.

Побудова асимптотики довiльного
порядку. Повне асимптотичне розвинення
розв’язку (ui, vs) задачi (1)–(2) будуємо у
виглядi (4). Опишемо алгоритм визначен-
ня функцiй асимптотичного наближення до-
вiльного порядку h > 1. Допомiжнi зада-
чi отримуємо стандартним способом теорiї
сингулярних збурень [5], аналогiчно вище-
наведеному, тому пропустимо опис способу
їх отримання.

Спочатку визначаємо функцiї Qu
ih =

(Qu
1h, . . . , Q

u
nh) як розв’язки задачi

∂Qu
ih

∂ξ
= quih(ξ, t), ξ > 0, 0 < t 6 T,

Qu
ih(∞, t) = 0, 0 6 t 6 T, i = 1, n,

(18)
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де quih(ξ, t) = QFi,h−1 −
∂Qu

i h−2

∂t
, i = 1, n,

а ξ – вище задане регуляризуюче перетво-
рення. Функцiї quih(ξ, t) (i = 1, n) є вiдомими
неперервними i рiвнi нулевi пiд характери-
стикою ξ = t, що випливає з їх структури.
Тому розв’язок Qu

ih задач (18) для кожного
i = 1, n запишемо у явному виглядi

Qu
ih(ξ, t) =



ξ∫
t

quih(ζ, t)dζ,

(ξ, t) ∈ D0, i = 1, n,

0, (ξ, t) ∈ D∞.

(19)

Задача для P v
sh iз умовами P v

sh(x,∞) = 0,
s = 1,m записується у явному виглядi

P v
sh(x, τ) =



τ∫
x

pvsh(x, ϑ)dϑ,

(x, τ) ∈ S0, s = 1,m,

0, (x, τ) ∈ S∞,

(20)

де pvsh(x, τ) = PGs,h−1 −
∂P v

s h−2

∂x
, s = 1,m.

Тут pvsh (s = 1,m) – вiдомi неперервнi фун-
кцiї, рiвнi нулевi над характеристикою τ =

x.
Зазначимо, що гладкiсть функцiй Qu

ih i
P v
sh (i = 1, n, s = 1,m), зокрема i на хара-

ктеристиках ξ = t та x = τ , вiдповiдно, ви-
пливає безпосередньо iз їх структури.

Функцiї регулярної частини асимптотики
(ūh, v̄h) для всiх (x, t) ∈ Π є розв’язками та-

кої задачi

∂ūih

∂x
=

n∑
j=1

Fiu(x, t)ūjh+

+
m∑
l=1

Fiv(x, t)v̄lh+

+f̄ih(x, t), i = 1, n,

∂v̄sh
∂t

=
n∑

j=1

Gsu(x, t)ūjh+

+
m∑
l=1

Gsv(x, t)v̄lh+

+ḡsh(x, t), s = 1,m,

(21)

{
ūih(0, t) = −Qu

ih(0, t), i = 1, n,

v̄sh(x, 0) = −P v
sh(x, 0), s = 1,m,

(22)

де f̄ih(x, t), ḡsh(x, t) — вiдомi функцiї, що ре-
курентно виражаються через ūih̄, v̄sh̄ (h̄ <

h).
Задача (21)–(22), аналогiчно до задачi

(14)–(15), розв’язується методом зведення
до системи iнтегральних рiвнянь типу Воль-
терра другого роду [8].

Для Qv
sh маємо задачу

∂Qv
sh

∂t
+

∂Qv
sh

∂ξ
= QGsh ≡

≡
m∑
l=1

Gsv(ξ, t)Q
v
lh + qvsh,

(ξ, t) ∈ Dξ, s = 1,m,

Qv
sh(ξ, 0) = 0, (ξ, t) ∈ D∞,

Qv
sh(0, t) = −v̄sh(0, t),

(ξ, t) ∈ D0, s = 1,m,

(23)

де qvsh(ξ, t) – вiдома гладка функцiя в Dξ, що
рекурентно виражається через Qu

ih̄
, Qv

sh̄
(h̄ <

h) i qvsh(ξ, t) = 0 в пiдобластi D∞.

Аналогiчно, як у задачi (16), для дове-
дення iснування класичного розв’язку зада-
чi (23) потрiбно, щоб функцiя qvsh(ξ, t) була
гладкою й виконувались умови погодження
нульового та першого порядкiв у кутовiй то-
чцi (0,0). Частиннi похiднi функцiй qvsh(ξ, t)

iснують, оскiльки функцiя є сумою гладких
функцiй.
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Перейдемо до перевiрки виконання умов
погодження, якi випливають iз (20) та (22):

0 = Qv
sh(ξ, 0)

∣∣∣∣
ξ=0

=

= Qv
sh(0, t)

∣∣∣∣
t=0

= −vsh(0, t)

∣∣∣∣
t=0

,

0 = −vsh(0, 0) = P v
sh(0, 0) = 0, s = 1,m.

Отже, крайовi умови погодженi до непе-
рервностi в кутовiй точцi (0,0). Перевiримо,
чи початковi умови задовольняють систему
(23) в точцi (0,0), тобто

∂Qv
sh

∂t

∣∣∣∣
(0,0)

+
∂Qv

sh

∂ξ

∣∣∣∣
(0,0)

=

=
m∑
l=1

Gsv(ξ, t)Q
v
lh

∣∣∣∣
(0,0)

+ qvsh

∣∣∣∣
(0,0)

, s = 1,m,

або, використавши початкову та крайовi
умови задачi (23), останнє можна записати
у виглядi

−∂v̄sh(0, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 ·Gsv(0, 0) + qvsh(0, 0),

s = 1,m.

Права частина цього спiввiдношення рiвна
нулевi, оскiльки qvsh(ξ, t) = 0 (s = 1,m) при
ξ > t > 0, що випливає iз їхнiх властивостей.
Використавши друге рiвняння (21) та умови
(22), маємо

∂v̄sh(0, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −
n∑

j=1

Gsu(0, 0)Q
u
jh(0, t)

∣∣∣∣
t=0

−

−
m∑
l=1

Gsv(0, 0)P
v
lh(x, 0)

∣∣∣∣
x=0

+

+ ḡsh(0, 0), s = 1,m, (x, t) ∈ Π.

На пiдставi (19) та (20) першi два доданки
справа останнього виразу рiвнi нулевi. Зали-
шилось показати, що ḡsh(x, t) в кутовiй то-
чцi рiвна нулевi. Функцiя ḡsh в точцi (0, 0)
рiвна нулевi iз-за виконання умов uih̄(0, 0) =

vsh̄(0, 0) = 0 (h̄ < h) i
∂hGs

∂εh
(0, 0, 0, 0; 0) = 0.

А з крайової умови для функцiї v̄s, h−1(0, 0)

матимемо
∂v̄s, h−1(0, 0)

∂x
=

∂Ps, h−1(0, 0)

∂x
=

0, s = 1,m. Остання рiвнiсть справедли-
ва тому, що P v

s,h−1(x, τ) = 0 для τ > x, отже
∂P v

s,h−1

∂x
(x, τ) = 0, якщо τ > x (s = 1,m). Ви-

конання умови погодження першого поряд-
ку в кутовiй точцi (0,0) забезпечує гладкiсть
розв’язку задачi (23) в областi ξ > 0, 0 <

t 6 T . Крiм того, вiдзначимо, що функцiї
Qv

sh (s = 1,m) мають примежовий характер,
тобто вiдмiннi вiд нуля в околi межi x = 0

областi Π i при ε → 0 характеристика t = ξ

рiвняння (23) прямує до вертикального по-
ложення.

Для визначення наближень функцiй при-
межових шарiв P u

ih в околi межi t = 0 областi
Π одержимо крайову задачу

∂P u
ih

∂τ
+

∂P u
ih

∂x
= PFih ≡

≡
n∑

j=1

Fiu(x, τ)P
u
jh + puih,

(x, τ) ∈ Sτ ,

P u
ih(0, τ) = 0, (x, τ) ∈ S0,

P u
ih(x, 0) = −ūih(x, 0),

(x, τ) ∈ S∞, i = 1, n,

(24)

де puih(x, τ) – вiдома гладка функцiя в Sτ , що
рекурентно виражена через P u

ih̄
, P v

sh̄
(h̄ < h).

Зазначимо, що puih(x, τ) = 0 в пiдобластi S∞.

Доведення iснування класичного розв’яз-
ку P u

ih для кожного i = 1, n та h > 1 задачi
(24) проводиться аналогiчно як для задачi
(23). Функцiї P u

ih (i = 1, n) вiдмiннi вiд то-
тожного нуля нижче характеристики τ = x

рiвняння (24), яка при ε → 0 прямує до го-
ризонтального положення. Це свiдчить про
примежовий характер поведiнки P u

ih.
Отже, формальне асимптотичне набли-

ження довiльного порядку розв’язку (ui, vs)

задачi (1)–(2) побудовано. Перейдемо до об-
грунтування отриманої асимптотики.
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Оцiнка залишкового члена. Нехай
N > 0 – довiльне натуральне число. Видiли-
мо в асимптотицi (4) розв’язку (ui, vs) задачi
(1)-(2) частиннi суми порядку N i позначи-

мо їх, врахувавши, що τ =
t

ε
, ξ =

x

ε
,



UN
i (x, t, ε) =

N∑
h=0

εh[ūih(x, t)+

+P u
ih(x, τ)+

+Qu
ih(ξ, t)], i = 1, n,

V N
s (x, t, ε) =

N∑
h=0

εh[v̄sh(x, t)+

+P v
sh(x, τ)+

+Qv
sh(ξ, t)], s = 1,m.

(25)

Теорема 1. Якщо виконуються умови
(H1)-(H2), то для достатньо малих ε >

0 задача (1)-(2) має єдиний класичний
розв’язок (ui, vs), для якого UN

i (x, t, ε) та
V N
s (x, t, ε) є рiвномiрнi асимптотичнi на-

ближення з точнiстю O(εN+1) в областi Π,
тобто

max
Π

|ui − UN
i | = O(εN+1),

max
Π

|vs − V N
s | = O(εN+1).

Доведення. Залишковi члени розвинен-
ня (4) позначаємо через Ru

i = uε
i − UN+1

i i
Rv

s = vεs −V N+1
s , вiдповiдно для них отрима-

ємо задачi подiбнi до (1)-(2)

ε
∂Ru

i

∂t
+

∂Ru
i

∂x
= F̂i(R

u, Rv, x, t; ε),

i = 1, n,

∂Rv
s

∂t
+ ε

∂Rv
s

∂x
= Ĝs(R

u, Rv, x, t; ε),

s = 1,m,

(26)

{
Ru

i (x, 0; ε)= Ru
i (0, t; ε) = 0, i = 1, n,

Rv
s(x, 0; ε)= Rv

s(l, t; ε) = 0, s = 1,m,
(27)

де

F̂i =−ε
∂UN+1

i

∂t
− ∂UN+1

i

∂x
+

+Fi(U
N+1 +Ru, V N+1 +Rv, x, t; ε),

Ĝs =−∂V N+1
s

∂t
− ε

∂V N+1
s

∂x
+

+Gs(U
N+1 +Ru, V N+1 +Rv, x, t; ε).

Ru = (Ru
1 , . . . R

u
n) , R

v = (Rv
1, . . . R

v
m) ,

UN+1 =
(
UN+1
1 , . . . UN+1

n

)
,

V N+1 =
(
V N+1
1 , . . . V N+1

m

)
.

З того що UN+1, V N+1 задовольняють рiвня-
ння (1) з точнiстю O(εN+1), F̂i(0, 0, x, t; ε) =

O(εN+1), Ĝs(0, 0, x, t; ε) = O(εN+1) мають
рiвномiрнi оцiнки у всiй областi Π. З того,

що UN+1 = V N+1 =
∂UN+1

∂t
=

∂V N+1

∂t
=

∂UN+1

∂x
=

∂V N+1

∂x
= 0 у кутовiй точцi (0, 0) i

виконується умова (H1), справедливi рiвно-
стi F̂i(0, 0, 0, 0; ε) = 0, Ĝs(0, 0, 0, 0; ε) = 0.

Запишемо (26) у виглядi

ε
∂Ru

i

∂t
+

∂Ru
i

∂x
− Fiu(M)

n∑
j=1

Ru
j−

− Fiv(M)
m∑
l=1

Rv
l = Πu

i (R
u, Rv, x, t; ε),

i = 1, n,
(28)

∂Rv
s

∂t
+ ε

∂Rv
s

∂x
−Gsu(M)

n∑
j=1

Ru
j−

−Gsv(M)
m∑
l=1

Rv
l = Πv

s(R
u, Rv, x, t; ε),

s = 1,m,

де M– точка з координатами (ui0(x, t) +

P u
i0(x, τ), vs0(x, t)+Qu

s0(ξ, t), 0, t; 0), а функцiї
Πu

i ,Π
v
s мають вигляд

Πu
i (R

u, Rv, x, t; ε) = F̂i−

− Fiu(M)
n∑

j=1

Ru
j − Fiv(M)

m∑
l=1

Rv
l ,
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Πv
s(R

u, Rv, x, t; ε) = Ĝs−

−Gsu(M)
n∑

j=1

Ru
j −Gsv(M)

m∑
l=1

Rv
l .

Зауважимо, що з властивостей функцiй
F̂i, Ĝs отримаємо аналогiчнi властивостi i
для Πu

i ,Π
v
s(i = 1, n, s = 1,m), тобто функцiї

Πu
i (0, 0, x, t; ε) = O(εN+1), Πv

s(0, 0, x, t; ε) =

O(εN+1) рiвномiрнi в Π i Πu
i (0, 0, 0, 0; ε) =

0, Πv
s(0, 0, 0, 0; ε) = 0 (i = 1, n, s = 1,m).

Якщо |R̄u
i | 6 C1ε (i = 1, n), i |R̄v

s | 6
C1ε (s = 1,m), |R̃u

i | 6 C1ε (i = 1, n), i
|R̃v

s | 6 C1ε (s = 1,m) де C1– додатнє чи-
сло, то iснують C2 > 0, ε0 > 0, такi що при
0 < ε 6 ε0∣∣∣Πu

i (R̄
u, R̄v, x, t; ε)− Πu

i (R̃
u, R̃v, x, t; ε)

∣∣∣ 6
6 C2ε

(
n∑

j=1

∣∣∣R̄u
j − R̃u

j

∣∣∣+ m∑
l=1

∣∣∣R̄v
l − R̃v

l

∣∣∣) ,∣∣∣Πv
s(R̄

u, R̄v, x, t; ε)− Πv
s(R̃

u, R̃v, x, t; ε)
∣∣∣ 6

6 C2ε

(
n∑

j=1

∣∣∣R̄u
j − R̃u

j

∣∣∣+ m∑
l=1

∣∣∣R̄v
l − R̃v

l

∣∣∣) .

Перейдемо до доведення iснування кла-
сичного розв’язку задачi
(26) - (27) при достатньо малих ε, причо-
му Ru

i = O(εN+1) (i = 1, n) та Rv
s =

O(εN+1) (s = 1,m). На пiдставi рiвностей

ui − UN
i = (ui − UN+1

i ) + (UN+1
i − UN

i ) =

= Ru
i +O(εN+1), i = 1, n,

vs − V N
s = (vs − V N+1

s ) + (V N+1
s − V N

s ) =

= Rv
s +O(εN+1), s = 1,m,

справедливим є твердження теореми.
Запишемо (28) в операторному виглядi

Lu
i [R

u, Rv] = Πu
i (R

u, Rv, x, t; ε), i = 1, n,

Lv
s [R

u, Rv] = Πv
s(R

u, Rv, x, t; ε), s = 1,m

i застосуємо метод послiдовних наближень:

Ru
i
(0) = 0, Rv

s
(0) = 0

Lu
i [R

u, Rv] = Πu
i (R

u(k−1), Rv(k−1), x, t; ε),

Lv
s [R

u, Rv] = Πv
s(R

u(k−1), Rv(k−1), x, t; ε), (29)

R
u(k)
i |t=0 = 0, R

u(k)
i |x=0 = 0, i = 1, n,

Rv(k)
s |t=0 = 0, Rv(k)

s |x=0 = 0, s = 1,m,

k = 1, 2, . . . .

З рiвностей Πu
i (0, 0, 0, 0; ε) = 0,

Πv
s(0, 0, 0, 0; ε) = 0 (i = 1, n, s = 1,m)

для задачi (29) для довiльного k виконую-
ться умови погодження першого порядку в
кутовiй точцi (0, 0).

З (29) при k = 1, маємо

Lu
i [R

u(1), Rv(1)] = Πu
i (0, 0, x, t; ε),

Lv
s [R

u(1), Rv(1)] = Πv
s(0, 0, x, t; ε), (30)

R
u(1)
i |t=0 = 0, R

u(1)
i |x=0 = 0, i = 1, n,

Rv(1)
s |t=0 = 0, Rv(1)

s |x=0 = 0, s = 1,m,

Правi частини функцiй Πu
i (0, 0, x, t; ε) та

Πv
s(0, 0, x, t; ε) системи (30) неперервнi у всiй

областi Π i виконуються умови погоджен-
ня першого порядку в кутовiй точцi (0, 0).
Отже, задача (30) має єдиний класичний
розв’язок. Те ж саме вiдноситься до задач
(29) для всiх k > 1.

Для розв’язку задачi (30) справедлива
оцiнка [5]

max
Π

{|Ru(1)
i (x, t; ε)|, |Rv(1)

s (x, t; ε)|} 6
(31)

6 C3max
i,s

(
max
Π

{|Πu
i | , |Πv

s|}
)
,

де Πu
i = Πu

i (0, 0, x, t; ε), Πv
s = Πv

s(0, 0, x, t; ε),
а C3– додатновизначена стала, що не зале-
жить вiд ε. Надалi через C4, C5, . . . будемо
позначати сталi, що не залежать вiд ε.

Використавши те, що Πu
i (0, 0, x, t; ε) =

O(εN+1), Πv
s(0, 0, x, t; ε) = O(εN+1) рiвномiр-

нi в Π, з (31) для всiх (x, t) ∈ Π справджує-
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ться∣∣∣Ru(1)
i (x, t; ε)

∣∣∣ 6 C4ε
N+1, (i = 1, n),

(32)∣∣Rv(1)
s (x, t; ε)

∣∣ 6 C4ε
N+1, (s = 1,m).

Визначемо новi сталi C0 =

max{C3, C4}, C1 = 2C0. Сталiй C1 вiд-
повiдають деякi C2 i ε0 iз властивостей
функцiй Πu

i та Πv
s . Виберемо ε0 доста-

тньо малим, щоб виконувалась нерiвнiсть

2C2C0ε0 6
1

2
. Покажемо, що для довiльного

k при 0 < ε 6 ε0 виконуються нерiвностi

max
Π

|Ru(k)
i | 6

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

2k−1

)
×

× C0ε
N+1, i = 1, n,

(33)

max
Π

|Rv(k)
s | 6

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

2k−1

)
×

× C0ε
N+1, s = 1,m,

max
Π

∣∣∣zu(k)i

∣∣∣ ≡ max
Π

∣∣∣Ru(k)
i −R

u(k−1)
i

∣∣∣ 6
6 1

2k−1
C0ε

N+1, i = 1, n,

(34)
max
Π

∣∣zv(k)s

∣∣ ≡ max
Π

∣∣Rv(k)
s −Rv(k−1)

s

∣∣ 6
6 1

2k−1
C0ε

N+1 i = 1, n.

При k = 1 виконання цих нерiвностей оче-
видне. З рiвняння (29) при k = 2 для z

u(2)
i i

z
v(2)
s (i = 1, n, s = 1,m) отримаємо задачi

Lu
i [z

u(2), zv(2)] = Πu
i (R

u(1), Rv(1), x, t; ε)−
− Πu

i (R
u(0), Rv(0), x, t; ε),

Lv
s [z

u(2), zv(2)] = Πv
s(R

u(1), Rv(1), x, t; ε)− (35)
− Πv

s(R
u(0), Rv(0), x, t; ε),

z
u(2)
i |t=0 = 0, z

u(2)
i |x=0 = 0, i = 1, n,

zv(2)s |t=0 = 0, zv(2)s |x=0 = 0, s = 1,m.

Оскiльки
∣∣∣Ru(0)

i

∣∣∣ = 0 6 C1ε, та
∣∣∣Rv(0)

s

∣∣∣ = 0 6
C1ε, (i = 1, n, s = 1,m, ) то з врахуванням

властивостей функцiй Πu
i та Πv

s , маємо

|Πu
i (R

u(1), Rv(1), x, t; ε)−
− Πu

i (R
u(0), Rv(0), x, t; ε)| 6

6 C2ε(
n∑

j=1

max
Π

|Ru(1)
j |+

+
m∑
l=1

max
Π

|Rv(1)
l |) 6

6 2C2εC0ε
N+1 6 1

2
εN+1,

|Πv
s(R

u(1), Rv(1), x, t; ε)− (36)

− Πv
s(R

u(0), Rv(0), x, t; ε)| 6

6 C2ε(
n∑

j=1

max
Π

|Ru(1)
j |+

+
m∑
l=1

max
Π

|Rv(1)
l |) 6

6 2C2εC0ε
N+1 6 1

2
εN+1.

Умову 2C2C0ε0 6 1

2
виконуємо за рахунок

вибору малого ε0.
Застосувавши до задач (36) умови (31),

одержимо нерiвностi

max
Π

∣∣∣Ru(2)
i

∣∣∣ 6 1

2
C3ε

N+1 6 1

2
C0ε

N+1, i = 1, n,

max
Π

∣∣Rv(2)
s

∣∣ 6 1

2
C3ε

N+1 6 1

2
C0ε

N+1, s = 1,m.

З нерiвностi трикутника матимемо

max
Π

∣∣∣Ru(2)
i

∣∣∣ = max
Π

∣∣∣Ru(1)
i + z

u(2)
i

∣∣∣ 6
6 max

Π

∣∣∣Ru(1)
i

∣∣∣+max
Π

∣∣∣zu(2)i

∣∣∣ 6
6
(
1 +

1

2

)
C0ε

N+1, i = 1, n,

max
Π

∣∣Rv(2)
s

∣∣ = max
Π

∣∣Rv(1)
s + zv(2)s

∣∣ 6
6 max

Π

∣∣Rv(1)
s

∣∣+max
Π

∣∣zv(2)s

∣∣ 6
6
(
1 +

1

2

)
C0ε

N+1, s = 1,m.

Виконання нерiвностей (33), (34) при k = 2

доведено.
Зробимо припущення математичної iнду-

кцiї, що нерiвностi (33), (34) виконуються

112 Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 2.



для всiх k = 1, . . . , q i доведемо виконання
для k = q + 1. Отже, з (29)

Li[z
u(q+1), zv(q+1)] =

= Πu
i (R

u(q), Rv(q), x, t; ε)−
− Πu

i (R
u(q−1), Rv(q−1), x, t; ε),

Ls[z
u(q+1), zv(q+1)] =

= Πv
s(R

u(q), Rv(q), x, t; ε)− (37)

− Πv
s(R

u(q−1), Rv(q−1), x, t; ε),

z
u(q+1)
i |t=0 = 0, z

u(q+1)
i |x=0 = 0, i = 1, n,

zv(q+1)
s |t=0 = 0, zv(q+1)

s |x=0 = 0, s = 1,m.

З того, що умови (33), (34) виконуються
для k = q − 1 i k = q справедливим є
max
Π

∣∣∣Ru(q−1)
i

∣∣∣ 6 C1ε, max
Π

∣∣∣Rv(q−1)
s

∣∣∣ 6 C1ε,

max
Π

∣∣∣Ru(q)
i

∣∣∣ 6 C1ε, max
Π

∣∣∣Rv(q)
s

∣∣∣ 6 C1ε,

max
Π

∣∣∣zu(q)i

∣∣∣ 6 1

2q−1
C0ε

N+1, max
Π

∣∣∣zv(q)S

∣∣∣ 6
1

2q−1
C0ε

N+1, тому

|Πu
i (R

u(q), Rv(q), x, t; ε)−
− Πu

i (R
u(q−1), Rv(q−1), x, t; ε)| 6

C2ε(
n∑

j=1

max
Π

|Ru(q)
j |+

m∑
l=1

max
Π

|Rv(q)
l |) 6

6 2C2εC0
1

2q−1
εN+1 6 1

2q
εN+1, i = 1, n,

(38)
|Πv

s(R
u(q), Rv(q), x, t; ε)

− Πv
s(R

u(q−1), Rv(q−1), x, t; ε)| 6

C2ε(
n∑

j=1

max
Π

|Ru(q)
j |+

m∑
l=1

max
Π

|Rv(q)
l |) 6

6 2C2εC0
1

2q−1
εN+1 6 1

2q
εN+1, s = 1,m.

Застосувавши оцiнку (31) до задачi (37),
отримаємо

max
Π

∣∣∣Ru(q+1)
i

∣∣∣ 6 1

2q
C0ε

N+1.

max
Π

∣∣Rv(q+1)
s

∣∣ 6 1

2q
C0ε

N+1.

Тепер з нерiвностi трикутника матимемо

max
Π

|Ru(q+1)
i | = max

Π
|Ru(q)

i + z
u(q+1)
i |

6 max
Π

|Ru(q)
i |+max

Π
|zu(q+1)

i | 6

6 (1 +
1

2
+ . . .+

1

2q
)C0ε

N+1, i = 1, n.

max
Π

|Rv(q+1)
s | = max

Π
|Rv(q)

s + zv(q+1)
s | 6

max
Π

|Rv(q)
s |+max

Π
|zv(q+1)

s | 6

6 (1 +
1

2
+ . . .+

1

2q
)C0ε

N+1, s = 1,m.

Доведено, що для k = q + 1 виконуються
нерiвностi (33), (34).

Виконання умови (34) забезпе-
чує рiвномiрну збiжнiсть в Π рядiв
∞∑
k=1

z
u(k)
i ,

∞∑
k=1

z
v(k)
s , (i = 1, n, s = 1,m)

що еквiвалентне збiжностi послiдов-
ностей {Ru(k)

i }, {Rv(k)
s }. Вiдповiдно

lim
k→∞

R
u(k)
i (x, t; ε) = Ru

i (x, t; ε) (i = 1, n) та

lim
k→∞

R
v(k)
s (x, t; ε) = Rv

s(x, t; ε) (s = 1,m)–

неперервнi функцiї в Π i з умови
(33) маємо оцiнки |Ru

i | 6 2C0ε
N+1,

|Rv
s | 6 2C0ε

N+1 а звiдси маємо дове-
дену рiвномiрну оцiнку Ru

i = O(εN+1),
Rv

s = O(εN+1) (i = 1, n, s = 1,m) в Π.
Крiм неперервностi функцiй Ru

i , Rv
s (i =

1, n, s = 1,m), для доведення iснування
класичного розв’язку задачi (26)–(27), нам
необхiдно довести неперервнiсть їх частин-
них похiдних i виконання умов погодження
першого порядку для рiвнянь (28) в областi
Π.

Для цього достатньо в Π показати
рiвномiрну збiжнiсть послiдовностей{
∂R

u(k)
i

∂t

}
,

{
∂R

v(k)
s

∂t

}
i

{
∂R

u(k)
i

∂x

}
,

{
∂R

v(k)
s

∂x

}
(i = 1, n, s = 1,m).

Продиференцiюємо (29) за змiнною

t i введемо позначення
∂R

u(k)
i

∂t
= µ

u(k)
i ,

∂R
v(k)
s

∂t
= µ

v(k)
s . Одержимо послiдовнiсть
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рiвнянь

µ
u(0)
i = 0, µv(0)

s = 0,

i = 1, n, s = 1,m k = 1, 2, . . . ,

Lu
i [µ

u(k), µv(k)] = αu
i [R

u(k−1), Rv(k−1)]+

+ βu
i [µ

u(k−1), µv(k−1), Ru(k−1), Rv(k−1)], (39)

Lv
s [µ

u(k), µv(k)] = αv
s [R

u(k−1), Rv(k−1)]+

+ βv
s [µ

u(k−1), µv(k−1), Ru(k−1), Rv(k−1)],

де, Lu
i , L

v
s– тi ж оператори, що i в (29),

αu
1 [R

u, Rv] =
∂

∂t
(F1u(M))

n∑
j=1

Ru
j ,+

+
∂

∂t
(F1v(M))

m∑
l=1

Rv
l ,

βu
1 [µ

u, µv, Ru, Rv] =

= {F1u(U
N+1 +Ru, V N+1 +Rv, x, t; ε)−

− F1u(M)}
n∑

j=1

µu
j+

+ {F1v(U
N+1 +Ru, V N+1 +Rv, x, t; ε)−

− F1v(M)}
m∑
l=1

µs
l − αu

1 [R
u, Rv]+

+ F1u(U
N+1 +Ru, V N+1+

+Rv, x, t; ε)
n∑

j=1

∂UN+1
j

∂t
+

+ F1v(U
N+1 +Ru, V N+1+

+Rv, x, t; ε)
m∑
l=1

∂V N+1
l

∂t
+

+ F1t(U
N+1 +Ru, V N+1+

+Rv, x, t; ε)− ∂

∂t

[
ε
∂UN+1

1

∂t
+

∂UN+1
1

∂x

]
,

αu
i , βu

i (i = 2, n), αv
s , βv

s ; (s = 1,m) виража-
ються аналогiчно.

Для αu
1 справедлива оцiнка

|α1[R
u, Rv]| 6 (40)

6 C5

ε
(

n∑
j=1

|Ru
j |+

m∑
l=1

|Rv
l |),

оскiльки
∂

∂t
(F1u(M)) = O

(
1

ε

)
,

∂

∂t
(F1v(M)) = O

(
1

ε

)
, аналогiчно для

всiх αu
i , αv

s (i = 2, n, s = 1,m). А функцiї
βu
i , βv

s (i = 2, n, s = 1,m) як i βu
1 задоволь-

няють умови
a) β1(0, 0, 0, 0) = O(εN) рiвномiрне в Π;
b) Якщо |µ̄u

i | 6 C6ε, |µ̄v
s| 6 C6ε,

|µ̃u
i | 6 C6ε, |µ̃v

s| 6 C6ε, |R̄u
i | 6 C6ε,

|R̄v
s | 6 C6ε, |R̃u

i | 6 C6ε, |R̃v
s | 6 C6ε то

знайдуться C7 > 0, ε0 > 0, такi що при
0 < ε 6 ε0

|β1[µ̄
u, µ̄v, R̄u, R̄v]− β1[µ̃u, µ̃u, R̃u, R̃v]| 6

6 C7[ε(
n∑

j=1

|µ̄u
j − µ̃u

j |+
m∑
l=1

|µ̄v
l − µ̃v

l |)+

+
n∑

j=1

|R̄u
j − R̃u

j |+
m∑
l=1

|R̄v
l − R̃v

l |].

При k = 1 з (29) отримаємо крайовi умови

µ
u(k)
i |x=0 = 0, µv(k)

s |x=0 = 0,

µ
u(k)
i |t=0 =

1

ε
Πu

i (0, 0, x, 0; ε) = O(εN),

i = 1, n, (41)

µv(k)
s |t=0 = Πv

s(0, 0, x, 0; ε) = O(εN + 1),

s = 1,m.

Розглянемо задачу (39)–(41) при k = 1.
З умови (40), оцiнок |Ru(1)

i | = O(εN+1),
|Rv(1)

s | = O(εN+1) i властивостей функцiй βu
i

та βv
s (i = 1, n, s = 1,m), застосувавши

оцiнки (31), отримаємо

max
Π

|µu(1)
i | 6 C8ε

N , (i = 1, n).

(42)

max
Π

|µv(1)
s | 6 C8ε

N , (s = 1,m).

Нехай C9 = max
Π

{C0, C3, C8}, C0, C3, C8–
вiдповiднi сталi з нерiвностей (33), (31),
(42) i нехай C6 = 2C9, якому вiдповiд-
ають C7, ε0 з властивостi b) функцiй βu

i ,
βv
s (i = 1, n, s = 1,m). Виберемо ε0 до-

статньо малим, щоб виконувалась нерiвнiсть
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(C5 + 2C7(1 + ε0))C9ε0 6 1

2
, де C5– стала з

нерiвностi (40). Тодi

max
Π

∣∣∣µu(k)
i

∣∣∣ 6 (1 + 1

2
+ . . .+

1

2k−1

)
C9ε

N−1,

(43)

max
Π

∣∣∣µu(k)
i − µ

u(k−1)
i

∣∣∣ 6 1

2k−1
C9ε

N−1,

i = 1, n.

З умови (42) випливає виконання нерiвно-
стей (43) для k = 1, а методом математичної
iндукцiї можна довести для довiльного k

аналогiчно як (33) (34). Для функцiй
µ
v(k)
s (s = 1,m) отримаємо аналогiчнi оцiн-

ки.
На пiдставi (43), послiдовностi

{µu(k)
i }, {µv(k)

s } (i = 1, n, s = 1,m) рiв-
номiрно збiжнi в областi Π, звiдки й
виливає неперервнiсть частинних похiдних
∂Ru

i

∂t
,
∂Rv

s

∂t
(i = 1, n, s = 1,m) в Π.

Тепер з (29) випливає рiвномiрна

збiжнiсть послiдовностей
{
∂Riu(k)

∂x

}
,{

∂Rsv(k)

∂x

}
(i = 1, n, s = 1,m) в областi Π,

а отже i неперервнiсть частинних похiдних
∂Ru

i

∂x
,
∂Rv

s

∂x
(i = 1, n, s = 1,m).

Теорема доведена.
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