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УМОВИ IСНУВАННЯ МАЙЖЕ ПЕРIОДИЧНИХ НУЛIВ
ДIАГОНАЛЬНИХ ОПЕРАТОРIВ, ЩО ДIЮТЬ У ПРОСТОРI

ОБМЕЖЕНИХ ПОСЛIДОВНОСТЕЙ

Отримано умови iснування майже перiодичних розв’язкiв нелiнiйних майже перiодичних
рiвнянь у просторi обмежених послiдовностей, що не використовують H-класи цих рiвнянь.

We obtain conditions for the existence of almost periodic solutions of nonlinear almost periodic
equations in the space of bounded sequences that do not use H-classes of these equations.

1. Основнi позначення та об’єкт до-
слiджень. Нехай Z – множина всiх цiлих
чисел, E – довiльний банаховий простiр з
нормою ∥ · ∥E, L(E,E) – банаховий простiр
лiнiйних неперервних операторiв A : E → E
з нормою ∥A∥L(E,E) = sup

∥x∥E=1

∥Ax∥E i M –

банаховий простiр обмежених двостороннiх
послiдовностей x = (xn)n∈Z векторiв xn ∈ E,
n ∈ Z, з нормою ∥x∥M = sup

n∈Z
∥xn∥E.

Визначимо у просторi M оператор зсуву
Sm, m ∈ Z, спiввiдношенням

(Smx)n = xn+m, n ∈ Z. (1)

Елемент y ∈ M називається майже перiо-
дичним (див., наприклад, [1,2]), якщо зами-
кання множини {Smy : m ∈ Z} у просторi M
є компактною пiдмножиною цього простору.

Позначимо через B пiдпростiр майже пе-
рiодичних елементiв простору M з нормою
∥x∥B = ∥x∥M.

Нехай Ω — область простору E, тобто вiд-
крита зв’язна множина простору E, i K —
множина всiх не порожнiх компактних пiд-
множин K ⊂ Ω.

Розглянемо вiдображення Fn : Ω → E,
n ∈ Z що задовольняють умови:

1) векторнi функцiї Fn(x), n ∈ Z, рiвно-
мiрно неперервнi по x на кожнiй множинi
K ∈ K;

2) (Fn(x))n∈Z – майже перiодичний по n
рiвномiрно по x на кожнiй множинi K ∈ K
елемент простору M.

Неважко показати, що, як i в [2, с. 428–

429],
sup

n∈Z,x∈K
∥Fn(x)∥E < +∞

для кожної множини K ∈ K i для довiль-
ної послiдовностi (mk)k>1 цiлих чисел iснує
пiдпослiдовнiсть (mkl)l>1, для якої послiдов-

нiсть
(
Fn+mkl

(x)
)
l>1

збiгається рiвномiрно
на множинi Z×K.

Вважатимемо, що
(
Fn+mkl

(x)
)
l>1

збiга-
ється рiвномiрно на кожнiй множинi Z×K,
K ∈ K, i гранична послiдовнiсть (Gn(x))n∈Z,
що визначається спiввiдношеннями

Gn(x) = lim
l→∞

Fn+mkl
(x), n ∈ Z, (2)

задовольняє умови 1 i 2. Ця вимога вико-
нується, якщо, наприклад, dimE < ∞. У
статтi наведена вимога виконуватиме допо-
мiжну роль i не буде використовуватися при
отриманнi основного результату.

Позначимо через Ω множину всiх елемен-
тiв x = (xn)n∈Z простору M, для кожного з
яких xn ∈ Ω, n ∈ Z. Розглянемо оператор
F : Ω → M, що визначається спiввiдношен-
ням

(Fx)n = Fn(xn), n ∈ Z,
(цей оператор є узагальненням дiагональ-
них операторiв, що дослiджувалися в [3]) i
вiдповiдне рiвняння

Fn(xn) = 0, n ∈ Z. (3)

H-класом цього рiвняння називається мно-
жина всiх рiвнянь

Gn(yn) = 0, n ∈ Z,

84 Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 2.



де Gn визначаються за допомогою (2).
Метою статтi є встановлення умов майже

перiодичностi обмежених розв’язкiв рiвнян-
ня (3) без використання елементiв H-класу
цього рiвняння.

Зазначимо, що не кожний обмежений
розв’язок рiвняння (3) є майже перiодич-
ним. Це пiдтверджується наступним прик-
ладом.

Приклад. Нехай E = R. Визначимо вi-
дображення Hn : R → R, n ∈ Z, рiвностями

Hn(x) = sinn

{
0, якщо |x| 6 1,
|x| − 1, якщо |x| > 1,

n ∈ Z,

що, як i вiдображення Fn, n ∈ Z, задоволь-
няють умови 1 i 2. Очевидно, що кожний
елемент x = (xn)n∈Z, для якого xn ∈ [−1, 1],
n ∈ Z, є розв’язком рiвняння Hn(xn) = 0.

При дослiдженнi рiвняння (3) будемо ви-
користовувати один функцiонал, визначе-
ний на множинi обмежених розв’язкiв цього
рiвняння, замикання множин значень яких
є елементами з K.

2. Функцiонал ∆. Зафiксуємо довiльну
множину K ∈ K i позначимо через N (K)
множину розв’язкiв x = (xn)n∈Z рiвняння
(3), для кожного з яких замикання R(x)
множини R(x) = {xn : n ∈ Z} у просторi E є
пiдмножиною множини K. Також зафiксу-
ємо елемент x∗ = (x∗

n)n∈Z множини N (K) i
число ε ∈ [0, r(x∗, K)], де

r(x∗, K) =

= sup
{
∥x− y∥E : x ∈ R(x∗), y ∈ K

}
.

Вважаємо, що r(x∗, K) > 0. Позначимо че-
рез Ω(x∗, K, ε) множину всiх елементiв y =
(yn)n∈Z простору M, для кожного з яких

x∗
n + yn ∈ K, n ∈ Z, i ∥y∥M > ε.

Розглянемо функцiонал

∆(x∗, K, ε) = inf
y∈Ω(x∗,K,ε)

∥F(x∗ + y)∥M . (4)

Застосування функцiонала ∆ до дослiд-
ження майже перiодичних нелiнiйного рiв-
няння (3) та аналогiчного лiнiйного рiвня-
ння наведемо в наступних двох пунктах.

3. Основний результат. Наведемо умо-
ви iснування майже перiодичних розв’язкiв
рiвняння (3), в яких на вiдмiну вiд вiдо-
мої теореми Амерiо про майже перiодичнi
розв’язки нелiнiйних диференцiальних рiв-
нянь [2,4] не використовується H-клас рiв-
няння (3).

Теорема 1. Нехай K належить множи-
нi K. Якщо для розв’язку z ∈ N (K) рiвня-
ння (3) i деякого числа δ > 0 виконується
спiввiдношення

∆(z, K, ε) > 0 (5)

для всiх ε ∈ (0, δ), то цей розв’язок є майже
перiодичним.

Доведення. Припустимо, що розв’язок
z ∈ N (K) рiвняння (3) не є елементом прос-
тору B. Тодi iснує послiдовнiсть

(
Smpz

)
p>1

,
для якої кожна пiдпослiдовнiсть

(
Skpz

)
p>1

буде розбiжною. Отже, для деяких послiдов-
ностей (pr)r>1, (qr)r>1 натуральних чисел i
числа γ ∈ (0, r(z, K))

∥Smpr
z− Smqr

z∥M > γ, r > 1. (6)

Не обмежуючи загальностi, можна вважа-
ти, що послiдовнiсть

(
Fn+kp(x)

)
p>1

збiгаєть-
ся рiвномiрно на Z×K. Тодi

lim
p,q→∞

sup
n∈Z, x∈K

∥Fn+kp(x)− Fn+kq(x)∥E = 0.

(7)
Розглянемо елементи

yr = Skprz− Skqrz = (yr,n)n∈Z, r > 1,

простору M, де yr,n = yn+kpr − yn+kqr . Оче-
видно, що

S−kqryr ∈ Ω(z, K, γ), r > 1. (8)

Покажемо, що

∆(z, K, γ) = 0. (9)

Завдяки (4), (8) та тому, що

Fn+kpr (zn+kpr ) ≡ 0, r > 1, (10)

виконуються спiввiдношення

∆(z, K, γ) = inf
y∈Ω(z,K,γ)

sup
n∈Z

∥Fn(zn + yn)∥E 6
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6 sup
n∈Z

∥∥Fn+kqr (zn+kqr + yr,n)
∥∥
E
=

= sup
n∈Z

∥∥Fn+kqr (zn+kpr )
∥∥
E
6

6 sup
n∈Z

∥∥Fn+kpr (zn+kpr )
∥∥
E
+

+sup
n∈Z

∥∥Fn+kpr (zn+kpr )− Fn+kqr (zn+kpr )
∥∥
E
6

6 sup
n∈Z, x∈K

∥∥Fn+kpr (x)− Fn+kqr (x)
∥∥
E
, r > 1,

з яких на пiдставi (7) i (10) випливає спiв-
вiдношення (9), що суперечить (5).

Отже, припущення, що розв’язок z рiвня-
ння (3) не є майже перiодичним, хибне.

Теорему 1 доведено.

4. Застосування теореми 1. Викори-
стаємо теорему 1 до дослiдження одного
класу нелiнiйних рiзницевих рiвнянь та лi-
нiйного рiвняння, аналогiчного (3).

4.1. Нелiнiйне рiзницеве рiвняння
Fn(xn+1 − gn(xn)) = 0, n ∈ Z. У цьому рiв-
няннi Fn – вiдображення, що й у рiвняннi
(3), а неперервнi вiдображення gn : Ω → E,
n ∈ Z, є такими, що:

а) (gn(x))n∈Z як векторна функцiя зi зна-
ченнями в M неперервна по x на Ω и, отже,
рiвномiрно неперервна по x на кожнiй мно-
жинi K ∈ K (див. [5, с. 112]);

б) (gn(x))n∈Z як послiдовнiсть майже пе-
рiодична рiвномiрно по x на кожнiй множи-
нi K ∈ K.

Викладемо iдею одного методу з’ясуван-
ня майже перiодичностi обмежених розв’яз-
кiв дослiджуваного рiзницевого рiвняння з
використанням теореми 1.

Якщо v = (vn)n∈Z є розв’язком цього рiв-
няння i R(v) ⊂ K1, де K1 ∈ K, то на пiдставi
умов а) i б) послiдовнiсть h = (hn)n∈Z, що
визначається рiвностями

hn = vn+1 − gn(vn), n ∈ Z,

є обмеженою i R(h) ⊂ K2 для деякої множи-
ни K2 ∈ K. Отже, h = (hn)n∈Z є розв’язком
рiвняння (3). У цьому випадку до (3) можна
застосувати теорему 1 при K = K2 i z = h.
Вважатимемо, що умови цiєї теореми вико-
нуються. Тодi послiдовнiсть h = (hn)n∈Z є

майже перiодичною i до майже перiодично-
го рiзницевого рiвняння

xn+1 − gn(xn) = hn, n ∈ Z,

що має обмежений розв’язок x = v, мож-
на застосувати результати дослiджень стат-
тi [6] (у випадку fn(x) = gn(x) + hn, n ∈ Z)
i показати майже перiодичнiсть v (при до-
даткових вимогах до fn, n ∈ Z).

4.2. Лiнiйний аналог рiвняння (3).
Розглянемо вiдображення Fn : E → E,
n ∈ Z, що визначаються рiвностями

Fn(x) = Anx− hn, n ∈ Z,

у випадку майже перiодичних послiдовнос-
тей (An)n∈Z i (hn)n∈Z, де An ∈ L(E,E) i
hn ∈ E. Також розглянемо вiдповiдне лiнiй-
не рiвняння

Anxn = hn, n ∈ Z, (11)

що є окремим випадком рiвняння (3).
Послiдовнiсть (An)n∈Z i вiдповiдний опе-

ратор A : M → M, що визначається рiвнiс-
тю

Ax = (Anxn)n∈Z, (12)

називаються майже перiодичними, якщо
замикання множини {SmAS−m : m ∈ Z} у
просторi L(M,M) є компактною множиною.

Зазначимо, що у цьому рiвняннi операто-
ри An, n ∈ Z, можуть не мати обернених
неперервних операторiв.

Завдяки теоремi 1 справджується наступ-
не твердження.

Теорема 2. Нехай K належить множи-
нi K. Якщо лiнiйне рiвняння (11) має роз-
в’язок z = (zn)n∈Z зi значеннями в K i для
деякого числа δ > 0 виконується спiввiдно-
шення

inf
y∈Ω(z,K,ε)

sup
n∈Z

∥An(zn + yn)− hn∥E > 0

для всiх ε ∈ (0, δ), то цей розв’язок майже
перiодичний.

На завершення наведеної частини резуль-
татiв iз застосуванням функцiонала ∆, за-
значимо, що аналогiчний функцiонал вико-
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ристовувався автором для дослiдження май-
же перiодичних рiзницевих рiвнянь iз не-
перервним та дискретним аргументами [7]–
[10], дискретних рiвнянь [11], диференцiаль-
них рiвнянь [12]–[14], диференцiально-рiзни-
цевих рiвнянь [15], а також рiвнянь з непе-
рервним аргументом [16], для яких (3) є ди-
скретним аналогом.

5. Дослiдження рiвняння (11) без ви-
користання функцiонала ∆. Справджу-
ються наступнi два твердження про iснува-
ння та єдинiсть розв’язкiв рiвняння (11) у
просторах M i B.

Теорема 3. Нехай

sup
n∈Z

∥An∥L(E,E) < +∞. (13)

Рiвняння (11) для кожної послiдовно-
стi h = (hn)n∈Z ∈ M має єдиний розв’язок
x = (xn)n∈Z ∈ M тодi i тiльки тодi, коли
оператор An для кожного n ∈ Z має обер-
нений неперервний оператор A−1

n i

sup
n∈Z

∥∥A−1
n

∥∥
L(E,E)

< +∞. (14)

Зазначимо, що в цiй теоремi послiдов-
нiсть (An)n∈Z може не бути майже перiодич-
ною.

Доведення. Якщо рiвняння (11) для
кожного h = (hn)n∈Z ∈ M має єдиний роз-
в’язок x = (xn)n∈Z ∈ M, то для кожного
n ∈ Z для множини значень R(An) i ядра
kerAn оператора An виконуються спiввiд-
ношення

R(An) = E, (15)

i
kerAn = {0}. (16)

Якби для деякого n0 ∈ Z виконувалося спiв-
вiдношення kerAn0 ̸= {0}, то тодi елемент

a =

{
a, якщо n = n0,
0, якщо n ∈ Z \ {n0},

простору M належав би ядру оператора A,
що визначається спiввiдношенням (12). Це
суперечило б єдиностi розв’язку x рiвняння
(11), що вiдповiдає h.

Завдяки (15), (16) та теоремi Банаха про
обернений оператор [5, c. 225] оператор An

має обернений неперервний оператор A−1
n .

Покажемо, що виконується спiввiдноше-
ння (14).

Оскiльки для кожної обмеженої послiдов-
ностi h = (hn)n∈Z, де hn ≡ const ∈ E, рiв-
няння (11) має єдиний обмежений розв’язок
x = (xn)n∈Z = (A−1

n const)n∈Z, то для кожно-
го вектора u ∈ E послiдовнiсть (A−1

n u)n∈Z
є обмеженою. Тому за теоремою Банаха-
Штейнгауса [17, c. 54] виконується спiввiд-
ношення (14).

Навпаки, якщо оператор An має обер-
нений неперервний оператор A−1

n для всiх
n ∈ Z i виконується спiввiдношення (14), то
для кожного h = (hn)n∈Z ∈ M рiвняння (11)
має розв’язок x = (xn)n∈Z ∈ M, що подаєть-
ся у виглядi

x = (A−1
n hn)n∈Z. (17)

Цей розв’язок, очевидно, єдиний.
Теорему 3 доведено.

Теорема 4. Нехай (An)n∈Z – майже пе-
рiодична послiдовнiсть. Якщо оператор An

має обернений неперервний оператор A−1
n

для всiх n ∈ Z i виконується спiввiдно-
шення (14), то для кожної послiдовностi
h = (hn)n∈Z ∈ B рiвняння (11) має єдиний
розв’язок x = (xn)n∈Z ∈ B.

Цю теорему доведемо за допомогою тео-
реми 3 та наступних двох тверджень.

Лема 1. Нехай M – передкомпактна
множина лiнiйних неперервних операторiв,
що дiють у просторi M, кожний оператор
A ∈ M має обернений неперервний опера-
тор A−1 i для деякого додатного числа γ
виконується спiввiдношення

sup
A∈M

∥∥A−1
∥∥
L(M,M)

6 γ. (18)

Тодi кожний оператор B ∈ M, де M –
замикання M у просторi L(M,M), має
обернений неперервний оператор B−1,∥∥B−1

∥∥
L(M,M)

6 γ (19)

Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 2. 87



i замикання множини {A−1 : A ∈ M} у
просторi L(M,M) є компактною множи-
ною.

Доведення. Нехай B ∈ M \ M. Iснує
послiдовнiсть операторiв An ∈ M, n > γ,
для яких

∥An −B∥L(M,M) 6
1

n
, n > γ. (20)

Оскiльки

B = An

(
I − A−1

n (An −B)
)

для кожного n > γ,∥∥A−1
n (An −B)

∥∥
L(M,M)

6

6
∥∥A−1

n

∥∥
L(M,M)

∥An −B∥L(M,M) 6
γ

n
< 1

для кожного n > γ (тут використано (18) i
(20)) i оператори An та I −A−1

n (An −B) ма-
ють неперервнi оберненi (другий оператор є
оборотним на пiдставi нерiвностi∥∥A−1

n (An −B)
∥∥
L(M,M)

< 1

[5, с. 228]), то оператор B також має оберне-
ний неперервний оператор i

B−1 =
(
I − A−1

n (An −B)
)−1

A−1
n , n > γ.

Звiдси отримуємо, що∥∥B−1
∥∥
L(M,M)

(∥∥A−1
n

∥∥
L(M,M)

)−1

6

6
∥∥∥(I − A−1

n (An −B)
)−1

∥∥∥
L(M,M)

, n > γ.

Оскiльки∥∥∥(I − A−1
n (An −B)

)−1
∥∥∥
L(M,M)

6

6
(
1−

∥∥A−1
n (An −B)

∥∥
L(M,M)

)−1

6

6
(
1− γ

n

)−1

=
n

n− γ

(див. [18, c. 45]) i lim
n→∞

n

n− γ
= 1, то для B−1

виконується нерiвнiсть (19).
Далi, оскiльки B−1 неперервно залежить

вiд B (на вiдкритiй множинi всiх операторiв

iз L(M,M), що мають неперервнi оберненi
оператори) i множина M, всi елементи якої
оборотнi, є компактною множиною, то мно-
жина

{
B−1 : B ∈ M

}
також є компактною.

Звiдси випливає компактнiсть замикання
множини {A−1 : A ∈ M} в L(M,M).

Лему 1 доведено.

Лема 2. Нехай M1 i M2 – компактнi
множини елементiв просторiв L(M,M) i
M вiдповiдно.

Тодi множина M1M2 є компактною.

Доведення. Зазначимо, що

M1M2 = {Ax : A ∈ M1,x ∈ M2}.

Нехай (Anxn)n>1 – довiльна послiдовнiсть
елементiв множини M1M2 (тут An ∈ M1

i xn ∈ M2, n > 1). Оскiльки множина M1

є компактною, то iснують пiдпослiдовнiсть
(nk)k>1 послiдовностi натуральних чисел i
елемент C ∈ M1, для яких

lim
k→∞

Ank
= C.

Аналогично, завдяки компактностi M2 iс-
нують пiдпослiдовнiсть (nkl)l>1 послiдовнос-
тi (nk)k>1 i елемент y ∈ M2, для яких

lim
l→∞

xnkl
= y.

Очевидно, що послiдовнiсть
(
Ankl

xnkl

)
l>1

є
збiжною i

lim
l→∞

Ankl
xnkl

= Cy ∈ M1M2.

Отже, множина M1M2 є компактною.
Лему 2 доведено.

Доведення теореми 4. Зазначимо, що
для (An)n∈Z виконується спiввiдношення
(13), оскiльки ця послiдовнiсть є майже пе-
рiодичною. Зафiксуємо довiльну послiдов-
нiсть h = (hn)n∈Z ∈ B. Завдяки теоремi 3 та
умовам теореми 4 рiвняння (11) має єдиний
розв’язок x = (xn)n∈Z ∈ M, що подається у
виглядi (17).

Цей розв’язок є майже перiодичним, тоб-
то замикання множини {Smx : m ∈ Z} у
просторi M є компактним.
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Справдi, рiвнiсть (17) можна подати у ви-
глядi

x = A−1h, (21)

де A – оператор, що визначається спiввiдно-
шенням (12). На пiдставi (21)

{Smx : m ∈ Z} =
{
SmA

−1h : m ∈ Z
}
=

=
{
SmA

−1S−mSmh : m ∈ Z
}
⊂

⊂
{
SmA

−1S−m : m ∈ Z
}
{Smh : m ∈ Z} ⊂

⊂ {SmA−1S−m : m ∈ Z} {Smh : m ∈ Z}.
(22)

Тут {SmA−1S−m : m ∈ Z} – замикання
множини {SmA

−1S−m : m ∈ Z} у просторi
L(M,M), а {Smh : m ∈ Z} – замикання
множини {Smh : m ∈ Z} у просторi M.
Завдяки майже перiодичностi оператора A,
виконанню спiввiдношення (14) та твердже-
нню леми 1 кожний оператор B з множини
{SmAS−m : m ∈ Z} буде мати обернений
неперервний оператор B−1, причому∥∥B−1

∥∥
L(M,M)

6 sup
n∈Z

∥∥A−1
n

∥∥
L(E,E)

,

i множина {SmA−1S−m : m ∈ Z} буде ком-
пактною (оператор A−1 майже перiодич-
ний). Множина {Smh : m ∈ Z} також є ком-
пактною, оскiльки h ∈ B. Тому за лемою 2
компактною буде i множина

{SmA−1S−m : m ∈ Z} {Smh : m ∈ Z}.

Тодi на пiдставi (22) компактною буде i мно-
жина {Smx : m ∈ Z}, тобто розв’язок x рiв-
няння (11) буде майже перiодичним.

Теорему 4 доведено.
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