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ПРО СТIЙКIСТЬ РЯДIВ, ПОДIБНИХ НА РЯДИ ТЕЙЛОРА-ДIРIХЛЕ

Для додатного, збiжного для всiх x ≥ 0 ряду F (x) =
∑+∞

n=0 ane
xλn+τ(x)βn , an ≥ 0, (n ≥

0), де τ(x) — додатна зростаюча диференцiйовна функцiя така, що τ ′(x) ≥ 1 (x > 0), а
(λn), (βn) — невiд’ємнi послiдовностi, отримано умови достатнi для того, щоб спiввiдношення
lnµ(x, F ) ∼ lnµ(x, Fw) виконувалось при x → +∞ зовнi деякої множини скiнченної мiри
Лебега, де Fw(x) =

∑+∞
n=0 ane

w(λn+βn)+xλn+τ(x)βn , µ(x, F ) = max{anexλn+τ(x)βn : n ≥ 0}, а w(t)
— додатна зростаюча до +∞ на [0,+∞) функцiя.

We establish conditions for the asymptotic relation lnµ(x, F ) ∼ lnµ(x, Fw) as x → +∞ outside
of some exceptional set of finite Lebesgue measure for a positive functional series of the form
F (x) =

∑+∞
n=0 ane

xλn+τ(x)βn , an ≥ 0, (n ≥ 0), convergent for x ≥ 0, where τ(x) is a positive
increase differentiable function such that τ ′(x) ≥ 1 (x > 0), (λn), (βn) are positive sequences,
Fw(x) =

∑+∞
n=0 ane

w(λn+βn)+xλn+τ(x)βn , µ(x, F ) = max{anexλn+τ(x)βn : n ≥ 0}, and w(t) is an
increasing to +∞ in interval [0,+∞) function.

1. Вступ. НехайD(λ) — клас абсолютно збi-
жних в усiй комплекснiй площинi C рядiв
Дiрiхле

F (z) =
+∞∑
n=0

ane
zλn , (1)

де λ = (λn) — деяка послiдовнiсть така, що
0 = λ0 < λn ↑ +∞ (1 ≤ n ↑ +∞), а че-
рез D+(λ) позначимо пiдклас класу D(λ), в
який входять ряди Дiрiхле вигляду (1) такi,
що an ≥ 0 (n ≥ 0).

Нехай S(λ, β, τ) клас збiжних для всiх
x ≥ 0 рядiв вигляду

F (x) =
+∞∑
n=0

ane
xλn+τ(x)βn , an ≥ 0 (n ≥ 0),

де λ = (λn), β = (βn) невiд’ємнi послiдов-
ностi, τ(x) – додатна неспадна на [0; +∞)
функцiя. Зрозумiло, що S(λ, 0, 0) = D+(λ) у
випадку, коли 0 ≤ λ0 < λn ↑ +∞ (1 ≤ n ↑
+∞).

Для x ≥ 0 i F ∈ S(λ, β, τ) визначимо
µ(x, F ) = max{anexλn+τ(x)βn : n ≥ 0},

тобто, µ(x, F ) = max{|an|exλn : n ≥ 0} у
випадку F ∈ D(λ).

Для довiльної послiдовностi (bn), bn ∈ C\
{0} (n ≥ 0) i функцiї F ∈ D(λ), введемо в
розгляд ряди Дiрiхле

B+(z) =
+∞∑
n=0

anbne
zλn , B−(z) =

+∞∑
n=0

anb
−1
n ezλn .

Зрозумiло, що у випадку, коли послiдов-
нiсть (bn) задовольняє умову

b = lim
n→+∞

1

λn
ln(|bn|+ |bn|−1) < +∞, (2)

то F ∈ D(λ) ⇔ B+ ∈ D(λ) ⇔ B− ∈ D(λ).
Якщо спiввiдношення

lnµ(x, F ) = (1 + o(1)) lnµ(x,B+) =

= (1 + o(1)) lnµ(x,B−) (3)

виконуються при x→ +∞ зовнi деякої мно-
жини скiнченної мiри, то як i в [1,2] говори-
тимемо, що максимальний член µ(x, F ) ряду
Дiрiхле (1) є стiйким (стiйким за Гайси-
ним).

Нехай L — клас додатних неперервних
на R+ := [0,+∞) функцiй l(t) таких, що
l(t) → +∞ (t → +∞); L+ — пiдклас L, в
який входять зростаючi до +∞ при x→ +∞
функцiї.

Через W позначимо клас функцiй w ∈ L+

таких, що ∫ +∞

1

x−2w(x)dx < +∞.

У статтi [2] вказанi такi достатнi умови
стiйкостi за Гайсиним.
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Теорема 1 (Скаскiв, Тракало [2]). Нехай
{F,B+, B−} ⊂ D(λ), w ∈ L+ i виконується
умова

ln(|bn|+ |bn|−1) ≤ w(λn) (n ≥ n1). (4)

Якщо ∫ +∞

0

ln ν(t)

t2
dt < +∞, (5)

де ν(t) =
t∫
0

ew(x)dn(x), n(x) =
∑

λn≤x

1, то ма-

ксимальний член µ(x, F ) є стiйким.

Нескладно помiтити, що ln ν(t) ≤ w(t) +
lnn(t) (t ≥ 0), тому умова (5) випливає з
умов (6) i w ∈ W .

Наслiдок 1 (Скаскiв, Тракало [2]). Нехай
для λ = (λn) виконується умова

+∞∫
0

lnn(t)

t2
dt < +∞, n(t)

def
=

∑
λn≤t

1. (6)

Якщо {F,B+, B−} ⊂ D(λ), w ∈ W , а
для (bn)– умова (4), то максимальний член
µ(x, F ) є стiйким.

У статтi [2, теорема 3] доведено, що твер-
дження Наслiдку 1 не можна покращити у
тому сенсi, що за умови (6), iснує F ∈ D+(λ)
така, що, якщо для функцiї w ∈ L+ умова
(5) не виконується, то для функцiї

Bw(z) =
+∞∑
n=0

ane
w(λn)+zλn

отримуємо, що iснує d > 0 таке,що для всiх
x ≥ x0 :

lnµ(x,Bw) ≥ (1 + d) lnµ(x, F ), (7)

тобто максимальний член µ(x, F ) не є стiй-
ким.

Мета даної статтi отримати умови стiй-
костi за Гайсиним максимального члена ря-
дiв з класу S(λ, β, τ). Для функцiй F ∈
S(λ, β, τ) i w ∈ L+ розглянемо ряд

Bw(x) =
+∞∑
n=0

ane
w(λn+βn)+xλn+τ(x)βn .

Правильне таке твердження.

Теорема 2. Нехай диференцiйовна функцiя
τ(x) така, що τ ′(x) ≥ 1 (x > 0), а фун-
кцiя w ∈ L+ така, що ln ν1 ∈ W , де ν1(t) =
t∫
0

ew(x)dn∗(x), n∗(x) =
∑

λn+βn≤x

1. Якщо Bw ∈

S(λ, β, τ), то спiввiдношення

lnµ(x, F ) = (1 + o(1)) lnµ(x,Bw) (8)

виконується при x → +∞ зовнi деякої мно-
жини E скiнченної лебегової мiри.

Зауважимо, що з умови Bw ∈ S(λ, β, τ)
випливає, що F ∈ S(λ, β, τ).
2. Допомiжнi твердження. Нехай ν – бо-
релева мiра на R+ = [0,+∞), тобто, невiд’-
ємна злiченно-адитивна мiра на σ−алгебрi
B(R+) борелевих пiдмножин R+. Розгляне-
мо на R+ такi функцiї: додатнi функцiї λ =
λ(x), β = β(x) i диференцiйовну функцiю
τ = τ(x) таку, що τ ′(x) ≥ 1 (x ≥ x0). Через
I(ν, λ, β, τ) позначимо клас функцiй F : R →
R+, що зображаються для всiх x ∈ R iнте-
гралами вигляду

F (x) =

∫ +∞

0

a(t)eλ(t)x+β(t)τ(x)ν(dt),

де a = a(t) : R+ → R+ деяка вимiрна (боре-
лева) функцiя.

Доведення теореми 2 використовує ту ж
iдею, що й у статтях [2,3] i полягає у застосу-
ваннi твердження про спiввiдношення типу
Бореля для вiдповiдних iнтегральних зобра-
жень рядiв, що розглядаються. У нашому
випадку, для iнтегралiв з класу I(ν, λ, β, τ).
Власне, доведемо спочатку таке тверджен-
ня.

Теорема 3. Нехай τ – додатна диференцi-
йовна на [0; +∞) функцiя така, що τ ′(x) ≥ 1
(x ≥ x0). Якщо F ∈ I(ν, λ, β, τ) i∫ +∞

0

d ln ν0(t)

t
< +∞, (9)

де ν0(x) = ν{t : λ(t)+β(t) ≤ x}, то iснує та-
ка множина E ⊂ R+ скiнченної мiри Лебега,
що спiввiдношення

lnF (x) ≤ (1 + o(1)) lnµ∗(x, F ) (10)

виконується при x→ +∞ (x /∈ E), де

µ∗(x, F ) = sup{a(t)exλ(t)+τ(x)β(t) : t ∈ supp ν}.
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Вiдкритим залишається питання про
необхiднiсть умови (9), тобто, чи для кожної
мiри, для якої умова (9) не виконується iснує
функцiя F ∈ I(ν, λ, β, τ), для якої на мно-
жинi нескiнченної мiри Лебега виконується
нерiвнiсть

lnF (x) > (1 + d) lnµ∗(x, F ) (11)

з деяким d > 0. Вiдзначимо, що у випад-
ку класу I(ν) := I(ν, λ∗, 0, 0), λ∗(t) ≡ t,
тобто, функцiй F : R+ → R+, зображува-
них для всiх x ≥ 0 iнтегралами вигляду
F (x) =

∫
R+
a(t)extν(dt), у статтi [2] доведе-

но, що для кожної мiри ν, для якої умова
(9) з ν0(t) = ν{x ≥ 0: x ≤ t} не виконується,
iснує така функцiя F ∈ I(ν), що нерiвнiсть
(11) при деякому d > 0 виконується для всiх
достатньо великих x ≥ x0. Звiдси, зокрема,
випливає, що умову (9) в класi I(ν, λ, β, τ)
iстотно послабити не можна. Власне, вона є
необхiдною в усьому класi

I0(ν) := ∪λ ∪β ∪τI(ν, λ, β, τ)
для того, щоб для кожної функцiї F ∈ I0(ν)
спiввiдношення (10) виконувалось при x →
+∞ зовнi деякої множини скiнченної мiри.

Для доведення теореми 3 нам потрiбне
таке допомiжне твердження.

Лема 1. Нехай τ ′(x) ≥ 0 (x > 0) i F ∈
I(ν, λ, β, τ). Для всiх x > 0 виконується не-
рiвнiсть

F (x) ≤ 2

∫
G

a(t)exλ(t)+τ(x)β(t)ν(dt), (12)

де G := {t > 0: λ(t) + τ ′(x)β(t) ≤ 2g′(x)},
g(x) := lnF (x).

Доведення. Вiдзначимо спочатку, що
функцiя F неспадна на R+ i, тому, F ′(x) ≥ 0
для всiх x > 0, а також, що F ′(x) < +∞ (x >
0). Зауважимо, що при фiксованому x > 0

1

F (x)

∫
R+\G

a(t)exλ(t)+τ(x)β(t)ν(dt) ≤

≤ 1

2F ′(x)

+∞∫
0

(λ(t) + τ ′(x)β(t))×

×a(t)exλ(t)+τ(x)β(t)ν(dt) = 1/2.

Звiдси,

F (x) ≤ F (x)/2+

+

∫
G

a(t)exλ(t)+τ(x)β(t)ν(dt)

i, отже, лему 1 доведено.
Сформулюємо також дещо iнший варiант

леми 1.

Лема 2. Нехай τ ′(x) ≥ 0 (x > 0) i F ∈
I(ν, λ, β, τ). Для всiх x > 0 виконується не-
рiвнiсть (12) з G = G0 := {t > 0: λ(t) ≤
2g′(x)}, g(x) := lnF (x).

Доведення. Зауважимо, що G ⊂ G0

при фiксованому x > 0. Залишається засто-
сувати лему 1.

Доведення теореми 3. Скориставшись
умовою τ ′(x) ≥ 1, за лемою 1 отримаємо

F (x) ≤
≤ 2µ∗(x, F )ν{t : λ(t) + τ ′(x)β(t) ≤ 2g′(x)} ≤
≤ 2µ∗(x, F )ν({t : λ(t) + β(t) ≤ 2g′(x)}) ≤

≤ 2µ∗(x, F )ν0(2g
′(x)), (13)

позаяк {t : λ(t) + τ ′(x)β(t) ≤ 2g′(x)} ⊂
{t : λ(t) + β(t) ≤ 2g′(x)} для кожного x > 0.

З умови (9) випливає збiжнiсть iнтегралу∫ +∞ ln ν0(t)

t2
dt < +∞.

Звiдси, отримуємо [4], що iснує додатна зро-
стаюча до +∞ неперервна на R+ функцiя
ψ(t) така, що виконуються умови∫ +∞

0

dt

ψ(t)
< +∞,

ln ν0(t) = o(ψ−1(t)) (t→ +∞). (14)

Для функцiй ψ0(t) = ψ(t)/2 i g(x) = lnF (x)
означимо множину

E = {x > 0: g′(x) ≥ ψ0(g(x))}.

Тодi, для мiри Лебега цiєї множини за умо-
вою (14) маємо

meas E =

∫
E

dx ≤
∫
E

g′(x)

ψ0(g(x))
dx ≤

≤
∫
g(E)

du

ψ0(u)
≤

∫ +∞

0

du

ψ0(u)
< +∞,
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тобто, множина E має скiнченну мiру Ле-
бега. Отже, при x → +∞ (x ∈ R+ \ E) з
нерiвностi (13) за умовою (14) отримуємо

lnF (x) ≤ ln 2 + lnµ∗(x, F ) + ln ν0(ψ(g(x))) =

= ln 2 + lnµ∗(x, F ) + o(ψ−1(ψ(g(x)))) =

= ln 2 + lnµ∗(x, F ) + o(lnF (x)).

Останнє спiввiдношення повнiстю доводить
наше твердження.

Цiлком подiбно до теореми 3 доводиться
таке твердження.

Теорема 4. Нехай τ – додатна диференцi-
йовна на [0; +∞) функцiя така, що τ ′(x) ≥ 0
(x ≥ x0). Якщо F ∈ I(ν, λ, β, τ) i виконує-
ться умова (9) з ν0(x) = ν{t : λ(t) ≤ x}, то
iснує така множина E ⊂ R+ скiнченної мiри
Лебега, що спiввiдношення (10) виконується
при x→ +∞ (x /∈ E).

Доведення. За лемою 2 для всiх x ≥
x0 замiсть нерiвностi (13) отримуємо нерiв-
нiсть F (x) ≤ 2µ∗(x, F )ν0(2g

′(x)), ν0(x) =
ν{t : λ(t) ≤ x}. Подальше доведення є до-
слiвним повтором доведення теореми 3.

3. Наслiдки для iнтегралiв Лапласа
та рядiв подiбних до рядiв Тейлора-
Дiрiхле. Отримаємо деякi наслiдки з тео-
реми 3.

Наслiдок 2. Нехай τ – додатна диферен-
цiйовна на [0; +∞) функцiя, така, що 0 <
τ ′(x) ≤ 1 (x ≥ x0), а F ∈ I(ν, λ, β, τ). Якщо
виконується умова (9), то спiввiдношення
(10) виконується при x → +∞ зовнi деякої
множини E1 скiнченної τ−мiри, тобто,

τ −meas(E1) :=

∫
E1

dτ(x) < +∞.

Доведення. Не зменшуючи загальностi
вважаємо, що τ(0) = 0. Застосуємо твердже-
ння теореми 3 до функцiї

F1(r) = F (τ−1(r)) =

=

∫ +∞

0

a(t)eτ
−1(r)λ(t)+rβ(t)ν(dt),

де τ−1 – обернена функцiя до функцiї τ . Зро-
зумiло, що F1 ∈ I(ν, β, λ, τ−1), µ∗(r, F1) =

µ∗(τ
−1(r), F ). Отже, за теоремою 3 спiввiд-

ношення

lnF1(r) ≤ (1 + o(1)) lnµ∗(r, F1)

виконується при r → +∞ зовнi деякої мно-
жини E скiнченної мiри Лебега. Звiдси не-
гайно отримуємо, що спiввiдношення (10)
виконується при x → +∞ зовнi множини
E1 = τ−1(E). Але, тодi

τ −meas(E1) =

∫
E1

dτ(x) =

∫
E

dr < +∞.

Наслiдок 3 ( [5]). Нехай додатна функцiя
τ(x) така, що або a) τ ′(x) ≥ 1 (x > 0),
або b) 0 < τ ′(x) ≤ 1 (x > 0). Якщо послi-
довнiсть (λn + βn) не має одинакових еле-
ментiв i виконується умова (9) з ν0(t) =
n0(t) :=

∑
λn+βn≤t 1, то для кожної функцiї

F ∈ S(λ, β, τ) спiввiдношення Бореля

lnF (x) = (1 + o(1)) lnµ(x, F ) (15)

виконується при x → +∞ зовнi деякої мно-
жини E скiнченної лебегової мiри у випадку
a) i скiнченної τ−мiри у випадку b).

Доведення. Зауважимо, що за умовою
(9) ν0(t) < +∞ для кожного t ≥ 0, то-
му, послiдовнiсть (λn + βn) не має скiнчен-
них точок скупчення. Нехай мiра ν є мiрою
Лебега-Стiлт’єса, побудованою за функцiєю
n∗(t) (n∗ – лiчильна функцiя послiдовностi
(λn + βn)). Нехай функцiї λ(t), β(t), a(t) та-
кi, що λ(t) = λn, β(t) = βn, a(t) = an при
t = λn + βn для кожного n ≥ 0 i λ(t) =
β(t) = a(t) = 0 для t /∈ {λn + βn : n ∈ Z+}.
Цей вибiр є можливим, позаяк серед елемен-
тiв (λn+βn) нема однакових. Зрозумiло, що
тодi
+∞∑
n=0

ane
xλn+τ(x)βn =

∫
R+

a(t)exλ(t)+τ(x)β(t)ν(dt),

а також ν0(x) = ν{t : λ(t) + β(t) ≤
x} = n∗(x). Залишається скористатися те-
оремою 3 i наслiдком 2.

Наслiдок 4 ( [6]). Нехай додатна функцiя
τ(x) така, що τ ′(x) ≥ 0 (x > x0). Якщо
послiдовнiсть (λn) не має одинакових еле-
ментiв i виконується умова (9) з ν0(t) =
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nλ(t) :=
∑

λn≤t 1, то для кожної функцiї
F ∈ S(λ, β, τ) спiввiдношення Бореля (15)
виконується при x → +∞ зовнi деякої мно-
жини E скiнченної лебегової мiри.

Доведення. За умовою (9) ν0(t) < +∞
для кожного t ≥ 0, тому, послiдовнiсть
(λn) не має скiнченних точок скупчення. Не-
хай мiра ν є мiрою Лебега-Стiлт’єса, побу-
дованою за функцiєю nλ(t) (nλ – лiчиль-
на функцiя послiдовностi (λn)). Нехай фун-
кцiї λ(t), β(t), a(t) такi, що λ(t) = λn, β(t) =
βn, a(t) = an при t = λn для кожного n ≥ 0 i
λ(t) = β(t) = a(t) = 0 для t /∈ {λn : n ∈ Z+}.
Цей вибiр є можливим, позаяк серед елемен-
тiв (λn) нема однакових. Зрозумiло, що то-
дi знову F (x) =

∫
R+
a(t)exλ(t)+τ(x)β(t)ν(dt), i

крiм цього ν0(x) = ν{t : λ(t) ≤ x} = nλ(x).
Залишається скористатися теоремою 4.

Зауважимо, що при виконаннi умов на-
слiдку 3 умова (9) є еквiвалентною до умови∑+∞

n=1
1/(n(λn + βn)) < +∞, (16)

а у наслiдку 4 — до умови∑+∞

n=1
1/(nλn) < +∞, (17)

Доведення теореми 2. Нехай αn :=
λn+βn (n ≥ 0), а a(t), b(t), λ(t), β(t) – вимiрнi
невiд’ємнi функцiї на R+ такi, що a(t) = |an|,
b(t) = ew(t), λ(t) = λn, β(t) = βn при t = αn i

µ(x, F ) = sup{a(t)exλ(t)+τ(x)β(t) : t ∈ R+},
µ(σ,Bw) = sup{a(t)b(t)exλ(t)+τ(x)β(t) : t ∈ R+}.

Для цього достатньо прийняти, що a(t) = 0
для t /∈ {λn + βn : n ≥ 0}.

Тодi, для всiх x ∈ R

µ(x, F ) ≤ µ(x,Bw) ≤ Bw(x) = (18)

=
+∞∑
n=0

|an|b(αn)e
xλn+τ(x)βn =

=

+∞∫
0

a(t)exλ(t)+τ(x)β(t)ν(dt), (19)

де мiра ν така, що

ν(G) =
+∞∑
n=0

b(αn)δαn(G)

для кожної обмеженої множини G ⊂ R+, а
δα(G) — одинична мiра Дiрака, зосереджена
в точцi α ∈ R+, тобто, δα(G) = 1 при α ∈ G
i δα(G) = 0 при α ̸∈ G. Зрозумiло, що

ν0(x) = ν({t > 0: λ(t) + β(t) ≤ x}) ≤

≤
∑
αn≤x

b(αn) =
∑
αn≤x

ew(αn) = ν1(x)

i, тому, з умови ln ν1 ∈ W негайно отримує-
мо, що виконується умова (9) з теореми 3. За
теоремою 3, застосованою до iнтеграла (19),
при x→ +∞ зовнi деякої множини скiнчен-
ної мiри Лебега, з (18)–(19) отримаємо

lnµ(x, F ) ≤ lnµ(x,Bw) ≤ (1 + o(1)) lnµ∗(x),

де µ∗(x) = sup{a(t)exλ(t)+τ(x)β(t) : t ∈ supp ν}.
За вибором функцiї a(t) виконується µ∗(x) =
µ(x, F ), тому, звiдси отримаємо спiввiдноше-
ння (8). Теорему 2 доведено.

Нехай для w ∈ L+

B−w(x) :=
+∞∑
n=0

|an|e−w(λn+βn)+xλn+τ(x)βn .

З теореми 2 негайно випливає таке твер-
дження.

Твердження 1. Нехай диференцiйовна
функцiя τ(x) така, що τ ′(x) ≥ 1 (x > 0),
а функцiя w ∈ L+ така, що ln ν1 ∈ W , де

ν1(t) =
t∫
0

ew(x)dn∗(x), n∗(x) =
∑

λn+βn≤x

1. Тодi

для кожної функцiї F ∈ S(λ, β, τ) спiввiдно-
шення

lnµ(x, F ) = (1 + o(1)) lnµ(x,B−w) (20)

виконується при x → +∞ зовнi деякої мно-
жини E скiнченної лебегової мiри.

Справдi, за теоремою 2, застосованою
до функцiї B−w, при x → +∞ зов-
нi деякої множини скiнченної мiри Лебе-
га отримуємо lnµ(x,B−w) = (1 + o(1))×
× lnµ(x, (B−w)w) = (1 + o(1)) lnµ(x, F ), по-
заяк µ(x, (B−w)w) = µ(x, F ). Тобто, твер-
дження 1 доведено.

5. Ще кiлька тверджень i заключнi ко-
ментарi про стiйкiсть за Гайсиним.

Наслiдок 5. Нехай диференцiйовна функ-
цiя τ(x) така, що τ ′(x) ≥ 1 (x > 0). Якщо
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w ∈ W , lnn∗ ∈ W , де n∗(x) =
∑

λn+βn≤x

1 i

F ∈ S(λ, β, τ), то спiввiдношення (8) вико-
нується при x → +∞ зовнi деякої множини
E скiнченної лебегової мiри.

Доведення. Нехай αn = λn + βn. За-
уважимо спочатку, що з умов lnn∗ ∈ W ,
w ∈ W , позаяк, ν1(x) ≤ ew(x)

∑
αn≤x 1 =

ew(x)n∗(x), випливає, що ln ν1 ∈ W , а також,
що ln ν∗(x) = o(x), w(x) = o(x) (x → +∞).
Звiдси, зокрема також, маємо lnn = o(αn)
(n → +∞). Оскiльки з умов F ∈ S(λ, β, τ) i
τ ′(x) ≥ 1 випливає, що

lim
n→+∞

− ln an
αn

= +∞,

то

lim
n→+∞

− ln(ane
w(αn))

αn

= +∞,

i, отже, враховуючи, що x ≤ τ(x), для ко-
жного фiксованого x > 0 i при n → +∞
отримаємо

ane
w(αn)+xλn+τ(x)βn ≤ ane

w(αn)+τ(x)αn ≤

≤ exp
{
− (1 + o(1))

(
− ln(ane

w(αn)
)}

≤

≤ exp{−2αn} ≤ exp{−2 lnn},

тому Bw ∈ S(λ, β, τ). Для завершення до-
ведення наслiдку 5 залишилось застосувати
теорему 2.

Подiбно до того, як теорему 2 i твердже-
ння 1 було отримано з теореми 3, за допомо-
гою теореми 4 отримуємо таке твердження.

Нехай для w ∈ L+

Bλ
±w(x) :=

+∞∑
n=0

|an|e±w(λn)+xλn+τ(x)βn .

Теорема 5. Нехай диференцiйовна функцiя
τ(x) така, що τ ′(x) ≥ 0 (x > 0), а фун-
кцiя w ∈ L+ така, що ln ν1 ∈ W , де ν1(t) =
t∫
0

ew(x)dnλ(x), nλ(x) =
∑

λn≤x

1. Якщо Bλ
w ∈

S(λ, β, τ), то спiввiдношення (8) i (20) вико-
нуються при x→ +∞ зовнi деякої множини
E скiнченної лебегової мiри.

Доведення. Нехай a(t), b(t), λ(t), β(t) –
вимiрнi невiд’ємнi функцiї на R+ такi, що

a(t) = |an|, b(t) = ew(t), λ(t) = λn, β(t) = βn
при t = λn i

µ(x, F ) = sup{a(t)exλ(t)+τ(x)β(t) : t ∈ R+},
µ(σ,Bλ

w) = sup{a(t)b(t)exλ(t)+τ(x)β(t) : t ∈ R+}.

Для цього, як i вище, достатньо прийняти,
що a(t) = 0 для t /∈ {λn : n ≥ 0}.

Тодi, µ(x, F ) ≤ µ(x,Bw) ≤ Bλ
w(x) =

+∞∫
0

a(x)exλ(t)+τ(x)β(t)ν(dt), для всiх x ∈ R, де

мiра ν така, що ν(G) =
∑+∞

n=0 b(λn)δλn(G)
для кожної обмеженої множини G ⊂ R+, а
δλ(G) — одинична мiра Дiрака, зосередже-
на в точцi λ ∈ R+. Зрозумiло, що ν0(x) =
ν({t ≥ 0: λ(t) ≤ x}) ≤

∑
αn≤x b(αn) =∑

αn≤x e
w(αn) = ν1(x) i, тому, з умови ln ν1 ∈

W негайно отримуємо, що виконуються умо-
ви теореми 4. Завершує доведення практи-
чно дослiвне повторення вiдповiдних мiсць
у доведеннях теореми 2 i твердження 1. Те-
орему 5 доведено.

З теореми 5 нескладно, повторюючи мiр-
кування з доведення наслiдку 4, отримати
такий його аналог.

Наслiдок 6. Нехай диференцiйовна функ-
цiя τ(x) така, що τ ′(x) ≥ 0 (x > 0). Якщо
w ∈ W , lnnλ ∈ W , де nλ(x) =

∑
λn≤x

1 i

F ∈ S(λ, β, τ), то спiввiдношення (8) вико-
нується при x → +∞ зовнi деякої множини
E скiнченної лебегової мiри.

З цитованого вище твердження зi статтi
[2, теорема 3] випливає, що якщо lnnλ ∈ W ,
то умова w ∈ W є i необхiдною для то-
го, щоб для кожної функцiї F ∈ S(λ) :=
∪β ∪τ S(λ, β, τ) спiввiдношення (8) викону-
валось при x → +∞ зовнi деякої множини
E скiнченної лебегової мiри.

З теореми 2 i твердження 1, а також з
теореми 5, негайно отримуємо також такi
твердження про спiввiдношення (3) для ря-
дiв типу Тейлора-Дiрiхле.

Нехай F ∈ S(λ, β, τ), (bn) – довiльна по-
слiдовнiсть така, що bn > 0 (n ≥ 0), w ∈ L+.
Позначимо

F± =
+∞∑
n=0

anb
±1
n exλn+τ(x)βn .
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Теорема 6. Нехай F ∈ S(λ, β, τ), де τ
— диференцiйовна функцiя. Максимальний
член µ(x, F ) є стiйким (тобто, спiввiдноше-
ння lnµ(x, F ) = (1 + o(1)) lnµ(x, F±) вико-
нуються при x → +∞ зовнi деякої множи-
ни скiнченної лебегової мiри), якщо викону-
ється одна з таких двох груп умов:
10. Функцiя τ(x) така, що τ ′(x) ≥ 1 (x > 0),
а функцiя w ∈ L+ така, що ln ν1 ∈ W , де

ν1(t) =
t∫
0

ew(x)dn∗(x), n∗(x) =
∑

λn+βn≤x

1, Bw ∈

S(λ, β, τ), а також

ln(|bn|+ |bn|−1) ≤ w(λn + βn) (n ≥ n1).

20. Функцiя τ(x) така, що τ ′(x) ≥ 0 (x > 0),
а функцiя w ∈ L+ така, що ln ν1 ∈ W , де

ν1(t) =
t∫
0

ew(x)dnλ(x), nλ(x) =
∑

λn≤x

1, Bλ
w ∈

S(λ, β, τ), а також

ln(|bn|+ |bn|−1) ≤ w(λn) (n ≥ n1).

Через елементарнiсть, доведення теореми
6 ми не наводимо.
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