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ПОБУДОВА ГЛОБАЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ДЛЯ ОДНОГО КЛАСУ
НЕОДНОРIДНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З ЧАСТИННИМИ

ПОХIДНИМИ, ЩО МIСТЯТЬ ВIДХИЛЕННЯ ЗА ЧАСОМ

Описано алгоритм побудови глобального розв’язку для певного неоднорiдного диферен-
цiального рiвняння з частинними похiдними iз вiдхиленням аргументу та наведено умови
його iснування.

We provide the algorithm of constructing a global solution for some nonhomogeneous partial
differential equation with deviating argument in the time variable. We justify this algorithm and
study existence conditions of this solution.

Останнiм часом значна увага дослiдни-
кiв придiляється рiвнянням iз частинними
похiдними, якi мiстять вiдхилення за часо-
вими або просторовими змiнними. Це пов’я-
зане iз розширенням областей застосування
таких рiвнянь, зокрема, вони використову-
ються для опису рiзних процесiв у бiологiї,
бiофiзицi, бiохiмiї, медицинi, теорiї управлi-
ння, теорiї клiматичних моделей i багатьох
iнших. Подiбнi рiвняння часто доводиться
розглядати при розв’язуваннi балiстичних
та варiацiйних задач, вони зустрiчаються в
математичнiй теорiї штучних нейронних ме-
реж, результати якої використовуються для
обробки сигналiв i зображень та проблем
розпiзнавання образiв.

Врахування вiдхилення в класичних за-
дачах математичної фiзики приводить до
рiвнянь з частинними похiдними iз вiдхи-
ленням тiльки за часом. В багатьох випад-
ках до цих задач може бути застосовано ме-
тод вiдокремлення змiнних iз деякими моди-
фiкацiями [1]. Крайовi задачi для диферен-
цiальних рiвнянь з вiдхиленням аргумен-
ту розглядалися в роботах Л.Е. Ельсголь-
ца, С.Б. Норкiна, М. Меджитова, Г.А. Ка-
менського, З.Б. Сеiдова, А.М. Самойленка,
М.Й. Ронто та iнших [2–7].

В данiй роботi описано алгоритм побудо-
ви глобального розв’язку для деякого нео-
днорiдного рiвняння з частинними похiдни-
ми iз вiдхиленням аргументу та наведено
умови його iснування.

Розглянемо рiвняння вигляду

ut(x, t) =

0∫
−µ

p(t, s)uxx(x, t+ s)ds+

+q(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

з нульовими крайовими умовами

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ∈ R, (2)

де Q = {(x, t) : 0 < x < l, t ∈ R}, p(t, ·)
при кожному t ∈ R вимiрна, а p(·, s) при
кожному s ∈ [−µ, 0] неперервна функцiя.

Визначення структури розв’язку за-
дачi (1), (2). Ранiше було встановлено [1],
що для вiдповiдної однорiдної задачi

ut(x, t) =

0∫
−µ

p(t, s)uxx(x, t+ s)ds

власнi функцiї i власнi значення мають вiд-
повiдно вигляд

Xk(x) = sin
kπx

l
, λk = (

πk

l
)2, k = 1, ..., n,

з деяким n ≥ 1.
Розглянемо неоднорiдне рiвняння (1). Бу-

демо шукати глобальний розв’язок u(x, t)
задачi (1), (2) у виглядi суми

u(x, t) =
n∑

k=1

Tk(t)sin
kπx

l
. (3)
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Крайовi умови, очевидно, задовольняються.
Будемо припускати, що функцiя q(x, t)

може бути представлена у виглядi суми пер-
ших n доданкiв ряду Фур’є:

q(x, t) =
n∑

k=1

qk(t)sin
kπx

l
, (4)

де

qk(t) =
2

l

l∫
0

q(ξ, t)sin
kπξ

l
dξ.

Пiдставимо (3) в рiвняння (1), враховуючи
(4):

n∑
k=1

[
T ′
k(t) + λk

0∫
−µ

p(t, s)Tk(t+ s)ds−

−qk(t)

]
sin

kπx

l
= 0.

Це рiвняння задовольняється, якщо всi кое-
фiцiєнти розкладу рiвнi нулю, тобто

T ′
k(t)+λk

0∫
−µ

p(t, s)Tk(t+ s)ds−qk(t) = 0, (5)

при k = 1, ..., n.
У працi [8] було показано, що для тако-

го рiвняння можна побудувати рiвняння без
вiдхилення аргументу, всi розв’язки якого
будуть глобальними розв’язками рiвняння
(5). Таке рiвняння матиме вигляд

T ′
k(t) + p̄k(t)Tk(t)− q̄k(t) = 0. (6)

Згiдно алгоритму, наведеному в [9], зна-
йдемо p̄(t) та q̄(t). Загальний розв’язок рiв-
няння (6) визначається формулою Кошi

Tk(t) = Tk,0e
−

t∫
t0

p̄k(r)dr

+

t∫
t0

q̄k(τ)e
−

t∫
τ
p̄k(r)dr

dτ,

де
Tk,0 = Tk(t0), t, t0 ∈ R,

яка буде задовольняти рiвняння (5), коли

T ′
k(t) = −p̄k(t)

[
Tk,0e

−
t∫

t0

p̄k(r)dr

+

+

t∫
t0

q̄k(τ)e
−

t∫
τ
p̄k(r)dr

dτ

]
+ q̄k(t) =

= −λk

0∫
−µ

p(t, s)

[
Tk,0e

−
t+s∫
t0

p̄k(r)dr

+

+

t+s∫
t0

q̄k(τ)e
−

t+s∫
τ

p̄k(r)dr
dτ

]
ds+ qk(t), t ∈ R.

(7)
Покладаючи в (7) Tk,0 = 0, отримаємо

−p̄k(t)

[ t∫
t0

q̄k(τ)e
−

t∫
τ
p̄k(r)dr

dτ

]
+ q̄k(t) =

= −λk

0∫
−µ

p(t, s)

[ t+s∫
t0

q̄k(τ)e
−

t+s∫
τ

p̄k(r)dr
dτ

]
ds+

+qk(t), t ∈ R. (8)

Враховуючи (7) та (8), одержимо

p̄k(t)e
−

t∫
t0

p̄k(r)dr

= λk

0∫
−µ

p(t, s)e
−

t+s∫
t0

p̄k(r)dr

ds,

звiдки

p̄k(t) = λk

0∫
−µ

p(t, s)e
−

t+s∫
t

p̄k(r)dr
ds, k ≤ n, t ∈ R.

(9)
Пiдставимо (9) в (8):

−λk

0∫
−µ

p(t, s)e

t∫
t+s

p̄k(r)dr

ds×

×
[ t∫

t0

q̄k(τ)e
−

t∫
τ
p̄k(r)dr

dτ

]
+ q̄k(t) =

= −λk

0∫
−µ

p(t, s)

[ t+s∫
t0

q̄k(τ)e
−

t+s∫
τ

p̄k(r)dr
dτ

]
ds+

+qk(t),

q̄k(t) = qk(t)+
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+λk

0∫
−µ

t∫
t+s

p(t, s)q̄k(τ)e

τ∫
t+s

p̄k(r)dr

dτds, (10)

де k ≤ n, t ∈ R. Тодi розв’язок Tk(t) рiвня-
ння (6) запишемо у виглядi

Tk(t) = cke
−

t∫
0

p̄k(s)ds
+

t∫
0

q̄k(τ)e
−

t∫
τ
p̄k(s)ds

dτ,

(11)
вважаємо, що ck – довiльнi сталi, t0 = 0, p̄k(t)
i q̄k(t) знаходимо iз рiвнянь (9), (10).

Якщо всi розв’язки рiвняння (6) є гло-
бальними розв’язками рiвняння (5), то фун-
кцiя p̄ задовольняє рiвняння (9), а функцiя
q̄ – (10). Таким чином, необхiдною i доста-
тньою умовою того, щоб всi розв’язки рiвня-
ння (6) були глобальними розв’язками рiв-
няння (5), є iснування розв’язкiв рiвнянь
(9), (10).

Знайдемо умови, при виконаннi яких
розв’язок рiвняння (6) буде глобальним
розв’язком рiвняння (5). Для цього доведе-
мо наступну теорему.

Теорема. Нехай функцiя p задовольняє
накладенi вище умови,

|p(t, s)| < α, α = const, t ∈ R, s ∈ [−µ, 0],

i виконується нерiвнiсть

1− ρ

1 + ρ
(ρeρ+1 + 1) < 1, ρ =

√
1− αλnµ2,

де n – цiла частина числа 0.8047425 l
π
√
αµ

, а
µ < 1√

αλn
.

Тодi iснує глобальний розв’язок задачi
(1), (2) вигляду (3).

Доведення. Розглянемо рiвняння (9).
Його розв’язок буде неперервною функцiєю
внаслiдок умов, якi накладено на p(t, s). Ви-
користовуючи принцип стискаючих вiдобра-
жень, знайдемо умови, при яких це рiвняння
матиме єдиний розв’язок.

Для неперервної на R функцiї p̄k визна-
чимо оператор (Sp̄k)(t)

(Sp̄k)(t) = λk

0∫
−µ

p(t, s)e
−

t+s∫
t

p̄k(r)dr
ds.

Будемо шукати розв’язок в просторi C(γ).
Нехай ∥p̄k∥0 = sup

t∈R
|p̄k(t)| ≤ γ. Тодi для

(Sp̄k)(t) справедлива оцiнка

∥Sp̄k∥0 = sup
t∈R

|λk

0∫
−µ

p(t, s)e
−

t+s∫
t

p̄k(r)dr
ds| ≤

≤ αλk

γ
|eµγ − 1|.

Якщо виконується нерiвнiсть

αλk

γ
|eµγ − 1| ≤ γ, (12)

то оператор (Sp̄k)(t) вiдображає простiр
C(γ) в себе.

Оцiнимо рiзницю (Sp̄k,1)(t)− (Sp̄k,2)(t):

|(Sp̄k,1)(t)− (Sp̄k,2)(t)| =

= |λk

0∫
−µ

p(t, s)e
−

t+s∫
t

p̄k,1(r)dr
ds−

−λk

0∫
−µ

p(t, s)e
−

t+s∫
t

p̄k,2(r)dr
ds| ≤

≤ αλk|
0∫

−µ

(e
−

t+s∫
t

p̄k,1(r)dr
− e

−
t+s∫
t

p̄k,2(r)dr
)ds| ≤

≤ αλk

γ2
|eµγ(µγ − 1) + 1|∥p̄k,1 − p̄k,2∥0.

Таким чином, (Sp̄k)(t) буде оператором сти-
ску в просторi C(γ) при виконаннi нерiвно-
стi

αλk

γ2
|eµγ(µγ − 1) + 1| < 1. (13)

Будемо вимагати, щоб одночасно викону-
вались умови (12) та (13).

Розглянемо рiвняння

αλk

γ
|eµγ − 1| = γ.

Воно буде мати розв’язки, такi, що

αλk

γ2
|( γ2

αλk

+ 1)(µγ − 1) + 1| < 1.
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Але тiльки для

γ ≤
√

1− αλkµ2 + 1

|µ|

будуть виконуватись умови стиску i вiдобра-
ження оператором (Sp̄k)(t) простору C(γ) в
себе. Враховуючи це, отримаємо оцiнку:

1− ρ

1 + ρ
(ρeρ+1+1) < 1, ρ =

√
1− αλkµ2. (14)

Отже, при виконаннi цiєї умови простiр
C(γ) буде повним нормованим простором, i
оператор S буде мати в ньому єдину нерухо-
му точку, тобто розв’язок рiвняння (9) буде
iснувати i вiн буде єдиним.

Розглянемо рiвняння (10). Здiйснимо в
ньому замiну змiнних

q̄k(t) = qk(t) + zk(t).

Отримаємо:
zk(t) =

= λk

0∫
−µ

t∫
t+s

p(t, s)e

τ∫
t+s

p̄k(r)dr

(qk(τ) + zk(τ))dτds,

(15)
при k ≤ n, t ∈ R. Без втрати загальностi,
будемо вважати, що |q(x, t)| ≤ 1

2
.

Визначимо оператор S1 в просторi C(M)
функцiй zk = zk(t), заданих i неперервних
на R, таких що

∥zk∥0 = sup
t∈R

|zk(t)| ≤ M.

(S1zk)(t) – неперервна на R функцiя, причо-
му виконуються оцiнки

∥S1zk∥0 ≤
λkα(1 +M)

γ2
|eµγ − µγ − 1|,

|(Szk,1)(t)− (Szk,2)(t)| ≤

≤ λk

0∫
−µ

t∫
t+s

|p(t, s)||e
τ∫

t+s

p̄k(r)dr

|dτds×

×∥zk,1 − zk,2∥0 ≤
λkα

γ2
|eµγ − µγ − 1|,

де zk,1, zk,2 – довiльнi функцiї iз C(M).

Внаслiдок (12) при

M ≥
λkα
γ2 |eµγ − µγ − 1|

1− λkα
γ2 |eµγ − µγ − 1|

оператор S1 вiдображає C(M) в себе i є
оператором стиску. Простiр C(M) є пов-
ним нормованим простором. Цього доста-
тньо, щоб оператор S1 мав в C(M) єдину
нерухому точку. Вона i є єдиним в C(M)
розв’язком рiвняння (15).

Знайдемо дiапазон значень для k. Оскiль-
ки λk = (πk

l
)2, то iз умови (14) можна набли-

жено знайти оцiнку для параметра k

k < 0.8047425
l

π
√
αµ

. (16)

Тому k ∈ [1, n], де n – цiла частина
0.8047425 l

π
√
αµ

.
Отож, глобальний розв’язок рiвняння (5)

буде мати вигляд (11), де p̄k(t) i q̄k(t) знахо-
дяться iз рiвнянь (9), (10).

Тому

u(x, t) =
n∑

k=1

(
cke

−
t∫
0

p̄k(r)dr
+

+

t∫
0

q̄k(τ)e
−

t∫
τ

¯̄pk(r)dr
dτ

)
sin

kπx

l
.

Рiвняння (9), (10) для p̄k(t) i q̄k(t) розв’я-
жемо методом послiдовних наближень. За
початковi наближення вiзьмемо p̄

(0)
k (t) = 0

i q̄(0)k (t) = qk(t). Тодi

p̄
(m)
k (t) = λk

0∫
−µ

p(t, s)e
−

t+s∫
t

p̄
(m−1)
k (r)dr

ds, (17)

де m = 1, 2, ....

q̄
(ν)
k (t) = qk(t)+

+λk

0∫
−µ

t∫
t+s

p(t, s)q̄
(ν−1)
k (τ)e

τ∫
t+s

p̄
(m)
k (r)dr

dτds,

ν = 1, 2, ..., k ≤ n, t ∈ R. (18)
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Послiдовностi (17) i (18) є рiвномiрно збi-
жними на R внаслiдок виконання умов тео-
реми, тому

p̄k = lim
m→∞

p̄
(m)
k , q̄k = lim

ν→∞
q̄
(ν)
k ,

Враховуючи те, що |p(t, s)| < α, можна
отримати наступнi оцiнки:

|p̄(1)k (t)− p̄
(0)
k (t)| ≤ α|µ|λk,

|q̄(1)k (t)− q̄
(0)
k (t)| ≤ αλkµ

2

(
√

1− αλkµ2 + 1)2
×

×|e
√

1−αλkµ2+1 −
√
1− αλkµ2 − 2)|,

Згiдно оцiнок методу послiдовних набли-
жень для кожного наступного наближення
має мiсце така оцiнка

|p̄(m)
k − p̄k| ≤

δm|p̄(1)k − p̄
(0)
k |

1− δ
,

|q̄(ν)k − q̄k| ≤
δν |q̄(1)k − q̄

(0)
k |

1− δ
,

У нашому випадку δ =
1−
√

1−αλkµ2

1+
√

1−αλkµ2
(
√

1− αλkµ2e
√

1−αλkµ2+1 + 1),

тодi отримаємо:

|p̄(m)
k − p̄k| ≤

δmα|µ|λk

1− δ
,

|q̄(ν)k − q̄k| ≤
δναλkµ

2

(1− δ)(
√

1− αλkµ2 + 1)2
×

×|e
√

1−αλkµ2+1 −
√
1− αλkµ2 − 2)|,

k = 1, n, t ∈ R.
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