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ПОТОЧКОВI ГРАНИЦI НЕПЕРЕРВНИХ МОНОТОННИХ ФУНКЦIЙ ТА
ФУНКЦIЙ ОБМЕЖЕНОЇ ВАРIАЦIЇ

Доведено аналог теореми Гана про промiжну функцiю для зростаючих функцiй i з допо-
могою нього з‘ясовано, що кожна зростаюча функцiя f : [a, b] −→ R є поточковою границею
послiдовностi неперервних зростаючих функцiй fn : [a, b] −→ R.

An analog of Hahn‘s insertion theorem is proven. With its help we obtain that every increasing
function f : [a, b] −→ R is the pointwise limit of a sequence of increasing continuous functions
fn : [a, b] −→ R.

1. Вступ. Рене Бер [1, 2] ввiв класифiка-
цiю розривних дiйснозначних функцiй дiй-
сної змiнної, яка потiм була перенесена на
вiдображення f : X → Y мiж довiльними
топологiчними просторами X i Y . При цьо-
му функцiями нульового класу Бера вважа-
ються неперервнi вiдображення, сукупнiсть
яких позначається симловами C(X, Y ) =
B0(X, Y ). Функцiя f : X → Y належить до
першого класу Бера, якщо iснує така послi-
довнiсть неперервних функцiй fn : X → Y ,
що fn(x) → f(x) для кожного x ∈ X, тобто
f є поточковою границею послiдовностi не-
перервних функцiй fn. Сукупнiсть всiх вiд-
ображень f : X → Y першого класу Бе-
ра позначається символом B1(X,Y ), а якщо
Y = R – це числова пряма, то покладають
B1(X,R) = B1(X), i так само C(X,R) =
C(X). Якщо X = [a, b] – це вiдрiзок чи-
слової прямої, то для скорочення запису пи-
шуть C[a, b] замiсть C([a, b]) i B1[a, b] замiсть
B1([a, b]).

В теорiї функцiй i функцiональному ана-
лiзi часто використовується клас V [a, b]
функцiй f : [a, b] → R обмеженої варiацiї
[3, c.86]. Нехай V0[a, b] = V [a, b] ∩ C[a, b] i
V1[a, b] – це сукупнiсть функцiй f : [a, b] →
R, якi є поточковими границями послiдов-
ностей функцiй fn з V0[a, b]. Зрозумiло, що
V1[a, b] ⊆ B1[a, b]. Виникає природне питан-
ня: чи має мiсце рiвнiсть: V1[a, b] = B1[a, b]?
Використовуючи теорему Вейерштрасса про
рiвномiрне наближення неперервної функцiї

на [a, b] многочленами, неважко переконати-
ся в тому, що вiдповiдь на це питання ствер-
дна (Теорема 2).

Функцiї обмеженої варiацiї на [a, b] по-
в’язанi з монотонними функцiями. А саме,
f ∈ V [a, b] тодi i тiльки тодi, коли iснують
такi зростаючi функцiї g, h : [a, b] → R, що
f = g − h. Позначимо символом M+[a, b]
множину всiх зростаючих (в нестрогому ро-
зумiннi) функцiй f : [a, b] → R. Нехай
M+

0 [a, b] = M+[a, b] ∩ C[a, b] i M+
1 [a, b] – це

сукупнiсть усiх поточкових границь послi-
довностей функцiй (fn)

∞
n=1 з M+

0 [a, b]. Зро-
зумiло, що M+

1 [a, b] ⊆ M+[a, b]. Але чи має
тут мiсце рiвнiсть? Тут ми дамо ствердну
вiдповiдь i на це питання, використовую-
чи вiдкритий нами аналог вiдомої теоре-
ми Гана про напiвнеперервнi функцiї (те-
орема 3). Так само ми розглядаємо класи
M−[a, b],M−

0 [a, b] i M−
1 [a, b], де замiсть зро-

стаючих функцiй беруться спаднi, i класи
M [a, b],M0[a, b] i M1[a, b], де фiгурують вже
довiльнi монотоннi функцiї, i показуємо, що
M−

1 [a, b] = M−[a, b] i M1[a, b] = M [a, b].

2. Поточковi границi неперервних
функцiй обмеженої варiацiї Добре вiдо-
мо [3, c.91], що кожна неперервно диферен-
цiйовна функцiя f : [a, b] → R належить до
V [a, b], адже її похiдна f ′ буде обмеженою
на [a, b] за першою теоремою Вейерштрасса
[5, c.134] i тому за формулою Лагранжа [5,
c.181] функцiя f задовольняє умову Лiпши-
ця на [a, b], а значить, є функцiєю обмеженої
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варiацiї. Звiдси легко випливає
Теорема 1. Кожна неперервна функцiя

f : [a, b] → R є рiвномiрною границею послi-
довностi функцiй fn ∈ V0[a, b].

Доведення. За теоремою Вейерштрас-
са [6, с. 98] для неперерврної функцiї f :
[a, b] → R iснує послiдовнiсть многочленiв
fn : [a, b] → R, яка рiвномiрно на [a, b] збiга-
ється до f . Кожний многочлен g є неперерв-
ною функцiєю, його похiдна g′ – це теж мно-
гочлен, отже, g є неперервно диференцiйов-
ною функцiєю, а значить, функцiєю обме-
женої варiацiї на [a,b]. Тому fn ∈ V [a, b] i
fn ∈ C[a, b], тобто fn ∈ V0[a, b] для кожного
n.

Теорема 2. V1[a, b] = B1[a, b]
Доведення. Нехай f ∈ B1[a, b]. Тодi

iснує послiдовнiсть функцiй fn ∈ C[a, b], та-
ка, що fn(x) → f(x) на [a, b]. Для кожної
функцiї fn за теоремою 1 iснує така функцiя
gn ∈ V0[a, b], що |fn(x)− f(x)| < 1/n на [a, b].
Тодi для кожного x ∈ [a, b]

|f(x)−gn(x)| 6 |f(x)−fn(x)|+|fn(x)−gn(x)| 6

6 |f(x)− fn(x)|+
1

n
.

Але |f(x) − fn(x)| + 1/n → 0 при n → ∞,
тому i |f(x)− gn(x)| → 0 при n → ∞, звiдки
випливає, що gn(x) → f(x) на [a, b], отже,
f ∈ V1[a, b].

3. Аналог теореми Гана для зроста-
ючих функцiй. Нагадаємо, що функцiя
f : X → R, яка визначена на топологiчно-
му просторi X, називається напiвнеперерв-
ною зверху/знизу/ в точцi x0 в X, якщо для
кожного ε > 0 iснує такий окiл U точки
x0 ∈ X, що для всiх x ∈ U виконується не-
рiвнiсть f(x) < f(x0) + ε /f(x) > f(x0)− ε/.
Функцiя f : X → R називається напiвнепе-
рервною зверху чи знизу, якщо вона є такою
у кожнiй точцi x з простору X.

Г.Ган [4] довiв, що для кожної пари фун-
кцiй g, h : X → R, заданих на метричному
просторi X i таких, що g(x) 6 h(x) на X
iснує така неперервна функцiя f : X → R,
що g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на X. Зрозумiло, що
це твердження буде справедливим для фун-
кцiй, заданих на вiдрiзку X = [a, b] числової

прямої. В даний час вiдомо, що теорема Гана
справджується i для нормальних просторiв
X i є для них характеристичною в класi T1-
просторiв, вона ж має i свої аналоги (див.
[7] i вказану там лiтературу).

Тут ми доведемо наступний аналог тео-
реми Гана.

Теорема 3. Нехай g, h : [a, b] → R –
зростаючi функцiї, для яких g - напiвнепе-
рервна зверху, h - напiвнеперервна знизу i
g(x) 6 h(x) на [a, b]. Тодi iснує така зроста-
юча неперервна функцiя f : [a, b] → R, що
g(x) 6 f(x) 6 h(x) на [a, b].

Доведення. За теоремою Гана iснує та-
ка неперервна функцiя φ : [a, b] → R, що
g(x) 6 φ(x) 6 h(x) на [a, b]. Для кожного
x ∈ [a, b] звуження φ|[a,x] – це неперервна
функцiя. Тому можна розглянути функцiю:

f(x) = max
a6t6x

φ(t),

яка визначена на [a, b]. Покажемо, що f i
є шуканою функцiєю. Легко перевiрити, що
функцiя f зростає. Справдi, якщо a 6 x1 6
x2 6 b, то [a, x1] ⊆ [a, x2], отже, {φ(t) : a 6
t 6 x1} ⊆ {φ(t) : a 6 t 6 x2}, а тому:

f(x1) = max
a6t6x1

φ(t) 6 max
a6t6x2

φ(t) = f(x2).

Далi, оскiльки функцiї g i h зростають i
g(t) 6 φ(t) 6 h(t) на [a, b], то i для кожного
x ∈ [a, b]

g(x) = max
a6t6x

g(t) 6

6 max
a6t6x

φ(t) 6 max
a6t6x

h(t) = h(x),

отже, g(x) 6 f(x) 6 h(x) на [a, b].
Залишилось довести, що функцiя f непе-

рервна. Розглянемо довiльну точку x0 з [a, b]
i доведемо, що функцiя f неперервна в точцi
x0. Зафiксуємо ε > 0. Нам потрiбно довести,
що iснує таке δ > 0, що |f(x) − f(x0)| < ε,
як тiльки x ∈ [a, b] i |x − x0| < δ. З непе-
ревностi функцiї φ у точцi x0 випливає, що
iснує таке δ0 > 0, що |φ(x) − φ(x0)| < ε,
як тiльки x ∈ [a, b] i |x − x0| < δ0. Оскiль-
ки f(x0) = max

a6t6x0

φ(t), то iснує така точка

t0 ∈ [a, x0], що f(x0) = φ(t0).
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Нехай t0 < x0. Тодi f(x) = f(x0) на
[t0, x0], отже, для числа δ1 = x0 − t0 > 0
будемо мати, що |f(x) − f(x0)| = 0 < ε, як
тiльки x0 − δ1 6 x 6 x0.

Якщо ж t0 = x0, то f(x0) = φ(x0) i при
x0 − δ0 < x 6 x0 будемо мати:

f(x0)− ε = φ(x0)− ε < φ(x) 6 f(x) 6 f(x0),

отже, f(x0) − ε < f(x) 6 f(x0), як тiльки
x0 − δ0 < x 6 x0.

Розглянемо тепер точку x ∈ [a, b], для
якої x0 6 x < x0 + δ0. Для неї iснує така
точка u ∈ [a, x], що f(x) = φ(u). Оскiль-
ки f(x) > f(x0), то φ(u) > f(x0). Якщо
f(x) = φ(u) = f(x0), то функцiя f стала на
вiдрiзку [x0, x], отже, |f(x)− f(x0)| = 0 < ε.
Якщо ж φ(u) > f(x0), то u > x0, адже при
u 6 x0 виконуються нерiвностi:

φ(u) 6 f(u) 6 f(x0),

звiдки φ(u) 6 f(x0), що приводить до супе-
речностi. Але u 6 x, отже, x0 < u 6 x <
x0 + δ0. В такмоу разi:

f(x) = φ(u) < φ(x0) + ε 6 f(x0) + ε,

отже, при x0 6 x < x0 + δ0 виконується не-
рiвнiсть f(x0) 6 f(x) < f(x0) + ε.

Таким чином, покладаючи δ =
min{δ0, δ1}, ми будемо мати, що при
|x − x0| < δ i x ∈ [a, b] виконується не-
рiвнiсть |f(x)− f(x0)| < ε.

4. Рiвномiрна апроксимацiя зроста-
ючих функцiй З допомогою теореми 3 ми
встановимо далi, що M+

1 [a, b] = M [a, b]. Для
цього ми тут отримаємо наслiдок теореми
3 про рiвномiрну апроксимаiю зростаючої
функцiї f : X → R неперервною зростаю-
чою функцiєю g : X → R.

Нагадаємо, що коливання ωf (x) функцiї
f : X → R, заданої на топологiчному про-
сторi X, у точцi x ∈ X визначається форму-
лою

ωf (x) = inf
U∈Ux

ωf (U),

де Ux − система всiх околiв точки x в X, а

ωf (U) = sup
x′,x′′∈U

|f(x′)− f(x′′)|

– це коливання функцiї f на множинi U .
Для зростаючої функцiї f : [a, b] → R роз-

глянемо числа

f(x+ 0) = lim
t→x+0

f(t) при a 6 x < b,

f(b− 0) = f(b),

f(x− 0) = lim
t→x−0

f(t) при a < x 6 b, i

f(a+ 0) = f(a).

Ясно, що f(x− 0) 6 f(x) 6 f(x+0) на [a, b].
Лема 1. Для зростаючої на [a, b] функцiї

f коливання

ωf (x) = f(x+ 0)− f(x− 0)

на [a, b].
Доведення. Припустимо, що a < x < b.

Вiзьмемо довiльне ε > 0. Оскiльки ωf (x) =
inf

U∈Ux

ωf (U), де Ux – система всiх околiв точки

x, а ωf (U) = sup
x′,x′′∈U

|f(x′)− f(x′′)| – коливан-

ня f на околi U , то iснує такий окiл U точки
x, що ωf (U) < ωf (x)+ε. Зрозумiло, що iснує
таке δ > 0, що Uδ[x] = [x−δ, x+δ] ⊆ (a, b)∩U .
Оскiльки функцiя f зростає на [a, b], то

f(x+ δ)− f(x− δ) = ωf (Uδ[x0]) 6 ωf (U) <

< ωf (x) + ε.

Ясно, що f(x + 0) 6 f(x + δ) i f(x − 0) >
f(x− δ), отже,

f(x+ 0)− f(x− 0) 6 f(x+ δ)− f(x− δ) <

< ωf (x) + ε,

звiдки випливає, що f(x + 0) − f(x − 0) <
ωf (x) + ε. Перейшовши у цiй нерiвностi до
границi при ε → 0, отримаємо, що f(x+0)−
f(x− 0) 6 ωf (x).

Оскiльки f(x+0) = lim
t→x+0

f(t) i f(x−0) =

lim
t→x−0

f(t), то iснує таке δ > 0, що x ± δ ∈
(a, b),

0 6 f(x+ δ)− f(x+ 0) < ε,

i
0 6 f(x− 0)− f(x− δ) < ε.
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Тодi

f(x+ 0) > f(x+ δ)− ε,

i
f(x− 0) < f(x− δ) + ε,

отже,

f(x+0)−f(x−0) > f(x+δ)−ε−f(x−δ)+ε >

> ωf (Uδ)− 2ε > ωf (x)− 2ε,

а значить, f(x + 0) − f(x − 0) > ωf (x) − 2ε.
Спрямувавши в цiй нерiвностi ε до нуля.
отримаємо, що f(x+ 0)− f(x− 0) > ωf (x)

Таким чином, ωf (x) = f(x+0)− f(x− 0).
Так само розглядаються випадки x = a i x =
b.

Лема 2. Для зростаючої функцiї f :
[a, b] → R функцiя y = f(x + 0) напiвнепе-
рервна зверху, а функцiя y = f(x−0) напiв-
неперервна знизу, при цьому цi обидвi фун-
кцiї зростають на [a, b].

Доведення. Нехай x0 ∈ [a, b). Оскiльки
f(x0 + 0) = lim

x→x0+0
f(x), то для даного ε > 0

iснує таке δ > 0, що x0 + δ < b i

f(x0 + 0) 6 f(x) < f(x0 + 0) + ε,

як тiльки x0 < x < x0 + δ. Для даного
x ∈ (x0, x0 + δ) i довiльного u ∈ (x, x0 + δ)
будемо мати, що f(u) < f(x0 + 0) + ε. Пе-
рейшовши в цiй нерiвностi до границi при
u → x + 0, отримаємо, що f(x + 0) 6
f(x0 + 0) + ε. При a 6 x 6 x0 будемо ма-
ти, що f(u) < f(x0 +0)+ ε, отже, нерiвнiсть
f(x+0) 6 f(x0+0)+ ε виконується на околi
U = [a, x0+δ) точки x0 на вiдрiзку [a, b], а це
i дає нам напiвнеперервнiсть зверху функцiї
y = f(x + 0) в точцi x0. Її напiвнеперерв-
нiсть зверху у точцi b випливає з того, що
f(b+ 0) = max

a6x6b
f(x).

Так само доводиться, що функцiя y =
f(x− 0) напiвнеперервна знизу. Те, що фун-
кцiї y = f(x + 0) i y = f(x − 0) зростають
разом з функцiєю f отримується безпосере-
днiм граничним переходом.

Теорема 4. Нехай f : [a, b] → R – зро-
стаюча функцiя, для якої ωf (x) 6 ε на [a, b].

Тодi iснує така неперервна i зростаюча фун-
кцiя φ : [a, b] → R, що |f(x) − φ(x)| 6 ε

2
на

[a, b].
Доведення. За лемою 2 функцiя g(x) =

f(x+ 0)− ε
2

напiвнеперервна зверху, а фун-
кцiя h(x) = f(x − 0) + ε

2
напiвнеперерв-

на знизу, при цьому обидвi функцiї зроста-
ють. Далi за лемою 1 коливання ωf (x) =
f(x+0)−f(x−0), отже, f(x+0)−f(x−0) 6 ε
на [a, b], звiдки випливає, що g(x) 6 h(x)
на [a, b]. За теоремою 3 iснує така непе-
рервна зростаюча функцiя φ : [a, b] → R,
що g(x) 6 φ(x) 6 h(x) на [a, b]. Оскiльки
f(x− 0) 6 f(x) 6 f(x+ 0) на [a, b], то

f(x)− φ(x) 6 f(x+ 0)− g(x) =

= f(x+ 0)− (f(x+ 0)− ε

2
) =

ε

2

i
f(x)− φ(x) > f(x− 0)− h(x) =

= f(x− 0)− (f(x− 0) +
ε

2
) = −ε

2
,

на [a, b], отже, |f(x) − φ(x)| 6 ε
2

на [a, b] i φ
– шукана функцiя.

5. Поточковi границi послiдовностей
неперервних зростаючих функцiй

Нехай A = {a1, . . . , an} – скiнченна мно-
жина на iнтервалi (a, b), причому a = a0 <
a1 < . . . < an < an+1 = b. Покладе-
мо ∆ak = ak+1 − ak при k = 0, 1, . . . , n i
η = ηA = 1

2
min
k=0,n

∆ak. Ясно, що η > 0.

Для довiльного δ ∈ (0, η) визначимо числа
a+k = ak + δ для k = 0, 1, ..., n, a−k = ak − δ
для k = 1, ..., n + 1 i вiдповiднi їм промiж-
ки I+k = [ak, a

+
k ], I

−
k = [a−k , ak] i Ik = [a−k , a

+
k ]

при k = 1, ..., n, I0 = I+0 та In+1 = I−n+1. Роз-
глянемо також промiжки Jk = [a+k , a

−
k+1] для

k = 0, 1, ..., n. Нехай I =
n+1∪
k=0

Ik, J =
n∪

k=0

Jk.

Зрозумiло, що I ∪ J = [a, b]. Поставимо у
вiдповiднiсть кожнiй функцiї f : [a, b] → R
функцiю g = LA,δf : [a, b] → R, що визнача-
ється таким чином:

g(x) = f(x), x ∈ J ;

g(x) = f(ak) +
f(a+k )− f(ak)

a+k − ak
(x− ak),

Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 2. 67



x ∈ I+k , k = 0, ..., n;

g(x) = f(ak) +
f(a−k )− f(ak)

a−k − ak
(x− ak),

x ∈ I−k , k = 1, ..., n+ 1.

Зауважимо, що визначення функцiї f ко-
ректне, бо для точок a+k i a−k i одна, i дру-
га формули дають, що g(a+k ) = f(a+k ) i
g(a−k ) = f(a−k ). Крiм того g(ak) = f(ak) для
k = 0, 1, . . . , n + 1. Коли функцiя f зростає,
то кутовi коефiцiєнти α+

k =
f(a+k )−f(ak)

a+k −ak
≥ 0 i

α−
k =

f(a−k )−f(ak)

a−k −ak
≥ 0 i лiнiйнi функцiї g|I+k та

g|I−k зростають, а тому i g буде зростаючою
функцiєю на [a, b]. При цьому f(ak) 6 g(x) 6
f(a+k ) при x ∈ I+k i f(a−k ) 6 g(x) 6 f(ak) при
x ∈ I−k . Так само f(ak) 6 g(x) 6 f(a+k ) при
x ∈ I+k . Так само f(ak) 6 f(x) 6 f(a+k ) при
x ∈ I+k i f(a−k ) 6 f(x) 6 f(ak) при x ∈ I−k .
Тому

|g(x)− f(x)| 6 f(a+k )− f(ak) = ωf (I
+
k ) на I+k

i

|g(x)− f(x)| 6 f(ak)− f(a−k ) = ωf (I
−
k ) на I−k ,

а значить,

|g(x)− f(x)| 6 ωf (Ik) на Ik.

Для зростаючої функцiї f : [a, b] → R i ї ї
точки розриву x покладемо ∆(x) =
= (f(x−0), f(x+0)). Символом D(f) ми по-
значаємо множину точок розриву функцiї f ,
а через C(f) - множину її точок неперерв-
ностi.

Лема 3. Нехай x1 i x2 – це рiзнi точки з
D(f). Тодi ∆(x1) ∩∆(x2) = ∅.

Доведення. Для певностi припустимо,
що x1 < x2. Покажемо, що тодi f(x1 + 0) 6
f(x2 − 0). Нехай ε > 0 i δ0 = x2−x1

2
. Оскiльки

x1 < b, то f(x1 +0) = lim
x→x1+0

f(x), а значить,

iснує таке δ1 ∈ (0, δ0), що f(x) > f(x1+0)−ε,
як тiльки x1 < x 6 x1 + δ1. Так само a <
x2, отже, f(x2 − 0) = lim

x→x2−0
f(x), а значить,

iснує таке δ2 ∈ (0, δ0), що f(x) < f(x2−0)+ε,
як тiльки x2 − δ2 6 x < x2. Зауважимо, що
при цьому:

x1+δ1 < x1+δ0 =
x1 + x2

2
= x2−δ0 < x2−δ2.

В такому разi

f(x1 + 0) < f(x1 + δ1) + ε 6

6 f(x2 + δ2) + ε < f(x2 − 0) + 2ε,

отже, f(x1 + 0) < f(x2 − 0) + 2ε, звiдки при
ε → 0 отримаємо нерiвнiсть

f(x1 + 0) 6 f(x2 − 0).

Тому ∆(x1) ∩∆(x2) = ∅.
Наступне твердження добре вiдоме, але

ми дамо його доведення для повноти мiрку-
вань.

Лема 4. Нехай f : [a, b] → R – зростаюча
функцiя i ε > 0. Тодi множина Dε(f) = {x ∈
[a, b] : ωf (x) > ε} скiнченна.

Доведення. За лемою 1 ωf (x) =
= f(x+0)− f(x− 0) для кожного x ∈ D(f).
Припустимо, що множина Dε(f) мiстить n
рiзних точок x1, ..., xn. Розглянемо множину

E =
n⊔

k=1

∆(xk) i оцiнимо її мiру Лебега µ(E).

Маємо

µ(E) =
n∑

k=1

µ(∆(xk)) =

=
n∑

k=1

(f(xk+0)−f(xk−0)) =
n∑

k=1

ωf (xk) > nε

i µ(E) 6 f(b) − f(a), адже E ⊆ [f(a), f(b)].
Тому nε 6 f(b) − f(a), а значить, n 6
f(b)−f(a)

ε
. Отже множина Dε(f) не може ма-

ти бiльше як [f(b)−f(a)
ε

] точок, а значить, є
скiнченною.

З леми 4 негайно випливає, що у зроста-
ючої функцiї f : [a, b] → R множина її точок
розриву D(f) не бiльш нiж злiченна, адже

D(f) = {x ∈ [a, b] : ωf (x) > 0} =
∞∪
n=1

D1/n(f)

i множини D1/n(f) скiнченнi за лемою 4.
Приступимо тепер до формулювання i

доведення основного результату.
Теорема 5. Нехай f : [a, b] → R – зроста-

юча функцiя. Тодi iснує послiдовнiсть непе-
рервних зростаючих функцiй fn : [a, b] → R,
така, що fn(x) → f(x) на [a, b].

Доведення. Розглянемо скiнченнi мно-
жини An = D1/n(f) \ {a, b} i Bn = An+1 \ An

68 Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 2.



при n ∈ N. Оскiльки для кожного n ∈ N
множина Bn скiнченна i Bn ⊆ (a, b), причо-
му ωf (x) <

1
n

для кожного x ∈ Bn, то iснує
таке число εn > 0, що для кожного x ∈ Bn

виконується нерiвнiсть ωf ([x− εn, x+ εn]) <
1
n
. Для кожного нoмера n виберемо таке чи-

сло δn > 0, що δn < min{ 1
n
, ε1, ..., εn, ηAn} i

розглянемо функцiї gn = LAn,δnf .
Покладемо An = {an,1, ..., an,mn}, де a =

an,0 < an,1 < ... < an,mn < an,mn+1 = b, a+n,k =

an,k+δn i I+n,k = [an,k, a
+
n,k] для k = 0, 1, ...,mn,

a−n,k = an,k − δn i I−n,k = [a−n,k, an,k] для k =

1, ...,mn+1, In,k = I−n,k∪I
+
n,k для k = 1, ...,mn,

In,0 = I+n,0, In,mn+1 = I−n,mn+1. Нехай Jn,k =

[a+n,k, a
−
n,k+1] i Jn =

mn∪
k=0

Jn,k.

Нехай x ∈ (a, b). Покажемо, що gn(x) →
g(x) при n → ∞. Нехай A = D(f) ∪ {a, b}.
Зрозумiло, що A =

∞∪
n=1

An ∪ {a, b}. Зауважи-

мо, що за побудовою функцiй gn виконую-
ться рiвностi gn(x) = f(x) для x ∈ Ãn =
An ∪ {a, b} i для x ∈ Jn.

Якщо x ∈ A, то iснує такий номер N , що
x ∈ ÃN . Але Ãn ⊇ ÃN при n > N . В такому
разi gn(x) = f(x) при n > N , отже, gn(x) →
f(x) при n → ∞.

Нехай x ∈ [a, b]\A. Вiзьмемо ε > 0 i вибе-
ремо такий номер N1, що 1/N1 < ε. Оскiльки
x /∈ A, то x /∈ ÃN1 . Множина ÃN1 скiнченна,
тому вiдстань d(x) = d(x, ÃN1) =

1
2
min{|x−

aN1,k| : k = 0, 1, ...,mN1+1} > 0. Оскiльки
0 < δn 6 1

n
для кожного n, то δn → 0, отже,

iснує такий номер N2, що δn < d(x), як тiль-
ки n > N2. Нехай N = max{N1, N2} i n ≥ N .
Покажемо, що тодi |gn(x)− f(x)| < ε.

Якщо x ∈ Jn, то gn(x) = f(x) i |gn(x) −
f(x)| = 0 < ε. Нехай x /∈ Jn, тодi x ∈ In,k
для деякого k = 0, 1, ...,mn+1, зокрема, |x−
an,k| < δn. Оскiльки |x − aN1,k| > d(x) > δn
для k = 0, 1, ...,mN1 +1, бо n > N2, то an,k ̸=
aN1,k при k = 0, 1, ...,mN1 + 1, тобто an,k /∈
ÃN1 , а значить, an,k ∈ Bm для деякого m,
такого, що N1 6 m < n. Тодi

|gn(x)− f(x)| 6 ωf (In,k) =

= ωf ([an,k − δn, an,k + δn]) 6

6 ωf ([an,k − δn, an,k + δn]) <
1

m
6 1

N1

< ε.

Таким чином, gn(x) → f(x) на [a,b].
З побудови функцiї gn випливає, що во-

на зростає на [a, b]. В точках з iнтервалiв
Ion при k = 0, 1, ...,mn i з промiжкiв In,0 =
[a, a + δn) та In,m+1 = (b − δn, b] функцiя gn
неперервна, отже, ωgn(x) = 0 в таких то-

чках. На множинi Jn =
mn⊔
k=0

Jn,k маємо, що

gn(x) = f(x). Тому на iнтервалах Ion,k обо-
в’язково ωgn(x) = ωf (x) < 1

n
, бо x /∈ Ãn,

якщо x ∈ Jn,k. Якщо x0 – крайня точка
з Jn,k, то ωgn(x0) 6 ωf (x0) < 1

n
, бо i тут

x0 /∈ Ãn. Таким чином, справдi ωgn(x) < 1
n

на [a, b].
За теоремою 4 iснує неперервна зроста-

юча функцiя fn : [a, b] → R, така, що
|fn(x) − f(x)| 6 1

2n
на [a, b]. Зрозумiло, що

тодi fn(x) → f(x) на [a, b] i теорема доведе-
на.

6. Поточковi границi послiдовностей
монотонних функцiй

З теореми 5 легко вивести наступний ре-
зультат.

Теорема 6. Кожна спадна функцiя f :
[a, b] → R є поточковою границею послудов-
ностей неперервних спадних функцiй fn :
[a, b] → R.

Доведення. Розглянемо функцiю g =
−f . Зрозумiло, що g – зростаюча функцiя на
[a, b]. За теоремою 5 iснує послiдовнiсть не-
перервних зростаючих функцiй gn : [a, b] →
R, така, що gn(x) → g(x) на [a, b]. Функцiї
gn(x) = −fn(x) будуть неперервними i спа-
дними на [a, b], причому

fn(x) = −gn(x) → −g(x) = f(x)

на [a, b].
Додамо до цього ще один результат.
Теорема 7. Нехай X - невироджений

промiжок числової прямої, fn : X → R мо-
нотоннi функцiї при n = 1, 2, ... i f : X → R
- це поточкова границя послiдовностi фун-
кцiй fn. Тодi:
(i) функцiя f монотонна;
(ii) якщо f не стала, то iснує такий номер
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N , що при n > N або всi функцiї fn зроста-
ють, або всi вони спадають;
(iii) якщо f стала то серед функцiй fn без-
лiч функцiй може зростати i безлiч функцiй
може спадати.

Доведення. а). Припустимо, що гра-
нична функцiя f не є монотонною. Тодi
iснують точки x1, x2, x3, x4 ∈ X, що x1 <
x2 i f(x1) > f(x2), x3 < x4 i f(x3) <
f(x4). Розглянемо число ε = 1

2
min{f(x1) −

f(x2), f(x4)−f(x3)} яке, зрозумiло, додатне.
Оскiльки fn(xi) → f(xi) при n → ∞ для
i = 1, 2, 3, 4, то для кожного i = 1, 2, 3, 4 iснує
такий номер Ni, що |fn(xi)− f(xi)| < ε, при
n > Ni для всiх i = 1, 2, 3, 4. Розглянемо но-
мер N = max{N1, N2, N3, N4}. Для ф-цiї fN
отримаємо:

fN(x1) > f(x1)−ε > f(x1)−
f(x1)− f(x2)

2
=

=
f(x1) + f(x2)

2
i

fN(x2) < f(x1)+ ε 6 f(x2)+
f(x1)− f(x2)

2
=

=
f(x1) + f(x2)

2
,

Отже, fN(x1) > fN(x2). Так само:

fN(x3) < f(x3)+ ε 6 f(x3)+
f(x4)− f(x3)

2
=

=
f(x3) + f(x4)

2
i

fN(x4) > f(x4)−ε > f(x4)−
f(x4)− f(x3)

2
=

=
f(x3) + f(x4)

2
,

Отже, fN(x3) < fN(x4). Виходить, що фун-
кцiя fN не монотонна, що суперечить умовi.

б). Нехай f не стала функцiя. Тодi iснують
такi двi точки x1, x2 ∈ X, що x1 < x2 i
f(x1) ̸= f(x2).

Припустимо, що f(x1) < f(x2). Розгля-
немо додатне число ε = 1

2
(f(x1) − f(x2)).

Для i = 1, 2 iснує номер Ni, такий, що
|fn(xi) − f(xi)| < ε для всiх n > Ni. Вiзьме-
мо номер N = max{N1, N2}. Нехай n > N .
Тодi:

fn(x1) < f(x1) + ε = f(x1) +
f(x2)− f(x1)

2
=

=
f(x1) + f(x2)

2

fn(x2) > f(x2)− ε = f(x2)−
f(x2)− f(x1)

2
=

=
f(x1) + f(x2)

2
,

отже, fn(x1) < fn(x2). В такому разi обо-
в’язково fn(x

′) < fn(x
′′), як тiльки x′ < x′′

i x′, x′′ ∈ X. Справдi, якби fn(x3) > fn(x4)
для деяких x3 i x4 з X, таких, що x3 < x4,
то функцiя fn не була б монотоннною, що
суперечить умовi. Таким чином, всi функцiї
fn при n ≥ N будуть зростати. У випадку
f(x1) > f(x2) так само доводиться, що всi
функцiї fn будуть спадними, починаючи з
деякого номера N .

в). Нехай f(x) = c на X. Припустимо, що
X =< a, b >, тобто, що X − це промiжок з
кiнцями a i b з розширеної числової прямої
R = R ∪ {−∞,+∞}. Оскiльки промiжок X
невироджений, то a < b. Тодi iснують такi
числа x1, x0 i x2, що a < x1 < x0 < x2 < b i
x0 =

x1+x2

2
. Покладемо gk(x) = c + 1

k
(x− x0)

i hk(x) = c − 1
k
(x − x0) для довiльних k ∈ N

i x ∈ X. Очевидно, що функцiї gk строго
зростають на X, а hk строго спадають на X,
причому gk → c = f(x) i hk → c = f(x) на
X. Покладаючи fn = gk при n = 2k i fn =
hk при n = 2k − 1, ми отримаємо шукану
послiдовнiсть функцiй.
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