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ПРО ПЕРIОДИЧНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ НАД
ПОЛЕМ p-АДИЧНИХ ЧИСЕЛ

Розглянуто задачу про знаходження перiодичного розв’язку параболiчного рiвняння над
полем p-адичних чисел.

We considered the problem to find periodic solutions of parabolic equation over the field of
p-adic numbers.

Вступ. У 90-х роках минулого столiт-
тя у математичнiй фiзицi зрiс iнтерес до p-
адичних чисел. У теорiї суперструн (М. Грi-
на, Дж. Шварца i Е. Вiттена [2] та I.В. Воло-
вiча, I.Я. Ареф’євої [1]), яка апелює до фан-
тастично малих вiдстаней порядку 10−33 см,
немає причин вважати, що звичайнi пред-
ставлення про простiр-час там можуть бути
застосованi.

Однiєї з альтернативних можливостей
для описання структури простору-час є ви-
користання поля Qp p-адичних чисел за-
мiсть множини R дiйсних чисел. На можли-
вiсть використання p-адичних чисел у мате-
матичнiй фiзицi було вперше вказано у 1984
р. у роботi [3] Владiмiрова В.С. та Воловi-
ча I.В.

У працi [4] побудована теорiя узагальне-
них функцiй над простором функцiй з Qp в
C, яка застосовується до тих задач, що ви-
никають у математичнiй фiзицi. Теорiя у ба-
гато чому аналогiчна вiдповiднiй теорiї над
множиною R, але є певнi суттєвi вiдмiнно-
стi. Основну увагу придiляється теорiї згор-
тки, представленню Фур’є, аналогу операто-
ра Рiмана-Лiувiлля, обчисленню iнтегралiв.

Параболiчнi рiвняння над полем p-
одичних чисел вивчалися у працi А.Н. Кочу-
бея [5], в якiй при певних припущеннях вiд-
носно коефiцiєнтiв побудовано i дослiдже-
но фундаментальний розв’язок задачi Кошi,
доведенi iснування та єдинiсть розв’язку у
класах зростаючих функцiй, знайденi умови
невiд’ємностi фундаментального розв’язку.

1. У данiй роботi розглядається рiвняння

∂u(t, x)

∂t
+ a(t)(Dαu)(t, x) = f(t, x), (1)

x ∈ Qp, t ≥ 0,

де Qp – поле p-адичних чисел (p – просте чи-
сло), коефiцiєнт та неоднорiднiсть рiвняння
є неперервними перiодичними функцiями з
деяким перiодом ω > 0

a(t+ ω) = a(t), f(t+ ω, x) = f(t, x).

Розв’язок u(t, x) – дiйсна функцiя, α ≥ 1,
Dγ (γ > 0) – p-адичний аналог оператора
дробового диференцiювання, який введений
В.С. Владiмiровим [4].

Наведемо деякi поняття p-адичного
аналiзу, якi будуть використовуватися
у подальших мiркуваннях. Детальне їх
викладення мiститься у [2, 4, 6].

Нехай p – просте число, яке буде фiксо-
ваним. Введемо у полi Q рацiональних чи-
сел норму |x|p, покладаючи |0|p = 0, |x|p =
p−γ(x), якщо число x ∈ Q подано у виглядi

x = pγ
m

n
,

де {m,n, γ} ⊂ Z, m, n не дiляться на p. До-
повнення Qp поля Q утворює поле p-адичних
чисел.

Норма | · |p володiє наступними властиво-
стями: |x|p = 0 тодi i тiльки тодi, коли x = 0;
|xy|p = |x|p · |y|p; |x + y|p ≤ max(|x|p, |y|p),
якщо |x|p ̸= |y|p, то |x+ y|p = max(|xp|, |y|p).

Метрика ρ(x, y) = |x − y|p перетворює
Qp у повний сепарабельний локально ком-
пактний простiр. У просторi Qp iснує єдина,
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з точнiстю до множини, мiра dx, яка iнва-
рiантна вiдносно додавання. Якщо a ∈ Qp,
a ̸= 0, то d(xa) = |a|pdx. Мiра нормується
так, що ∫

|x|p≤1

dx = 1.

Простiр Qp – це об’єднання злiченної сiм’ї
попарно неперетинних множин

Qp =
∞∪

ν=−∞

{x : |x|p = pν},

при цьому ∫
|x|p=pν

dx = pν
(
1− 1

p

)
.

Бiльшiсть iнтегралiв, що зустрiчаються у
роботi, знайденi в [4].

Введемо до розгляду клас Mγ (γ ≥ 0)
комплекснозначних функцiй φ(x) на Qp, якi
задовольняють умови:

1) |φ(x)| ≤ c(1 + |x|γp);
2) iснує натуральне число N = N(φ) таке,

що для довiльного x ∈ Qp

φ(x+ x′) = φ(x), |x′|p ≤ p−N .

Функцiя φ, яка задовольняє останню умо-
ву, називається локальною константою, а
число N називається показником локальної
сталостi функцiї φ. Якщо φ залежить вiд па-
раметра t, то будемо вважати, що φ ∈ Mγ

рiвномiрно по t, якщо константа C i пока-
зник N не залежать вiд t.

Множину фiнiтних функцiй iз M0 позна-
чимо D. Iз [7] вiдомо, що для довiльного
компакта K ⊂ Qp i довiльного вiдкритого
скiнченного покриття {ui} множини K iсну-
ють такi функцiї φi ∈ D, що φi(x) ≥ 0,
suppφi ⊂ ui,

∑
φi(x) = 1 для x ∈ K.

Нехай χ – нормований адитивний хара-
ктер поля Qp. Тодi χ ∈ M0. Перетворення
Фур’є локально iнтегровної на Qp функцiї
φ, φ ∈ L1(Qp, dx), визначається формулою

φ̃(ξ) =

∫
Qp

χ(ξx)φ(x)dx, ξ ∈ Qp.

Обернене перетворення

φ(x) =

∫
Qp

χ(−ξx)φ̃(ξ)dξ, x ∈ Qp,

якщо φ̃ ∈ L1(Qp, dx).
Має мiсце формула, наведена в [1]∫

Qp

φ(|x|p)χ(ξx)dx =
(
1− 1

p

)
|ξ|−1

p ×

×
∞∑
ν=0

f(p−ν |ξ|−1
p )p−ν − |ξ|−1

p f(P |ξ|−1
p ), (2)

де ξ ̸= 0 та припускається збiжнiсть ряду
∞∑
ν=0

f(p−ν)p−ν .

Оператор Dγ диференцiювання γ > 0 ви-
значений на функцiях φ ∈ D формулою [4]

(Dγφ)(x) =
1

Γp(−γ)
×

×
{ ∫
|y|p≤1

|y|−γ−1
p (φ(x− y)− φ(x))dx+

+

∫
|y|p>1

|y|−γ−1
p φ(x−y)dy+

1− p−1

1− pγ
φ(x)

}
, (3)

де Γp(s) =
1−ps−1

1−p−s – p-адичний аналог гамма-
функцiї.

Якщо у другому iнтегралi формули (3)
вiдняти та додати |y|−γ−1

p φ(x), i скористати-
ся тим, що∫

|y|p>1

|y|−γ−1
p dy =

∞∑
ν=1

∫
|y|p=pν

|y|−γ−1
p dy =

=
(
1− 1

p

) ∞∑
ν=1

p−νγ =
p− 1

p(pγ − 1)
,

отримаємо
(Dγφ)(x) =

=
1

Γp(−γ)

∫
Qp

|y|−γ−1
p (φ(x− y)− φ(x))dy. (4)

Якщо φ ∈ D, то перетворення Фур’є фун-
кцiї Dγφ дорiвнює |ξ|γφ̃(ξ).
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2. Аналогiчно як i в евклiдовому випадку,
перший крок полягає у вивченнi фундамен-
тального розв’язку для рiвняння

∂u(t, x)

∂t
+ a(t)(Dαu)(t, x) = 0.

Покладемо

G(t, x) =

∫
Qp

χ(−xσ) exp
{
−|σ|αp

t∫
0

a(τ)dτ
}
dσ.

(5)
Згiдно формули (2) для x ̸= 0, отримаємо

G(t, x) =
(
1− 1

p

)
|x|−1

p

∞∑
ν=0

p−ν×

× exp
(
− p−αν |x|−α

p

t∫
0

a(τ)dτ
)
−

−|x|−1
p exp

(
− pα|x|−α

p

t∫
0

a(τ)dτ
)
.

Розкладаючи експоненти у ряд, мiняючи
порядки сумування та просумувавши геоме-
тричну прогресiю, отримуємо, що для x ̸= 0

G(t, x) =
∞∑

m=1

(−1)m

m!

1− pαm

1− p−αm−1
×

×
( t∫

0

a(τ)dτ
)m

|x|−αm−1
p . (6)

Iз формули (5) легко побачити, що фун-
кцiя G(t, x) неперервна для x ∈ Qp, t > 0.
Оцiнимо |G(t, x)| [5].

Лема 1. Нехай a(t) ≥ µ > 0, тодi має
мiсце нерiвнiсть

|G(t, x)| ≤ C · t(t1/α + |x|p)−α−1,

x ∈ Qp, t > 0, (7)

де C не залежить вiд t, x.
Доведення. Згiдно формули (5)

|G(t, x)| ≤
∫
Qp

exp(−µt|σ|αp )dσ.

Нехай цiле число k таке, що pk−1 ≤ t1/α ≤ pk.
Виберемо τ ∈ Qp так, щоб |τ |p = pk−1. Тодi

|G(t, x)| ≤
∫
Qp

exp(−µpα(k−1)|σ|αp )dσ =

=

∫
Qp

exp(−µ|τσ|αp )dσ = |τ |−1
p

∫
Qp

exp(−µ|η|αp )dη =

= p−kp

∫
Qp

exp(−µ|η|αp )dη ≤ Ct−1/α.

З iншої сторони, iз (6) отримаємо, що для
t > 0, |x|p ≥ t1/α

|G(t, x)| ≤ |x|−1
p

∞∑
m=1

cm
m!

(t|x|−α
p )m ≤ Ct|x|−α−1

p .

Iз двох останнiх нерiвностей отримуємо
(7), тобто якщо |x|p ≥ t1/α, то

|x|−α−1
p ≤

(1
2
|x|p +

1

2
t1/α

)−α−1

=

= 2α+1(|x|p + t1/α)−α−1.

Якщо |x|p < t1/α, то

(t1/α + |x|p)−α−1 ≥ 2−α−1 · t−1−1/α,

або
t−1/α ≤ 2α+1(t1/α + |x|p)−α−1.

Лема доведена.
Лема 2. Нехай виконуються умови леми

1, тодi мають мiсце нерiвностi∣∣∣ ∂
∂t

G(t, x)
∣∣∣ ≤ c(t1/α + |x|p)−α−1, (8)

|(Dγ
xG)(t, x)| ≤ c(t1/α + |x|p)−γ−1, (9)

де c не залежить вiд t, x.
Нерiвностi (8), (9) доводяться аналогiчно,

як i нерiвнiсть (7).
3. Перейдемо до побудови перiодично-

го розв’язку рiвняння (1). В образах Фур’є
розв’язок (1) запишеться у виглядi

V (t, σ) = cQ(t, 0, σ) +

t∫
0

Q(t, τ, σ)f̃(τ, σ)dτ,
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де

Q(t, τ, σ) = exp
{
− |σ|αp

t∫
τ

a(s)ds
}
,

f̃(t, σ) =

∫
Qp

χ(xσ)f(t, x)dx.

Для знаходження перiодичного розв’язку
скористаємося умовою

V (t+ ω, σ) = V (t, σ). (10)

Оскiльки (10) виконується при довiльних
t ≥ 0, то покладаючи t = 0 отримаємо

c = (1−Q(ω, 0, σ))−1

ω∫
0

Q(ω, τ, σ)f̃(τ, σ)dτ.

Маємо

V (t, σ) =

ω∫
0

Q(t, 0, σ)(1−Q(ω, 0, σ))−1×

×Q(ω, τ, σ)f̃(τ, σ)dτ+

+

t∫
0

Q(t, τ, σ)f̃(τ, σ)dτ. (11)

Застосовуючи до (11) обернене перетво-
рення Фур’є, будемо мати зображення перi-
одичного розв’язку рiвняння (1)

u(t, x) =

ω∫
0

dτ

∫
Qp

G1(t, τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
Qp

G(t, τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ, (12)

де введено таке позначення

G1(t, τ, x) =

∫
Qp

χ(−σx)Q(t, 0, σ)×

×(1−Q(ω, 0, σ))Q(ω, τ, σ)f̃(τ, σ)dσ,

а G(t, τ, x) визначається формулою (5).

Будемо припускати, що

1−Q(ω, 0, σ) ̸= 0,

тодi допустиме розвинення у ряд

(1−Q(ω, 0, σ))−1 =
∞∑
k=0

(Q(ω, 0, σ))k.

Використовуючи лему 1, для функцiї
G1(t, τ, x) буде правильна оцiнка

|G1(t, τ, x)| ≤ C · (t+ ω − τ)×

×((t+ ω − τ)1/α + |x|p)−α−1, (13)

де x ∈ Qp, t ≥ 0.
Перейдемо безпосередньо до розгляду

розв’язку рiвняння (1). Будемо припускати,
що f ∈ Mβ рiвномiрно вiдносно t i неперерв-
на по (t, x), 0 ≤ β < α. Розв’язок рiвняння
будемо шукати у класi функцiй u(t, x) непе-
рервних перiодичних на Qp × [0,+∞), непе-
рервних диференцiйовних за змiнною t, якi
належать за змiнною x ∈ Qp класу Mβ рiв-
номiрно вiдносно t.

Правильна теорема.
Теорема. Перiодичний розв’язок рiвня-

ння (1) iснує i подається у виглядi (12), а
для G, G1 мають мiсце оцiнки (5), (8), (9),
(13).

Доведення теореми випливає iз леми 1 та
леми 2.
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