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ПРО КЛАСИ ЗБIЖНОСТI РЯДIВ, ПОДIБНИХ НА РЯДИ
ТЕЙЛОРА-ДIРIХЛЕ

Для додатного, збiжного для всiх x ≥ 0 ряду F (x) =
∑+∞

n=0 ane
xλn+τ(x)βn , an ≥ 0, (n ≥ 0),

де τ(x) — додатна зростаюча функцiя, а (λn), (βn) — невiд’ємнi послiдовностi, отримано
умови достатнi i необхiднi для того, щоб

∫ +∞
0

e−xρ lnµ(x, F )dx < +∞, ρ > 0, де µ(x, F ) =

max{anexλn+τ(x)βn : n ≥ 0}.

We establish sufficient and necessary condition for
∫ +∞
0

e−xρ lnµ(x, F )dx < +∞, ρ > 0,

for a positive functional series of the form F (x) =
∑+∞

n=0 ane
xλn+τ(x)βn , an ≥ 0, (n ≥ 0),

convergent for x ≥ 0, where τ(x) is positive increase, (λn), (βn) are an positive sequences,
µ(x, F ) = max{anexλn+τ(x)βn : n ≥ 0}.

1. Вступ. Для невiд’ємних послiдовностей
λ = (λn), β = (βn) i невiд’ємної неспадної
на [0; +∞) функцiї τ(x) через S(λ, β, τ) по-
значимо клас збiжних для всiх x ≥ 0 рядiв
вигляду

F (x) =
∑+∞

n=0
ane

xλn+τ(x)βn , an ≥ 0 (n ≥ 0).

Для ρ ∈ (0,+∞) через Sρ(λ, β, τ) позначимо
клас функцiй F ∈ S(λ, β, τ), для яких∫ +∞

1

e−xρ lnF (x)dx < +∞,

а через Sρ,µ(λ, β, τ) позначимо клас функцiй
F ∈ S(λ, β, τ), для яких∫ +∞

1

e−xρ lnµ(x, F )dx < +∞,

де µ(x, F ) = max{anexλn+τ(x)βn : n ≥ 0}.
Зрозумiло, що Sρ(λ, β, τ) ⊂ Sρ,µ(λ, β, τ).
Нехай також Sρ(λ, β) := ∪τSρ(λ, β, τ),
Sρ,µ(λ, β) := ∪τSρ,µ(λ, β, τ), Sρ(λ) :=
∪βSρ(λ, β), Sρ,µ(λ) := ∪βSρ,µ(λ, β).

Для зростаючої до нескiнченностi послi-
довностi λ = (λn) i функцiї τ(x) ≡ 0 че-
рез D(λ) := S(λ, β, 0), Dρ(λ) := Sρ(λ, β, 0),
Dρ,µ(λ) := Sρ,µ(λ, β, 0) позначимо вiдповiднi
класи цiлих рядiв Дiрiхле з невiд’ємними ко-
ефiцiєнтами. Зазначимо, що клас збiжностi
Dρ(λ) запровадив P.K. Kamthan [1].

З доведених в статтi [2] тверджень про
аналоги нерiвностi Валiрона негайно випли-
ває таке твердження.

Теорема 1. Якщо θ1 := lim
n→+∞

lnn
λn

< +∞

або θ2 := lim
n→+∞

lnn
λn+βn

< +∞ i функцiя τ(x)

така, що τ(x) ≤ x (x > x0), то Sρ(λ, β, τ) =
Sρ,µ(λ, β, τ).

Справдi, у статтi [2] доведено, що (∀ε >
0)(∃C(ε) < +∞)(∀x ≥ x0) :

F (x) ≤ C(ε)µ(x+ θ + ε, F ),

де θ дорiвнює θ1 чи θ2 в залежностi вiд того,
яка з груп умов виконується. Далi зрозумi-
ло.

Той факт, що Dρ(λ) = Dρ,µ(λ) у випадку,
коли θ1 < +∞, вiдзначено в [3]. У статтi [4]
доведено, що для довiльної послiдовностi λ
такої, що 0 ≤ λn ↑ +∞ (n → +∞) i θ1 =
+∞ : Dρ(λ) ̸= Dρ,µ(λ).

З щойно процитованої теореми з [4] еле-
ментарно випливають такi твердження.

Твердження 2. i) Для будь-якої послiдов-
ностi λ такої, що 0 ≤ λn → +∞ (n → +∞),
θ1 = lim

n→+∞
lnn
λn

= +∞ : Sρ(λ) ̸= Sρ,µ(λ).

ii) Для довiльних невiд’ємних послiдов-
ностей λ, β таких, що λn + βn → +∞ (n →
+∞), θ2 = lim

n→+∞
lnn

λn+βn
= +∞ : Sρ(λ, β) ̸=

Sρ,µ(λ, β).
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Висловимо також таке припущення.
Припущення 1. Умова θ1 < +∞ є необхi-
дною для того, щоб Sρ,µ(λ, β, τ) = Sρ(λ, β, τ)
для довiльної неспадної невiд’ємної функцiї
τ , а умова θ2 < +∞ є необхiдною для то-
го, щоб Sρ,µ(λ, β, τ) = Sρ(λ, β, τ) для довiль-
ної неспадної невiд’ємної функцiї τ такої, що
τ(x) ≤ x (x ≥ x0).

Наступна теорема мiстить необхiднi та
достатнi умови належностi функцiї F ∈
S(λ, β, τ) до класу Sρ,µ(λ, β, τ).
Теорема 3. Нехай F ∈ S(λ, β, τ), ρ > 0 i
iснує неспадна послiдовнiсть (κn) така, що
0 ≤ κn → +∞ (0 ≤ n → +∞) i µ(x, F ) =
ane

xλn+τ(x)βn для всiх x ∈ [κn,κn+1], n ≥ n0.
Для того, щоб F ∈ Sρ,µ(λ, β, τ) достатньо,
щоб ∑+∞

n=n0

e−ρκn
(
λn(κn+1 − κn)+

+βn(τ(κn+1)− τ(κn))
)
< +∞ (1)

i необхiдно, щоб∑+∞

n=n0

e−ρκn+1
(
λn(κn+1 − κn)+

+βn(τ(κn+1)− τ(κn))
)
< +∞. (2)

Зауваження 1. Нескладно переконатися,
що необхiдна i достатня умови в нашiй Тео-
ремi 3 є близькими, але не рiвносильними.
Зауваження 2. У випадку, коли θ1 < +∞
або для всiх достатньо великих x викону-
ється умова τ(x) ≤ x i θ2 < +∞, то з
Твердження 2 випливає, що наша Теорема
3 мiстить умови належностi функцiї F ∈
S(λ, β, τ) до класу Sρ(λ, β, τ).
2. Доведення Теореми 3. Нескладно пе-
реконатися, що F ∈ Sρ,µ(λ, β, τ) тодi i тiльки
тодi, коли∫ +∞

0

e−xρd lnµ(x, F ) < +∞.

Справдi, якщо останнє умова виконується,
то за критерiєм Кошi для будь-якого ε > 0 i
для всiх досить великих t ≤ T отримуємо

e−Tρ(lnµ(T, F )− lnµ(t, F )) ≤

≤
∫ T

t

e−xρd lnµ(x, F ) < ε,

звiдки,

e−Tρ lnµ(T, F ) → 0 (T → +∞). (3)

Якщо ж∫ +∞

0

e−xρ lnµ(x, F )dx < +∞,

то

e−Tρ lnµ(T, F ) ≤

≤ ρ

∫ +∞

T

e−xρ lnµ(x, F )dx → 0 (T → +∞),

тобто, знову виконується (3). Тому, обидва
iнтеграли збiжнi або розбiжнi одночасно i∫ +∞

0

e−xρ lnµ(x, F )dx =
1

ρ
lnµ(0, F )+

+
1

ρ

∫ +∞

0

e−xρd lnµ(x, F ).

Але, ∫ +∞

κn0

e−xρd lnµ(x, F ) =

=
∑+∞

n=n0

∫
[κn,κn+1)

e−xρd lnµ(x, F ) =

=
∑+∞

n=n0

∫
[κn,κn+1)

e−xρd
(
λnx+ βnτ(x)

)
Звiдси, якщо виконується умова (1), то∫ +∞

κn0

e−xρd lnµ(x, F ) ≤

≤
∑+∞

n=n0

e−κnρ

∫
[κn,κn+1)

d
(
λnx+ βnτ(x)

)
=

=
∑+∞

n=n0

e−ρκn
(
λn(κn+1 − κn)+

+βn(τ(κn+1)− τ(κn))
)
< +∞.

Якщо ж виконується умова F ∈ Sρ,µ(λ, β, τ),
то ∑+∞

n=n0

e−ρκn+1
(
λn(κn+1 − κn)+

+βn(τ(κn+1)− τ(κn))
)
=

=
∑+∞

n=n0

e−κn+1ρ

∫
[κn,κn+1)

d
(
λnx+ βnτ(x)

)
≤

≤
∫ +∞

κn0

e−xρd lnµ(x, F ) < +∞,
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тобто, виконується умова (2).
3. Узагальнене формулювання Теоре-
ми 3. Нескладно зрозумiти, що правильне
таке узагальнення Теореми 3.

Теорема 4. Нехай F ∈ S(λ, β, τ), ρ > 0
i iснують послiдовнiсть натуральних чисел
nk ↑ +∞ i зростаюча послiдовнiсть (κk) та-
ка, що 0 ≤ κk → +∞ (0 ≤ k → +∞)
i µ(x, F ) = ank

exλnk
+τ(x)βnk для всiх x ∈

[κk,κk+1], k ≥ k0. Для того, щоб F ∈
Sρ,µ(λ, β, τ) достатньо, щоб∑+∞

k=k0
e−ρκk

(
λnk

(κk+1 − κk)+

+βnk
(τ(κk+1)− τ(κk))

)
< +∞

i необхiдно, щоб∑+∞

k=k0
e−ρκk+1

(
λnk

(κk+1 − κk)+

+βnk
(τ(κk+1)− τ(κk))

)
< +∞.

Вiдзначимо також наступне твердження
(див., наприклад, [5]– [8]), яке мiстить до-
статнi умови iснування зростаючої послiдов-
ностi (κk) такої, що 0 ≤ κk → +∞ (0 ≤
k → +∞) i µ(x, F ) = ank

exλnk
+τ(x)βnk для всiх

x ∈ [κk,κk+1], k ≥ k0.

Твердження 5. Якщо F ∈ S(λ, β, τ) i ви-
конується хоча б одна з наступних умов:
а) τ(x) – неспадна i послiдовностi λ = (λn),
β = (βn) – неспаднi,
б) τ(x) – диференцiйовна, 0 ≤ τ ′(x) ≤ 1
(x > 0), i послiдовностi α = (λn + βn) - зро-
стаюча i λ = (λn) – неспадна,
в) τ(x) – диференцiйовна, τ ′(x) ≥ 1 (x ≥ 0) i
послiдовностi α = (λn+βn) - зростаюча i β =
(βn) – неспадна, — то iснують послiдовнiсть
натуральних чисел nk ↑ +∞ i зростаюча по-
слiдовнiсть (κk) така, що 0 ≤ κk → +∞
(0 ≤ k → +∞) i µ(x, F ) = ank

exλnk
+τ(x)βnk

для всiх x ∈ [κk,κk+1], k ≥ k0.
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