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БIФУРКАЦIЯ ЦИКЛIВ ПАРАБОЛIЧНИХ СИСТЕМ IЗ ЗАПIЗНЕННЯМ
ТА МАЛОЮ ДИФУЗIЄЮ

Доведено iснування перiодичних розв’язкiв автономної параболiчної системи диференцi-
альних рiвнянь iз запiзненням та малою дифузiєю на колi. Вивчено питання iснування та
стiйкостi бiжучих хвиль, одержано бiфуркацiйнi рiвняння.

We prove the existence of periodic solutions in autonomous parabolic system of differential
equations with retarded argument and small diffusion on the circle. We consider the problem of
the existence and stability of traveling waves. We obtain the bifurcation equations.

Питання стiйкостi та бiфуркацiї розв’яз-
кiв диференцiально-функцiональних рiв-
нянь, параболiчних та гiперболiчних систем
з перетвореним аргументом розглядалися,
зокрема, в [1 – 5]. У цiй статтi дослiдже-
но iснування та стiйкiсть як завгодно ве-
ликого скiнченного числа циклiв параболi-
чної системи iз запiзненням та малою дифу-
зiєю. Подiбнi задачi для диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними вивчалися
у працях [6 – 8] та iн.

1. Перiодичнi режими та їх стiй-
кiсть. Нехай Rn – n-вимiрний простiр з нор-
мою |u| =

√
u2
1 + ...+ u2

n, C = C[−∆, 0] –
простiр неперервних функцiй iз значеннями
в Rn з нормою ||φ|| = sup

−∆≤θ≤0
|φ(θ)|. Позначи-

мо через ut – елемент простору C, заданий
функцiєю ut(θ, x) = u(t+ θ, x), −∆ ≤ θ ≤ 0.

Розглянемо параболiчну систему iз запi-
знюючим аргументом та малою дифузiєю

∂u

∂t
= εD

∂2u

∂x2
+ L(ε)ut + f(ut, ε) (1)

i перiодичною умовою

u(t, x+ 2π) = u(t, x), (2)

де ε – малий додатний паpаметp, u ∈ Rn,
L(ε) : C → Rn – лiнiйний неперервний опе-
ратор, f : C×[0, ε0) → Rn, f(φ, ε) = O(||φ||2)
при ||φ|| → 0, оператор f п’ять раз неперерв-
но диференцiйовний вiдносно своїх аргумен-
тiв. Припустимо, що нульовий розв’язок рiв-
няння (1) при ε = 0 асимптотично стiйкий.

Поряд з (1) розглянемо лiнiйнi рiвняння

∂ũ

∂t
= L(ε)ũt, (3)

∂ũ

∂t
= L(0)ũt. (4)

Згiдно з теоремою Рiсса оператор L(ε) мо-
жна зобразити у виглядi iнтеграла Стiлтьє-
са

L(ε)φ =

0∫
−∆

[dη(θ, ε)]φ(θ),

де матриця η(θ, ε) має обмежену варiацiю
вiдносно θ. Нехай η(θ, ε) двiчi неперервно
диференцiйовна вiдносно ε. Характеристи-
чне рiвняння для рiвняння (3) має вигляд

detΛε(λ) = 0, Λε(λ) = λI −
0∫

−∆

eλθdη(θ, ε),

(5)
де I – одинична матриця. Припустимо, що
рiвняння (5) має одну пару коренiв вигляду
ξ(ε) ± iζ(ε), ξ(0) = 0, ξ′(0) > 0, ζ(0) > 0, а
iншi коренi лежать у пiвплощинi Reλ ≤ λ0 <
0.

Рiвняння (1) можна записати у виглядi

∂u

∂t
= L(0)ut + F (ut, ε), (6)

де F (ut, ε) = εD
∂2u

∂x2
+ L(ε)ut − L(0)ut +

f(ut, ε). Позначимо через ũt(φ) розв’язок

48 Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 2.



рiвняння (4) з початковою функцiєю φ ∈
C. Визначимо оператор зсуву за розв’язка-
ми рiвняння (4) спiввiдношенням T (t)φ =
ũt(φ). Сiм’я {T (t), t ≥ 0} утворює силь-
но неперервну пiвгрупу. Твiрний оператор
пiвгрупи є оператором диференцiювання

Aφ(θ) =
dφ(θ)

dθ
, −∆ ≤ θ ≤ 0, з областю ви-

значення

D(A) = {φ ∈ C,
dφ

dθ
∈ C,

dφ(0)

dθ
= L(0)φ}.

Позначимо через P власний пiдпростiр
в C, породжений розв’язками рiвняння (4),
що вiдповiдають кореням ±iζ(0). Розкладе-
мо простiр C в пряму суму C = P⊕Q. Нехай
Φ = Φ(θ) – базис в P. Розглядаючи спряже-
не до (4) рiвняння, можна аналогiчно визна-
чити функцiю Ψ = Ψ(θ), 0 ≤ θ ≤ ∆. Тодi
кожний елемент ut ∈ C можна зобразити у
виглядi ut = Φy(t) + zt, де y(t) = (Ψ, ut),
zt = ut − Φy(t), y(t) ∈ R2, zt ∈ Q, (Ψ, ut) –
деякий бiлiнiйний функцiонал. Рiвняння (1)
еквiвалентне системi рiвнянь [1, 2]:

∂y

∂t
= By +Ψ(0)F (Φy + zt, ε),

zt = T (t− σ)zσ +

t∫
σ

T (t− s)XQ
0 F (Φy(s)+

+zs, ε)ds.

Тут XQ
0 – проекцiя на пiдпростiр Q функцiї

X0(θ) = 0, −∆ ≤ θ < 0, X0(0) = I,

B =

(
0 ζ(0)

−ζ(0) 0

)
.

Аналогiчно [2] можна довести iснування
функцiї g : R2 × [0, ε0) → Q, що задоволь-
няє умови g(0, ε) = 0, ||g(y, ε) − g(y′, ε)|| ≤
1

2
|y−y′| i такої, що множина Sε = {(φ, ε)|ε ∈

[0, ε0), φ = Φy+ϑ, y ∈ R2, ϑ = g(y, ε), ϑ ∈ Q}
є локальним iнтегральним многовидом рiв-
няння (6). Функцiя g(y, ε) буде чотири ра-
зи неперервно диференцiйовною вiдносно y.
Поведiнка розв’язкiв рiвняння (6) на iнте-
гральному многовидi Sε описується рiвнян-
ням

∂v

∂t
= Bv +Ψ(0)F (Φv + g(v, ε), ε), (7)

де v =

(
v1
v2

)
. Для кожного розв’язку ut =

Φy(t) + zt рiвняння (6) iснує розв’язок χt =
Φv(t)+g(v(t), ε), що належить Sε i такий, що
правильна оцiнка

||ut − χt|| ≤ Ke−νt, K > 0, ν > 0.

У рiвняннi (7) збережемо в лiнiйних до-
данках члени порядку O(ε). Тодi одержимо
рiвняння

∂v

∂t
= Bv + εΨ(0)DΦ(0)

∂2v

∂x2
+ εΨ(0)×

×L′(0)Φv +Ψ(0)f(Φv + g(v, ε), ε). (8)

Перейшовши до комплексних змiнних w =
v1 + iv2, w = v1 − iv2, одержимо рiвняння
вигляду

∂w

∂t
= ε(γ+iδ)

∂2w

∂x2
+ε(γ1+iδ1)

∂2w

∂x2
−iζ(0)w+

+ε(α+ iβ)w+ε(α1+ iβ1)w+W (w,w, ε), (9)

де

(γ + iδ)w + (γ1 + iδ1)w = (1, i)Ψ(0)DΦ(0)v,

(α + iβ)w + (α1 + iβ1)w = (1, i)Ψ(0)×
×L′(0)Φv, α = ξ′(0), β = ζ ′(0),

W (w,w, ε) = (1, i)Ψ(0)f(Φv + g(v, ε), ε).

Перетворимо рiвняння (9) за допомогою
пiдстановки

w = s+ V2(s, s) + V3(s, s), (10)

де V2 i V3 – форми вiдповiдно другого i тре-
тього порядку. Перетворення (10) можна пi-
дiбрати так, що рiвняння для s набере ви-
гляду

∂s

∂t
= ε(γ + iδ)

∂2s

∂x2
+ ε(γ1 + iδ1)

∂2s

∂x2
− iζ(0)s+

+ε(α+ iβ)s+ ε(α1+ iβ1)s+(d0+ ic0)s
2s+ . . .

(11)
Тут у лiнiйних доданках збережено члени
порядку O(ε), а в нелiнiйних – O(1).

Дослiдимо iснування i стiйкiсть хвильо-
вих розв’язкiв задачi (1), (2). Розв’язок рiв-
няння (11) будемо шукати у виглядi бiжучої
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хвилi s = θ(y), y = σt + x, де функцiя θ(y)
має перiод 2π. Тодi одержимо рiвняння

σ
dθ

dy
= ε(γ+ iδ)

d2θ

dy2
+ ε(γ1+ iδ1)

d2θ

dy2
− iζ(0)θ+

+ε(α+ iβ)θ+ ε(α1+ iβ1)θ+(d0+ ic0)θ
2θ+ . . .

Це рiвняння замiною
dθ

dy
= θ1 зведемо до ви-

гляду

dθ

dy
= θ1, σθ1 = ε(γ + iδ)

dθ1
dy

+ ε(γ1+

+iδ1)
dθ1
dy

− iζ(0)θ + ε(α + iβ)θ + ε(α1+

+iβ1)θ + (d0 + ic0)θ
2θ + . . . . (12)

Iнтегральний многовид системи (12) мо-
жна зобразити у виглядi

θ1 = −ζ(0)

σ
iθ+

ε

σ

[
− ζ2(0)

σ2
(γ + iδ)θ− ζ2(0)

σ2
×

×(γ1 + iδ1)θ + (α + iβ)θ + (α1 + iβ1)θ

]
+

+
d0 + ic0

σ
θ2θ + . . . .

Тут в лiнiйних доданках збережено члени
порядку O(ε), а в нелiнiйних – O(1). Рiвня-
ння на цьому многовидi набере вигляду

dθ

dy
= −ζ(0)

σ
iθ+

ε

σ

[
− ζ2(0)

σ2
(γ+ iδ)θ− ζ2(0)

σ2
×

×(γ1 + iδ1)θ + (α + iβ)θ + (α1 + iβ1)θ

]
+

+
d0 + ic0

σ
θ2θ + . . . .

У цьому рiвняннi зробимо замiну θ =

p exp

(
−ζ(0)

σ
iy

)
i усереднимо одержане рiв-

няння вiдносно y [9]. Тодi одержимо авто-
номне рiвняння вигляду

dp

dy
=

ε

σ

[
−ζ2(0)

σ2
(γ + iδ)p+ (α + iβ)p

]
+

+
d0 + ic0

σ
p2p. (13)

Перейшовши у рiвняннi (13) до полярних
координат p = r exp(iφ), отримаємо рiвня-
ння

dr

dy
= −ε

ζ2(0)γ

σ3
r + ε

α

σ
r +

d0
σ
r3. (14)

Нехай виконуються нерiвностi γ > 0, d0 <
0, ασ2 > ζ2(0)γ. Тодi рiвняння (14) має ста-
цiонарний розв’язок

r =
√
εR0, R0 =

√(
α− ζ2(0)γ

σ2

)
|d0|−1,

отже, перiодичний розв’язок системи (12)

має вигляд θ =
√
εR0 exp

(
−ζ(0)

σ
iy

)
+O(ε),

θ1 =
dθ

dy
. Враховуючи, що функцiя θ повинна

мати перiод 2π, одержуємо σ = −ζ(0)

n
+O(ε),

n = ±1,±2, . . ., отже, перiодичний розв’язок
рiвняння (11) має вигляд

sn = sn(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+ nx)),

(15)

де rn =
√

(α− n2γ) |d0|−1, χn(ε) = −ζ(0) +
εβ + εc0r

2
n − εδn2. Звiдси одержимо перiоди-

чний розв’язок задачi (1), (2)

un = un(t, x) =
√
εrn cos(χn(ε)t+ nx). (16)

Рiвняння у варiацiях в околi розв’язку
(15) рiвняння (11) має вигляд

∂v

∂t
= −iζ(0)v + ε(γ + iδ)

∂2v

∂x2
+ ε(γ1+

+iδ1)
∂2v

∂x2
+ ε(α + iβ)v + ε(α1 + iβ1)v+

+(d0 + ic0)(2εr
2
nv + s2nv).

Зробивши замiну v = w exp(iχn(ε)t) i усере-
днивши одержане рiвняння вiдносно t, одер-
жимо рiвняння

∂w

∂t
= ε[(γ + iδ)

∂2w

∂x2
+ (α + iδn2 + d0r

2
n)w+

+(d0 + ic0)r
2
n(w + w exp(2inx))]. (17)
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Розв’язок рiвняння (17) будемо шукати у
вигляду ряду Фур’є в комплекснiй формi

w(t, x) =
∞∑

k=−∞

yk(t) exp(ikx),

w(t, x) =
∞∑

k=−∞

vk(t) exp(ikx). (18)

Пiдставляючи (18) в (17) i зрiвнюючи кое-
фiцiєнти при exp(ikx), одержимо рiвняння
вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є

dyk+n

dt
= ε[(α+ iδn2 + d0r

2
n)yk+n − (γ+ iδ)(k+

+n)2yk+n + (d0 + ic0)r
2
n(yk+n + vk−n)]. (19)

Аналогiчно пiдставляючи (18) у спряжене
до (17) рiвняння, одержимо

dvk−n

dt
= ε[(α− iδn2+ d0r

2
n)vk−n− (γ− iδ)(k−

−n)2vk−n + (d0 − ic0)r
2
n(vk−n + yk+n)]. (20)

Стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (1),
(2) визначається стiйкiстю системи (19), (20)
з параметром k ∈ Z. У системi (19), (20) зро-
бимо замiну yk+n = zk+n exp(2iδkn), vk−n =
wk−n exp(2iδkn). Тодi одержимо лiнiйну си-

стему з матрицею εA =

(
εa11 εa12
εa21 εa22

)
.

Оскiльки α − γn2 = −d0r
2
n, то матриця A

має нульове власне значення при k = 0.
Оскiльки сума дiагональних елеменетiв ма-
трицi A вiд’ємна, a = a11 + a22 < 0, то
для орбiтальної експоненцiальної стiйкостi
хвильового розв’язку un(t, x) необхiдно i до-
сить, щоб при k ̸= 0 виконувалась умова
a2c > f 2, де c = Re(det(A)), f = Im(det(A)),
f = 4γkn(c0r

2
n − δk2), тобто

(d0r
2
n − γk2)2(γ2k2 + δ2k2 − 2γd0r

2
n−

−4γ2n2 − 2δc0r
2
n) > 4γ2n2(c0r

2
n − δk2)2. (21)

Тому правильне наступне твердження.
Теорема 1. Нехай γ > 0, d0 < 0 i для де-

якого цiлого n виконується нерiвнiсть α >
γn2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при
0 < ε < ε0 задача (1), (2) має перiодичнi вiд-
носно t розв’язки (16), де n ∈ Z. Цi розв’яз-
ки експоненцiально орбiтально стiйкi тодi

i тiльки тодi, коли виконується умова (21)
при всiх k ∈ Z, k ̸= 0.

Для наближеного знаходження циклiв
задачi (1), (2) досить обмежитися членами
другого i третього порядку розкладу фун-
кцiї Ψ(0)f(Φv + g(v, 0), 0) в ряд за степеня-
ми v. А для цього досить визначити члени
другого порядку в розкладi функцiї g(v, 0).
Перше наближення функцiї g(v, 0) має ви-
гляд

g1(v, 0) =

0∫
−∞

T (−s)XQ
0 f(Φe

Bsv, 0)ds.

Зобразимо функцiю f(Φy, 0) у виглядi
f(Φy, 0) = c1y

2
1 + c2y1y2 + c3y

2
2 + O(|y|3). То-

дi знаходження функцiї g1(v, 0) зводиться до
обчислення iнтеграла

z =

0∫
−∞

T (−s)XQ
0 e

iωsds,

де ω ∈ {0, 2ζ(0),−2ζ(0)}. Зауважимо, що iн-
теграл z збiжний.

Теорема 2 [10]. При довiльних дiйсних
ω функцiя z(θ) належить Q

∩
D(A) i вико-

нується рiвнiсть

iωz − Az = XQ
0 . (22)

Для знаходження z потрiбно розв’язати
рiвняння (22) вiдносно z. Це рiвняння рiв-
носильне такiй системi

dz(θ)

dθ
−iωz(θ) = −XQ

0 (θ), −∆ ≤ θ < 0, (23)

0∫
−∆

[dη(θ, 0)]z(θ)− iωz(0) = −XQ
0 (0). (24)

Можна показати [10], що система (23), (24)
має єдиний розв’язок.

2. Бiфуркацiйнi рiвняння для зада-
чi про iнварiантнi тори. Нехай тепер рiв-
няння (5) має простi коренi ξm(ε) ± iζm(ε),
ξm(0) = 0, ξ′m(0) > 0, ζm(0) > 0, m ∈
{1, . . . , p}, а решта коренiв лежать у пiвпло-
щинi Reλ ≤ λ0 < 0. У цьому випадку вла-
сний пiдпростiр P буде мати розмiрнiсть 2p,
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причому iснує iнтегральний многовид Sε =
{(φ, ε)| ε ∈ [0, ε0), φ = Φy + ϑ, y ∈ R2p,
ϑ = g(y, ε), ϑ ∈ Q} рiвняння (6). Тодi рiвня-
ння на многовидi зводиться до вигляду (8),
де v ∈ R2p, а матриця B має власнi значе-
ння ±iζm(0), m ∈ {1, . . . , p}. За допомогою
невиродженого перетворення T матрицю B
можна звести до вигляду B = TGT−1, де G –
дiагональна матриця з елементами ±iζm(0)
на головнiй дiагоналi. Зробивши в системi
(8) замiну v = Tw, одержимо систему

∂w

∂t
= Gw + εT−1Ψ(0)DΦ(0)T

∂2w

∂x2
+

+εT−1Ψ(0)L′(0)ΦTw + T−1Ψ(0)f(ΦTw+

+g(Tw, ε), ε). (25)

Нехай виконується умова A:

n1ζ1(0) + · · ·+ npζp(0) ̸= 0

при 0 < |n1|+ · · ·+ |np| < 6,

де n1, . . . , np – цiлi.
Перетворимо систему (25) за допомогою

пiдстановки

w = s+
4∑

i=2

Wi(s, s, ε), (26)

де W2, W3, W4 – форми вiдповiдно другого,
третього i четвертого порядку. Перетворен-
ня (26) можна пiдiбрати так, що рiвняння
для s та s набудуть вигляду [6, 9]

∂s

∂t
= Gs+ εT−1Ψ(0)DΦ(0)T

∂2s

∂x2
+

+εT−1Ψ(0)L′(0)ΦTs+ S(s, s, ε) +O(|s|5),
(27)

де S(s, s, ε) – вектор-функцiя з елементами

Sm = sm

p∑
j=1

amj(ε)sjsj. У рiвняннi (27) зро-

бимо замiну s = exp(Gt)χ i усереднимо одер-
жане рiвняння вiдносно t. Тодi отримаємо
рiвняння

∂χ

∂t
= εH

∂2χ

∂x2
+ εJχ+ S(χ, χ, ε) +O(|χ|5),

(28)

де H та J – дiагональнi матрицi з дiаго-
нальними елементами hm та jm вiдповiдно.
Розв’язок рiвняння (28) будемо шукати у
вигляду ряду Фур’є в комплекснiй формi.
Якщо в рiвняннi для кофiцiєнтiв Фур’є пе-
рейти до полярних координат, то отримаємо
бiфуркацiйнi рiвняння вигляду B(ε)r2+εΘ−
εn2Γ = 0, де n ∈ Z, Θ та Γ – вектори з еле-
ментами Re jm та Rehm вiдповiдно, B(ε) –
матриця з елементами Reamj, r2 – шуканий
вектор з елементами r2j . Якщо iснує розв’я-
зок бiфуркацiйного рiвняння, то iснує iнва-
рiантний тор задачi (1), (2).
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