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ФЛУКТУАЦIЇ АСИМПТОТИЧНО ДИСИПАТИВНОГО ПРОЦЕСУ З
МАРКОВСЬКИМИ ПЕРЕКЛЮЧЕННЯМИ

В роботi розглянуто флуктуацiї асимптотично дисипативного процесу з марковськими пе-
реключеннями в схемi дифузiйної апроксимацiї в умовах балансу на сингулярне збурення
через малий параметр серiй. Умова балансу є ключовою для отримання граничного гене-
ратора при розв’язуванi проблеми сингулярного збурення. Достатнi умови дисипативностi,
отриманого граничного дифузiйного процесу, сформульованi в термiнах властивостей фун-
кцiї Ляпунова усередненої за стацiонарним розподiлом марковського процесу переключень
системи. Отримано граничний генератор флуктуацiй системи.

In the article we conside fluctuations of an asymptotic dissipative process with Markov switching
in the diffusion approximation scheme under balance conditions on singular perturbation by a
small series parameter. The balance condition is crucial for obtaining of a limiting generator in
the solution of the singular perturbation problem. Sufficient conditions for the dissipativity of
obtaining of limiting diffusion process are formulated in terms of Lyapunov function of the system.
The Lyapunov function is averaged over the stationary distribution of Markov switching process.
The limited generator of system fluctuations was obtained.

Вступ
Дисипативнiсть, як асимптотична вла-

стивiсть вихiдного процесу детермiнованих
та випадкових систем з адитивним випад-
ковим збуренням, розглядалась в роботах
Хасмiнського Р.З.[1], Мазурова О.Ю.[2], Са-
мойленка А.М. i Станжицького[3], Brogliato
B.[4], тощо. Зокрема, в [1, §4] дисипатив-
нiсть визначається як обмеженiсть розв’яз-
ку стохастично диференцiального рiвняння
за ймовiрнiстю рiвномiрно по t.

В роботi Королюка В.С. та Limnios N.[5]
встановлено асимптотичну дифузiйнiсть ви-
падкової еволюцiї в схемi дифузiйної апро-
ксимацiї з марковськими переключеннями.

Флуктуацiї асимптотичного дифузiйного
процесу з марковськими переключеннями
розглядалися в роботi Чабанюка Я.М., Ко-
ролюка В.С. та Limnios N.[6].

В роботi [7] було встановлено асимпто-
тичну дисипативнiсть випадкової еволюцiї з
марковськими збуреннями.

Асимптотична нормальнiсть процедури
стохастичної апроксимацiї з марковськими
переключеннями розглядалася в [8].

Встановлення властивостей флуктуацiй
випадкових процесiв вiдносно усереднень є

одним з головних завдань дослiджень ви-
падкових процесiв, зокрема i дисипативних.

В данiй роботi отримано граничний гене-
ратор флуктуацiй асимптотично дисипатив-
ної системи вiдносно граничного детермiно-
ваного процесу. Властивостi функцiї Ляпу-
нова даного процесу зумовлюють дисипа-
тивнiсть граничної еволюцiї.

1. Формулювання задачi
Стохастична система визначена розв’яз-

ком еволюцiйного рiвняння[6]

duε/dt = C(uε(t), x(t/ε4))+
+ε−1C0(u

ε(t), x(t/ε4)),
(1)

де uε(t) - випадкова еволюцiя, t ≥ 0;
C0(u, ·)∈C3(R) - сингулярне збурення фун-
кцiї регресiї C(u, ·) ∈ C2(R); x(t) - марков-
ський процес в фазовому просторi станiв
(X,X) зi стацiонарним розподiлом π(B), де
B∈X.

Генератор марковського процесу визна-
чається рiвнiстю[5]

Qφ(x) = q(x)
∫
X

Q(x, dy)[φ(y)− φ(x)],

φ ∈ B(X),
(2)

де B(X) - банаховий простiр дiйсних обме-
жених функцiй з супремум-нормою ∥φ∥ =
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= sup
x∈X

|φ(x)|.

Для генератора Q визначено потенцiал

R0 = Π− (Π + Q)−1,

де Πφ(x) =
∫
X

π(dy)φ(y) - проектор на нуль-

простiр NQ = {φ : Qφ = 0} оператора Q.
Усереднена система задається розв’язком

рiвняння
dû

dt
= â(û), (3)

де

â(u) = ΠC0(u, x)R0C
′

0(u, x) + ΠC(u, x). (4)

Нехай також виконується умова балансу∫
X

π(dx)C0(u, x) = 0. (5)

Флуктуацiї системи (1) визначенi спiввiд-
ношенням

vε(t) = ε−1[uε(t)− û(t)]. (6)

2. Асимптотична дисипативнiсть ви-
хiдного процесу

Система (1) розглядається в умовах
асимптотичної дисипативностi, що мають
вигляд[7]

|C0(u, x)R0[L̃(u, x)V
′(u)]′| < M1V (u);

|C(u, x)R0[C0(u, x)V
′(u)]′| < M2V (u);

|C(u, x)R0[L̃(u, x)V
′(u)]′| < M3V (u);

a(u)V ′(u) < −c1V (u);

sup
u∈Rd

∥ σ(u) ∥< c2,

де V (u) ∈ C3(Rd)− функцiя Ляпунова си-
стеми (3) i c1 > 0, c2 > 0 i Mi > 0, i = 1, 4.

Функцiя L̃(u, x)V ′(u) має вигляд

L̃(u, x)V ′(u) =

= [a(u)−C0(u, x)R0C
′
0(u, x)−C(u, x)]V ′(u)+

+ [B(u)/2− C0(u, x)R0C0(u, x)]V
′′(u).

Коефiцiєнт граничної дифузiї σ(u) визна-
чається зi спiввiдношення

σ(u)σ∗(u) = B(u),

де

B(u) = 2

∫
X

C0(u, x)R0C0(u, x)π(dx). (7)

3. Асимптотика флуктуацiй дисипа-
тивної системи

Теорема. За умови балансу (5) має мiсце
слабка збiжнiсть

vε(t) → ξ(t), ε → 0.

Граничний процес ξ(t), û(t), t ≥ 0 визна-
чається генератором

Lφ(v, w) = c1(w)φ
′
w(v, w)+

+c2(v, w)φ
′
v(v, w) +

1
2
B(w)φ

′′
v(v, w)

(8)

на тест-функцiях φ(v, w) ∈ C3,3(Rd×Rd), де

c1(w) =

∫
X

π(dx)C(w, x), (9)

c2(v, w) = v

∫
X

π(dx)C
′
(w, x). (10)

Зауваження 1. З умов асимптоти-
чної дисипативностi вихiдної системи слi-
дує асимптотична дисипативнiсть флуктуа-
цiй системи.

Доведення теореми базується на насту-
пних результатах.

Лема 1. Генератор трьохкомпонентного
марковського процесу

vε(t), û(t), x(t/ε4), t ≥ 0

має представлення

Lε(x)φ(v, w, x) = ε−4Qφ(v, w, x)+

+ε−2C̃0(x)φ(v, w, x)+

+ε−1C̃(x)φ(v, w, x) + Awφ(v, w, x),

(11)

де

C̃0(x)φ(v, w, x) = C0(w + εv, x)φ
′

v(v, w, x),

C̃(x)φ(v, w, x) =

= [C(w + εv, x)− â(w)]φ
′

v(v, w, x),

Awφ(v, w, x) = â(w)φ
′

w(v, w, x).
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Доведення. Нехай vε(t) = vt, û(t) = wt,
x(t/ε4) = xt. Обчислимо умовне математи-
чне сподiвання

E[φ(vt+△t, wt+△t, xt+△t)− φ(vt, wt, xt)|vε(t) =

= vt, û(t) = wt, x(t/ε
4) = xt] =

= E[φ(vt+△t, wt+△t, xt+△t)−

−φ(vt+△t, wt, xt+△t)]+

+E[φ(vt, wt, xt+△t)− φ(vt, wt, xt)]+

+E[φ(vt+△t, wt, xt+△t)− φ(vt, wt, xt+△t)].

Розкладемо E[φ(vt+△t, wt+△t, xt+△t)] вiд-
носно другої компоненти за формулою Тей-
лора

E[φ(vt+△t, wt+△t, xt+△t)] =

= E[φ(vt+△t, wt, xt+△t)]+

+E[â(w)φ
′

w(vt+△t, wt, xt+△t)△t] + o(△t).

Враховуючи розподiл часу перебуван-
ня θx в станi x та (2) для доданку
E[φ(vt, wt, xt+△t)− φ(vt, wt, xt)] отримаємо

E[φ(vt, wt, xt+△t)− φ(vt, wt, xt)] =

= E[φ(vt, wt, xt+△t)−

−φ(vt, wt, xt)][(θx > ε−4△t)+(θx ≤ ε−4△t)] =

= E[φ(vt, wt, xt+△t)−

−φ(vt, wt, xt)][ε
−4q(x)△t+ o(△t)] =

= ε−4q(x)E[φ(vt, wt, xt+△t)−φ(vt, wt, xt)]△t+

+o(△t) =

= ε−4Qφ(v, w, x)△t+ o(△t).

Пiдставимо отриманi результати в спiв-
вiдношення умовного математичного сподi-
вання

E[φ(vt+△t, wt+△t, xt+△t)− φ(vt, wt, xt)|vε(t) =

= vt, û(t) = wt, x(t/ε
4) = xt] =

= ε−4Qφ(v, w, x)△t+

+E[â(w)φ
′

w(vt+△t, wt, xt+△t)△t]+

+E[φ(vt+△t, wt, xt+△t)−φ(vt, wt, xt+△t)|vε(t) =

= vt, û(t) = wt, x(t/ε
4) = xt] + o(△t).

Розглянемо окремо останнiй доданок

E[φ(vt+△t, wt, xt+△t)− φ(vt, wt, xt+△t)|vε(t) =

= vt, û(t) = wt, x(t/ε
4) = xt] + o(△t) =

= E[φ(vt +△vt, wt, xt+△t)−
−φ(vt, wt, xt+△t)] + o(△t) =

= E[φ(vt + ε−1[△uε(t)−△û(t)], wt, xt+△t)−
−φ(vt, wt, xt+△t)] + o(△t) =

= E[φ(vt + ε−1△uε(t), wt, xt+△t)−
−ε−1φ′(vt + ε−1△uε(t), wt, xt+△t)△û(t)−

−φ(vt, wt, xt+△t)] + o(△t) =

= E[φ(vt + ε−1△uε(t), wt, xt+△t)−
−φ(vt, wt, xt+△t)]−

−ε−1E[â(w)φ
′

v(vt, wt, xt+△t)△t] + o(△t).

Враховуючи (1), маємо

E[φ(vt+△t, wt, xt+△t)− φ(vt, wt, xt+△t)|vε(t) =

= vt, û(t) = wt, x(t/ε
4) = xt] =

= E[φ(vt + ε−1(C(uε(t), xt+△t)+

+ε−1C0(u
ε(t), xt+△t)), wt, xt+△t)−

−φ(vt, wt, xt+△t)]−

−ε−1E[â(w)φ
′

v(vt, wt, xt+△t)△t] + o(△t) =

= ε−1E[C(uε(t), xt+△t)+

+ε−1C0(u
ε(t), xt+△t)φ

′

v(vt, wt, xt+△t)|vε(t) =
= vt, û(t) = wt, x(t/ε

4) = xt]△t−
−â(w)φ′

v(vt, wt, xt+△t)△t+ o(△t).

З означення генератора

Lεφ(v, w, x) =

= lim
△t→0

1

△t
E[φ(vt+△t, wt+△t, xt+△t)−

−φ(vt, wt, xt)|vε(t) = vt, û(t) = wt,

x(t/ε4) = xt] = ε−4Qφ(v, w, x)+

+â(w)φ
′

w(v, w, x)+

+ε−1C(w + εv, x)φ
′

v(v, w, x)+

+ε−2C0(w + εv, x)φ
′

v(v, w, x)+

+ε−1â(w)φ
′

v(v, w, x).
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Отже,

Lεφ(v, w, x) = ε−4Qφ(v, w, x)+

+ε−2C0(w + εv, x)φ
′

v(v, w, x)+

+ε−1[C(w + εv, x)− â(w)]φ
′

v(v, w, x)+

+â(w)φ
′

w(v, w, x).

Таким чином отримуємо генератор (11).
Лема 2. Генератор (11) має асимптоти-

чне представлення

Lε(x)φ(v, w, x) = ε−4Qφ(v, w, x)+
+ε−2C0(x)φ(v, w, x)+
+ε−1C2(x)φ(v, w, x)+

+C3(x)φ(v, w, x) + θε(x)φ(v, w, x),

(12)

де

C0(x)φ(v, w, x) = C0(w, x)φ
′

v(v, w, x), (13)

C2(x)φ(v, w, x) = [vC
′
0(w, x)+

+C(w, x)− â(w)]φ
′
v(v, w, x),

(14)

C3(x)φ(v, w, x) = Awφ(v, w, x)+
+v2C

′′
0 (w, x)φ

′
v(v, w, x)/2+

+vC
′
(w, x)φ

′
v(v, w, x).

(15)

Доведення. Пiдставимо розклад фун-
кцiй C(u, x) i C0(u, x) в околi точки u = w в
ряд Тейлора в (11)

Lε(x)φ(v, w, x) = ε−4Qφ(v, w, x)+

+ε−2[C0(w, x) + εvC
′

0(w, x)+

+ε2v2C
′′

0 (w, x)/2]φ
′

v(v, w, x)+

+ε−1[C(w, x) + εvC
′
(w, x)−

−â(w)]φ
′

v(v, w, x) + Awφ(v, w, x) + o(ε).

Враховуючи спiввiдношення (13)-(15),
отримаємо генератор (12).

Лема 3 Розв’язок проблеми сингулярно-
го збурення зрiзаного оператора

Lε(x)φε(v, w, x) = ε−4Qφ(v, w, x)+
+ε−2C0(x)φ(v, w, x)+
+ε−1C2(x)φ(v, w, x)+

+C3(x)φ(v, w, x)

(16)

за локальної умови балансу

ΠC0(u, x)R0C
′

0(u, x) = 0

на тест-функцiях

φε(v, w, x) = φ(v, w) + ε2φ1(v, w, x)+
+ε3φ2(v, w, x) + ε4φ3(v, w, x)

(17)

має вигляд

Lε
0(x)φ

ε(v, w, x) =

= Lφ(v, w) + εθ̂(x)φ(v, w),
(18)

де

L = ΠС0(x)R0C0(x) + ΠC3(x). (19)

Залишковий член θ̂(x) має представлення

θ̂(x) =
= C0(x)R0C2(x) + C2(x)R0C0(x)+

+εC0(x)R0L̃(x) + εC2(x)R0C2(x)+

+εC3(x)R0C0(x) + ε2C2(x)R0L̃(x)+
+ε2C3(x)R0C2(x) + ε3C3(x)R0L̃(x).

(20)

Доведення. Пiдставимо (17) в (16)

Lε(x)φε(v, w, x) = ε−4Qφ(v, w)+

+ε−2[Qφ1(v, w, x) + C0(x)φ(v, w)]+

+ε−1[Qφ2(v, w, x) + C2(x)φ(v, w)]+

+Qφ3(v, w, x) + C0(x)φ1(v, w, x)+

+C3(x)φ(v, w)+

+ε[C0(x)φ2(v, w, x) + C2(x)φ1(v, w, x)+

+εC0(x)φ3(v, w, x) + εC2(x)φ2(v, w, x)+

+εC3(x)φ1(v, w, x)+

+ε2C2(x)φ3(v, w, x) + ε2C3(x)φ2(v, w, x)]+

+ε3C3(x)φ3(v, w, x)].

Оскiльки φ(v, w) ∈ NQ, то

Qφ(v, w) = 0.

За умови балансу (5)

Qφ1(v, w, x) + C0(x)φ(v, w) = 0,

Qφ1(v, w, x) = −C0(x)φ(v, w),

φ1(v, w, x) = R0C0(x)φ(v, w). (21)

Для C2(x) виконується наступна умова

ΠC2(x) = Π[vC
′

0(w, x) + C(w, x)− â(w)] =

= vΠC
′

0(w, x) + ΠC(w, x)−
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−ΠΠC0(u, x)R0C
′

0(u, x)− ΠΠC(u, x) = 0.

Розглянемо доданок при ε−1 з урахуван-
ням останньої умови

Qφ2(v, w, x) + C2(x)φ(v, w) = 0,

φ2(v, w, x) = R0C2(x)φ(v, w). (22)

З другої умови розв’язку проблеми син-
гулярного збурення

Qφ3(v, w, x) + C0(x)φ1(v, w, x)+

+C3(x)φ(v, w) = Lφ(v, w).

Покладемо

C0(x)R0C0(x) + C3(x) = L(x).

Тодi Qφ3(v, w, x) = [L − L(x)]φ(v, w).
З умови розв’язностi

Π[L − L(x)]φ(v, w) = 0,

а отже
L = ΠL(x) =

= Π[C0(x)R0C0(x) + C3(x)] =

= ΠC0(x)R0C0(x) + ΠC3(x).

Для φ3(v, w, x) отримаємо

φ3(v, w, x) = R0L̃(x)φ(v, w), (23)

де L̃(x) = L − L(x).
Пiдставимо вирази (21)-(23) в доданок

при ε у спiввiдношення для генератора Lε(x)

C0(x)φ2(v, w, x) + C2(x)φ1(v, w, x)+

+εC0(x)φ3(v, w, x) + εC2(x)φ2(v, w, x)+

+εC3(x)φ1(v, w, x)+

+ε2C2(x)φ3(v, w, x) + ε2C3(x)φ2(v, w, x)+

+ε3C3(x)φ3(v, w, x) =

= [C0(x)R0C2(x) + C2(x)R0C0(x)+

+εC0(x)R0L̃(x) + εC2(x)R0C2(x)+

+εC3(x)R0C0(x)+

+ε2C2(x)R0L̃(x) + ε2C3(x)R0C2(x)+

+ε3C3(x)R0L̃(x)]φ(v, w),

що спiвпадає з виглядом залишкового чле-
на (20). Зважаючи на отриманi результати
генератор має вигляд (18).

Доведення теореми.
Обчислимо (19) з використанням спiввiд-

ношень (13) i (15)

Lφ(v, w) = ΠC0(x)R0C0(x)φ(v, w)+

+ΠC3(x)φ(v, w) =

= ΠC0(w, x)R0C
′

0(w, x)φ
′′

w(v, w, x)+

+ΠC(w, x)φ
′

w(v, w, x)+

+ΠC0(w, x)R0C0(w, x)φ
′′

v(v, w, x)+

+vΠC
′
(w, x)φ

′

v(v, w, x) =

= ΠC(w, x)φ
′

w(v, w, x)+

+ΠC0(w, x)R0C0(w, x)φ
′′

v(v, w, x)+

+vΠC
′
(w, x)φ

′

v(v, w, x).

Враховуючи вирази (7),(9) та (10), маємо
генератор вигляду (8).

Далi необхiдно отримати обмеженiсть за-
лишкового члена (20). Така обмеженiсть
випливає з умов асимптотичної дисипа-
тивностi. Зокрема, обмеженiсть доданку
C0(x)R0L̃(x) на тест-функцiях φ(v, w) слi-
дує з першої умови асимптотичної диси-
пативностi вихiдного процесу. Аналогiчно
отримаємо обмеженiсть усiх доданкiв зали-
шкового члена θ̂(x).

Отже, за Модельною граничною теоре-
мою Королюка, отримуємо збiжнiсть проце-
су[5, с.197].

Таким чином, достатнi умови асимптоти-
чної дисипативностi вихiдного процесу ви-
значають вигляд граничного процесу флу-
ктуацiй.

Висновок
Флуктуацiї процесу розглянуто в схемi

дифузiйної апроксимацiї з малим параме-
тром серiй. Достатнiми умовами iснуван-
ня асимптотичного представлення генерато-
ра трьохкомпонентного марковського про-
цесу є глобальна та локальна умови балансу.
Встановлений вигляд флуктуацiй дозволяє
побудувати стохастичний дифузiйний про-
цес. В окремих випадках отримаємо про-
цес Орнштейна-Уленбека для опису таких
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флуктуацiй. Отриманий результат може бу-
ти використаний при встановленнi оцiнок та
швидкостей збiжностi вихiдного процесу до
асимптотично дисипативного.
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