
УДК 517.51

c⃝2015 р. М.В. Працьовитий, I.В. Замрiй

Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова

НЕПЕРЕРВНI ФУНКЦIЇ, ЯКI ЗБЕРIГАЮТЬ ЦИФРУ 1 Q3 –
ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЛА

Робота присвячена вивченню класу неперервних на вiдрiзку [0; 1] функцiй, якi зберiгають
цифру 1 у трисимвольному Q3 – зображеннi числа, що є узагальненням класичного трiйкового

зображення: x =
∞∑
k=1

3−kαk(x) ≡ ∆3
α1α2...αn..., де αn(x) ∈ A3 ≡ {0, 1, 2}. А саме: функцiям виду

f(∆Q3
α1α2...αn...) = ∆Q3

γ1γ2...γn..., де αn, γn ∈ A3,

∆Q3
α1α2...αn... ≡ βα1(x) +

∞∑
k=2

βαk(x)

k−1∏
j=1

qαj(x)


i при цьому γn = γn(α1(x), α2(x), . . . , αn(x)), але γn = 1 тодi i тiльки тодi, коли αn = 1.

Встановлено, що множина таких функцiй є злiченною, а її представники мають не бiльше
двох нескiнченних рiвнiв, причому жодного континуального. Доведено, що сiм’ї функцiй, якi
мають один або два нескiнченнi рiвнi є злiченними.

Для окремих функцiй, графiки яких мають нетривiальну групу «симетрiй», знайдено «ана-
лiтичне задання», описано структурнi, структурно-подiбнi, варiацiйнi та iнтегральнi власти-
востi.

In the paper we consider the class of continuous on [0, 1] functions preserving digit 1 in
three-symbol Q3-representation of a number. This representation generalizes the classical ternary

representation: x =
∞∑
k=1

3−kαk(x) ≡ ∆3
α1α2...αn..., where αn(x) ∈ A3 ≡ {0, 1, 2}. Namely we study

functions of the form

f(∆Q3
α1α2...αn...) = ∆Q3

γ1γ2...γn..., where αn, γn ∈ A3,

∆Q3
α1α2...αn... ≡ βα1(x) +

∞∑
k=2

βαk(x)

k−1∏
j=1

qαj(x)


and γn = γn(α1(x), α2(x), . . . , αn(x)) but γn = 1 if and only if αn = 1.

We prove that the set of such functions is countable, and any function does not have continuum
level sets and has at most two countable level sets. Families of functions having one or two infinite
level sets are countable.

For some functions such that their graphs have non-trivial group of «symmetries», «analytic
definition» is found and structural, structural similar, variational and integral properties are descri-
bed.

1. Вступ

В останнiй час у конструктивнiй теорiї непе-
рервних функцiй зi складними локальними
властивостями [4, 5, 14, 20, 21, 23, 24] ши-
роко використовуться рiзнi системи зобра-
ження дiйсних чисел як зi скiнченним [6],
так i з нескiнченним алфавiтом [1, 11]. Для
їх теоретичного аналiзу застосовуються як

класичнi (традицiйнi [17]) засоби так i за-
соби метричної та ймовiрнiсної теорiї чисел
[15, 18], ергодичної теорiї [8, 12], а також тео-
рiї фракталiв (фрактальної геометрiї [11] та
фрактального аналiзу [5, 20, 29]). При цьому
плiдними є iдеї самоподiбностi, самоафiнно-
стi, автомодельностi [28] тощо.

У данiй роботi ми звертаємо увагу на не-
перервнi функцiї, що «зберiгають цифру 1»
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у трисимвольному самоподiбному кодуван-
нi (зображеннi) числа, значна частина яких
має «сингулярнi» властивостi.

Iнтерес до об’єктiв, що розглядаються ви-
ник на основi загального iнтересу до фун-
кцiй зi «складною» локальною структурою
та неоднорiдною поведiнкою, зокрема сингу-
лярних функцiй [1, 2, 3, 7, 9, 10](неперерв-
них функцiй, похiдна яких майже скрiзь у
розумiннi мiри Лебега дорiвнює нулю), фун-
кцiй, що зберiгають частоти цифр та середнє
значення цифри [16] у тих чи iнших зобра-
женнях та iн.

Розглядаються визначенi на [0; 1] непе-
рервнi функцiї, якi тiсно пов’язанi з трiйко-
вим зображенням чисел

x =
α1

3
+
α2

32
+ . . .+

αn
3n

+ . . . ≡ ∆3
α1α2...αn...

i означуються в термiнах його узагальнення
— Q3 – зображення [20, 29]. Останнє визна-
чається трiйкою додатних чисел (q0, q1, q2)
таких, що q0+ q1+ q2 = 1, i розкладом числа

x = βα1(x)+
∞∑
k=2

[
βαk(x)

k−1∏
j=1

qαj(x)

]
≡ ∆Q3

α1α2...αn...,

де β0 = 0, β1 = q0, β2 = q0 + q1 i αn = αn(x)
– елементи трисимвольного алфавiту A3 =
{0, 1, 2}.

Зазначимо, що при q0 = q1 = q2 =
1
3
Q3 –

зображення є класичним трiйковим.
Зауважимо, що всi числа за виключенням

злiченної множини мають єдине Q3 – зобра-
ження. Два зображення мають лише числа
виду

∆Q3

c1...cm−1cm(0) = ∆Q3

c1...cm−1[cm−1](2),

де у круглих дужках позначається перiод
у Q3− зображеннi числа, якi називаються
Q3−рацiональними. Решту чисел, тобто тi,
що мають єдине Q3 – зображення, назива-
ють Q3 – iррацiональними.

Означення 1. Якщо у Q3 – зображен-
нi (зокрема класичному трiйковому) аргу-
мента x = ∆Q3

α1α2...αn... i значення функцiї
y = f(x) = ∆Q3

γ1γ2...γn...
цифра 1 знаходиться

на тих самих мiсцях, тобто γn = 1 тодi i

тiльки тодi, коли αn = 1, то казатимемо,
що функцiя f зберiгає цифру 1.

Тривiальним прикладом функцiї, що за-
довольняє це означення є функцiя f(x) = x.
Iншим прикладом такої функцiї є iнверсор —
неперервна функцiя I з неоднорiдними ди-
ференцiальними властивостями [13, 22, 25],
яка означується рiвнiстю

I(∆Q3
α1α2...αn...) = ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]...
.

Вона тiсно пов’язана з функцiєю розподiлу
випадкової величини з незалежними одна-
ково розподiленими цифрами Q3 – зображе-
ння [13], а саме: I(x) = 1 − Fξ(x), де Fξ(x)
— функцiя розподiлу випадкової величини
ξ = ∆Q3

ξ1ξ2...ξn...
, Q3-цифри ξ1, ξ2, ..., ξn, ... якої

утворюють послiдовнiсть незалежних одна-
ково розподiлених випадкових величин, якi
набувають значень 0, 1, 2 з ймовiрностями
q2, q1, q0 вiдповiдно [19, 26, 27].

Твердження [2]. Iнверсор I має насту-
пнi властивостi:

(1) вiн є коректно визначеною неперерв-
ною монотонною функцiєю, причому сингу-
лярною, якщо q0 ̸= q2;

(2) його графiк ΓI = {(x, I(x)) : x ∈ [0, 1]}
є самоафiнною множиною, а саме:

ΓI =
2∪
i=0

ϕi(ΓI) ≡ ϕ(ΓI),

де ϕi — афiнне перетворення, таке що

ϕi :

{
x′ = qix+ βi,

y′ = −q[2−i]y + β[3−i], i ∈ A3;

(3) має мiсце рiвнiсть:

1∫
0

I(x) dx =
2q0q1 + q20

1− 2q0q1 − q21
.

Лема 1. Множина всiх функцiй, якi зберi-
гають цифру 1 є континуальною. Дове-
дення. Для однозначного коректного озна-
чення функцiї вимагається довизначити ко-
жну з цифр γ1, γ2, ..., γn, ... Q3-зображення
значення функцiї. При цьому для кожної ци-
фри iснує принаймнi 2 альтернативи. Тому
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взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж мно-
жиною таких функцiй i [0;1] легко встанов-
люється через класичне двiйкове зображен-
ня чисел.

2. Клас неперервних функцiй,
що зберiгають цифру 1

Далi розглядаються неперервнi на вiдрiзку
[0; 1] функцiї f , визначенi рiвнiстю

y = f(x) = f(∆Q3
α1α2...αn...) = ∆Q3

γ1γ2...γn...
,

де цифрa γn Q3 – зображення числа y задо-
вольняє умови:

1) γn = 1 ⇔ αn = 1;
2) якщо цифра γn вiдмiнна вiд 1, то вона

залежить вiд перших n цифр Q3 – зображе-
ння аргумента x, тобто

γn = γn(x) = ϕn(α1(x), . . . , αn(x)), n ∈ N.

Множину неперервних на вiдрiзку [0; 1]
функцiй, якi задовольняють умови 1), 2) по-
значатимемо P .

Далi нам буде корисним поняття цилiн-
дра — множини чисел (вiдрiзка) з фiксова-
ними першими цифрами Q3 – зображення
числа. Нагадаємо його означення.

Нехай (c1, c2, . . . , ck) – впорядкований на-
бiр чисел з алфавiту A3. Цилiндром рангу
k з основою c1c2 . . . ck називається множи-
на ∆Q3

c1c2...ck
всiх чисел x ∈ [0, 1], якi мають

наступне Q3 – зображення

x = ∆Q3
c1c2...ckαk+1...αk+m...

, αk+i ∈ A3.

Цилiндри мають властивостi:
1)∆Q3

c1c2...ck
= ∆Q3

c1...ck0

∪
∆Q3

c1...ck1

∪
∆Q3

c1...ck2
;

2)[0, 1] =
2∪

i1=0

2∪
i2=0

. . .
2∪

in=0

∆Q3

i1i2...in
;

3)max∆Q3

c1c2...cki
= min∆Q3

c1c2...ck[i+1];

4)|∆Q3
c1c2...ck

| =
k∏
i=1

qci → 0 (k → ∞);

5)
∞∩
k=1

∆Q3
c1...ck

= x ≡ ∆Q3
c1...ck...

для довiльної

послiдовностi (ck), ck ∈ A3.
Введемо позначення: �d1...dm

c1...cm
≡ ∆Q3

c1...cm
×

∆Q3

d1...dm
;

Γfc1...cm ≡ {(x, y) : x ∈ ∆Q3
c1...cm

, y = f(x)}.

Лема 2. Якщо f ∈ P i при цьому ци-
фра γn залежить лише вiд значення αn(x),
тобто є функцiєю n - ої цифри числа x, то
f є або тотожним перетворенням вiдрiзка
[0; 1] або iнверсором I.

Доведення. Oскiльки Γf1 ∈ �1
1, то,

враховуючи неперервнiсть f , можемо ствер-
джувати, що{

Γf0 ∈ �0
0,

Γf2 ∈ �2
2,

або

{
Γf0 ∈ �2

0,

Γf2 ∈ �0
2,

тобто γn = αn або γn = 2− αn.
Справдi, припустивши, що

γn(0) = γn(2) = c ∈ {0, 2},

матимемо розриви у точках x1 = ∆Q3

1(0) та
x2 = ∆Q3

2(0), оскiльки в першому випадку:

Γf02 ∈ �00
02, a �00

02 ∩�1
1 = ∅,

Γf20 ∈ �00
20, a �00

20 ∩�1
1 = ∅,

a в другому:

Γf02 ∈ �22
02, a �22

02 ∩�1
1 = ∅,

Γf20 ∈ �22
20, a �22

20 ∩�1
1 = ∅,

що суперечить неперервностi функцiї f .
Отже, γn(0) ̸= γn(2). А тому можливi два

випадки γn(0) = 0 i γn(0) = 2 для довiльно-
го n ∈ N , тобто f — тотожне перетворення
[0; 1] або iнверсор.

А тепер задамось питанням: чи iснують
функцiї f з класу P , для яких має мiсце
рiвнiсть γn = γn(αn−1, αn), тобто γn є фун-
кцiєю цифр αn−1 i αn, вiдмiннi вiд f(x) = I
i f(x) = x?

Лема 3. Окрiм тотожнього перетворе-
ння та iнверсора у сiм’ї P не iснує функцiї
f , цифри γn значення y = f(x) якої одно-
значно визначаються парою цифр αn−1(x) i
αn(x) аргумента. Доведення. Скориста-
ємось методом вiд супротивного. Припусти-
мо, що iснує неперервна функцiя f , вiдмiн-
на вiд тотожнього перетворення та iнверсо-
ра, яка задовольняє вказанi в лемi 3 умови
i при цьому γ1 = γ1(α1), γn = φ(αn−1, αn)
для всiх n ∈ N , де φ – проста функцiя двох
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змiнних, визначена на множинi пар цифр:
{(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 0),
(2, 1), (2, 2)}.

Оскiльки γ1(1) = 1, то перша цифра γ1
числа y = f(x) однозначно довизначається
одним з чотирьох способiв:
γ1(0) = i та γ1(2) = j, де i, j ∈ {0, 2}.
Оскiльки γ2 = 1 ⇔ α2 = 1, то з неперерв-

ностi функцiї f маємо

γ2 = φ(0, 1) = φ(1, 1) = φ(2, 1) = 1.

Розглянемо всеможливi доозначення ци-
фри γ2.

1) Нехай i = j, γ1(0) = γ1(2). Враховуючи
неперервнiсть функцiї f , маємо

φ(1, i) = φ(1, 2− i) = i,

φ(i, 2− i) = φ(2− i, i) = 2− i,

φ(i, i) ∈ {i, 2− i} ∋ φ(2− i, 2− i).

(1)

Цифра γ3 = φ(α2(x), α3(x)) однозначно ви-
значається рiвностями (1). Розглянемо «су-
мiжнi» двовимiрнi цилiндри 3-го рангу: �i1i

012

i �i[2−i][2−i]
020 , �i1i

210 i �i[2−i][2−i]
202 . Для них

�i1i
012 ∩�i[2−i][2−i]

020 = ∅,

�i1i
210 ∩�i[2−i][2−i]

202 = ∅,
тобто для всiх i ∈ {0, 2} функцiї мають роз-
риви в точках x = ∆Q3

02(0) i ∆Q3

21(0), що супере-
чить неперервностi функцiї.

Отже, для випадку i = j не iснує фун-
кцiї, у якої цифра γn однозначно визначає-
ться парою цифр αn−1(x) i αn(x).

2) Якщо i ̸= j, тодi враховуючи неперерв-
нiсть функцiї, цифра γ2 однозначно визнача-
ється системами рiвностей:


φ(i, j) = φ(1, j) = j,

φ(j, i) = φ(1, i) = i,

φ(i, i) ∈ {i, j} ∋ φ(j, j),
φ(i, j) = φ(1, j) = i,

φ(j, i) = φ(1, i) = j,

φ(i, i) ∈ {i, j} ∋ φ(j, j).

(2)

Тодi цифра γ3 = φ(α2(x), α3(x)) однозна-
чно визначається рiвностями (2). Розгляне-
мо «сумiжнi» двовимiрнi цилiндри 3-го ран-
гу: �ijk

022 i �1ik
100, �1jk

122 i �jik
200, де k ∈ {i, j}. Для

них {
�ijk

022 ∩�1ik
100 ̸= ∅,

�1jk
122 ∩�jik

200 ̸= ∅
⇔

[
γn = αn,

γn = 2− αn.

Отже, при i ̸= j неперервними функцiями,
якi задовольняють вказанi умови є лише то-
тожне перетворення та iнверсор. Для всiх
iнших випадкiв не iснує неперервних фун-
кцiй у яких цифра γn однозначно визначає-
ться парою цифр αn−1(x) та αn(x).

Теорема 1. Множина P є злiченною.
Доведення. Iснує чотири варiанти одно-
значного довизначення першої цифри Q3-
зображення числа y = f(x), а саме:

γ1 =

{
0 при α1 = 0,

2 при α1 = 2;
γ1 =

{
2 при α1 = 0,

0 при α1 = 2;

γ1 =

{
0 при α1 = 0,

0 при α1 = 2;
γ1 =

{
2 при α1 = 0,

2 при α1 = 2.

Визначивши однозначно цифру γ1 iснує ли-
ше чотири можливостi для однозначного до-
визначення цифри γ2. А це значення для
двох пар (α1, α2) = (0, 0) i (α1, α2) = (2, 2),
оскiльки для решти пар однозначний вибiр
цифри γ2 диктується неперервнiстю.

Здiйснивши однозначний вибiр цифри
γ2, для однозначного визначення цифри
γ3 iснує чотири варiанти. Вони дозволя-
ють вiльно вибрати значення для наборiв
(α1, α2, α3) = (0, 0, 0) i (α1, α2, α3) = (2, 2, 2),
а для решти вони диктуються неперервнi-
стю i т.д. Таким чином, iснує злiченна мно-
жина можливостей однозначного довизна-
чення всiх цифр числа y = f(x).

Перейдемо до вивчення окремих пред-
ставникiв класу P , вiдмiнних вiд тотожного
перетворення та iнверсора.

Найпростiшим з них є функцiя:

f(x) =


x, якщо x ∈ [0;∆Q3

(1) =
q0

q0 + q2
],

I(x), якщо x ∈ (∆Q3

(1) =
q0

q0 + q2
; 1],

яка при q0 ̸= q2 є нетривiальною сумiшшю
абсолютно неперервної та сингулярної моно-
тонних функцiй.
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3. Функцiї з одним нескiнченним
рiвнем

Розгляд розпочнемо з яскравого представ-
ника цього пiдкласу функцiй.

Покладемо γ1 = 0 при α1 ̸= 1 i

f(∆Q3

(0)) = f(∆Q3

(2)) = ∆Q3

(02) =
q0(1− q2)

1− q0q2
.

Уточнимо довизначення решти цифр
γn = ϕn(α1, . . . , αn) числа y = f(x).

1. Якщо зображення числа починається
цифрою 1, то для всiх n > m, де
α1 = α2 = . . . = αm = 1, але αm+1 ̸= 1,

γn =

{
αn, якщо αm+1 = 0,

2− αn, якщо αm+1 = 2, n ∈ N.

2. Якщо зображення числа починається
цифрою 0 i α1 = α2 = . . . = αm = 0, але
αm+1 ̸= 0, то при αm+1 = 2 та всiх j ∈ N

γm+j =

{
αm+j, коли m– непарне,
2− αm+j, коли m– парне,

разом з цим{
γ1 = γ3 = . . . = γ2k−1 = 0,

γ2 = γ4 = . . . = γ2k−2 = 2,

де 2k − 1 ≤ m < 2k + 1.
Якщо ж αm+1 = 1 = αm+2 = . . . = αm+r,

але αm+r+1 ̸= 1, то γm+r+j =

=


αm+r+j⇔

[
αm+r+1 = 0 i m = 2k,

αm+r+1 = 2 i m = 2k+1,

2− αm+r+j⇔
[
αm+r+1 = 0 i m = 2k+1,

αm+r+1 = 2 i m = 2k.

3. Якщо зображення числа починається
цифрою 2 i α1 = α2 = . . . = αm = 2, але
αm+1 ̸= 2, то при αm+1 = 0 та всiх j ∈ N

γm+j =

{
αm+j, коли m– парне,
2− αm+j, коли m– непарне.

Якщо ж αm+1 = 1 = αm+2 = . . . = αm+r,
але αm+r+1 ̸= 1, то γm+r+j =

=


αm+r+j⇔

[
αm+r+1 = 0 i m = 2k,

αm+r+1 = 2 i m = 2k + 1,

2−αm+r+j⇔
[
αm+r+1 = 0 i m = 2k+1,

αm+r+1 = 2 i m = 2k.

Покладемо i, j ∈ {0, 2}. Безпосередньо з
означення функцiї f випливають наступнi
спiввiдношення:

f(∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

jαn+2αn+3...
) = ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

(0)
+

+qn1 q0∆
Q3[
j+(−1)[

j
2 ]αn+2

][
j+(−1)[

j
2 ]αn+3

]
...

,

f(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n

jα2n+2α2n+3...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+

+qn+1
0 qn2∆

Q3[
j+(−1)[

j
2 ]α2n+2

][
j+(−1)[

j
2 ]α2n+3

]
...

,

f(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n+1

jα2n+3α2n+4...
) = ∆Q3

02 . . . 20︸ ︷︷ ︸
2n+1

2(0)
+ (3)

+qn+1
0 qn+1

2 ∆Q3[
j+(−1)[

j
2 ]α2n+3

][
j+(−1)[

j
2 ]α2n+4

]
...

,

f(∆Q3

i...i︸︷︷︸
2n

1...1︸︷︷︸
k

jαr1αr2 ...
) = ∆Q3

02...02︸ ︷︷ ︸
2n

1...1︸︷︷︸
k

(0)
+

+qn+1
0 qk1q

n
2∆

Q3[
j+(−1)[

j
2 ]αr1

][
j+(−1)[

j
2 ]αr2

]
...

,

f(∆Q3

i...i︸︷︷︸
2n+1

1...1︸︷︷︸
k

jαr1αr2 ...
) = ∆Q3

02...20︸ ︷︷ ︸
2n+1

1...1︸︷︷︸
k

2(0)
+

+qn+1
0 qk1q

n+1
2 ∆Q3[

j+(−1)[
j
2 ]αr1

][
j+(−1)[

j
2 ]αr2

]
...

.

Теорема 2. Функцiя f є :
1) коректно визначеною;
2) неперервною в кожнiй точцi з [0; 1];
3) лiнiйною на цилiндрах ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
,

∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n+1

2
, ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n+2

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
, ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
або

∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n+2

0
, де i ∈ {0, 2}, n ≥ 0, n, k ∈ N ;

4) набуває свого глобального максимуму
в точцi x = ∆Q3

(1) та мiнiмуму у точках
x = ∆Q3

0(1) й x = ∆Q3

2(1), причому f(∆Q3

(1)) =
q0

1−q1 i f(∆Q3

0(1)) = f(∆Q3

2(1)) =
q20

1−q1 , локальних
максимумiв у точках виду x∗ = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+2

(1)

146 Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 3–4.



та x∗ = ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+2

(1)
, локальних мiнiмумiв у

точках x∗ = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
i x∗ = ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
, де

0 ≤ m ∈ N . Причому

f(x∗) = (q0 + q1)
q0(1− qm0 q

m
2 )

1− q0q2
+
qm+2
0 qm+1

2

1− q1
,

f(x∗) = (q0 + q1)
q0(1− (q0q2)

m−1)

1− q0q2
+
qm+2
0 qm2
1− q1

.

Доведення. 1) Очевидно, що в Q3 – iр-
рацiональних точках функцiя є коректно ви-
значеною. Перевiримо в Q3 – рацiональних
точках, тобто точках виду

∆Q3

α1α2...αn(0)
≡ ∆Q3

α1α2...[αn−1](2), де αn ̸= 0.

Розглянемо можливi випадки.
1. Якщо α1 = α2 = . . . = αn−1 = 1, то

згiдно з означенням

f(∆Q3

1...1︸︷︷︸
n−1

αn(0)
)=


∆Q3

1...1︸︷︷︸
n−1

0(2)
,

∆Q3

1...1︸︷︷︸
n−1

1(0)

=f(∆Q3

1...1︸︷︷︸
n−1

αn−1(2)
).

2. Якщо α1 = α2 = . . . = αn−1 = 0 i (n−1)
– парне, то

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

1(0)
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
n−1

1(0)
≡

≡ ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
n−1

0(2)
= f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

0(2)
),

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

2(0)
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
n−1

0(2)
≡

≡ ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
n−1

1(0)
= f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

1(2)
).

Якщо ж (n− 1) – непарне, то отримуємо

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

1(0)
) = ∆Q3

02 . . . 20︸ ︷︷ ︸
n−1

1(2)
≡

≡ ∆Q3

02 . . . 20︸ ︷︷ ︸
n−1

2(0)
= f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

0(2)
),

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

2(0)
) = ∆Q3

02 . . . 20︸ ︷︷ ︸
n−1

2(0)
≡

≡ ∆Q3

02 . . . 20︸ ︷︷ ︸
n−1

1(2)
= f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

1(2)
).

Випадок 2 вичерпано.
3. Якщо α1 = α2 = . . . = αn−1 = 2 i (n−1)

– парне, то

f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n−1

1(0)
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
n−1

1(0)
≡

≡ ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
n−1

0(2)
= f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n−1

0(2)
),

f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n−1

2(0)
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
n−1

0(2)
≡

≡ ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
n−1

1(0)
= f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n−1

1(2)
).

Якщо (n− 1) – непарне, то

f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n−1

1(0)
) = ∆Q3

02 . . . 20︸ ︷︷ ︸
n−1

1(2)
≡

≡ ∆Q3

02 . . . 20︸ ︷︷ ︸
n−1

2(0)
= f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n−1

0(2)
),

f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n−1

2(0)
) = ∆Q3

02 . . . 20︸ ︷︷ ︸
n−1

2(0)
≡

≡ ∆Q3

02 . . . 20︸ ︷︷ ︸
n−1

1(2)
= f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n−1

1(2)
).

Отже, функцiя f є коректно визначеною
в Q3 – рацiональних точках.

2) Нехай x0 ∈ [0; 1] є Q3− iррацiональною
точкою. Тодi для довiльного числа x ∈ [0; 1]
iснує такий номер k = k(x), що αi(x) =
αi(x0) при i = 1, k − 1 i αk(x) ̸= αk(x0).

Оскiльки умова x→ x0 рiвносильна умо-
вi k → ∞, то

|f(x)− f(x0)| =

= |∆Q3

γ1(x)...γk−1(x)γk(x)...
−∆Q3

γ1(x0)...γk−1(x0)γk(x0)...
|=

=

∣∣∣∣∣
∞∑
i=k

βγi(x)

i−1∏
j=1

qγj(x) −
∞∑
i=k

βγi(x0)

i−1∏
j=1

qγj(x0)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

k−1∏
j=1

qγj ≤ (max{q0, q1, q2})k−1 → 0 (k → ∞).
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Отже, функцiя f є неперервною в Q3−
iррацiональних точках.

Нехай x0 є Q3− рацiональною точкою,
тодi для доведення неперервностi функцiї
f злiва треба використати Q3− зображен-
ня точки, що мiстить перiод (2), тобто x0 =
∆Q3

α1α2...αk(2)
, а справа — Q3− зображення то-

чки, що мiстить перiод (0), застосувавши
аналогiчнi мiркування, що i для Q3− iрра-
цiональних точок.

3) Iз спiввiдношень (3), що випливають
безпосередньо з означення, розлянемо тi у
яких у зображеннi аргумента x та значення
функцiї y = f(x) починаючи з деякого мiсця
n ∈ N всi цифри зберiгаються, тобто αi(x) =
γi(y) для всiх n < i ∈ N .

Розглянемо перше з них, а саме

f(∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

0αn+2αn+3...
) = ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

(0)
+

+qn1 q0∆
Q3
αn+2αn+3...

.

При x ∈
[
q0;

q0
1− q1

]
, маємо

∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

(0)
+ qn1 q0f(∆

Q3
αn+2αn+3...

) =

= ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

(0)
+ qn1 q0∆

Q3
αn+2αn+3...

,

тобто f(x) = x. Отже, при x ∈
[
q0;

q0
1− q1

]
функцiя f — лiнiйна.

Розглянемо наступну рiвнiсть

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n+1

2α2n+3α2n+4...
) =

= ∆Q3

02 . . . 020︸ ︷︷ ︸
2n+1

2(0)
+ qn+1

0 qn+1
2 ∆Q3

α2n+3α2n+4...
.

Якщо n = 0, то випливає, що число x ∈
[q0(q0 + q1); q0] i має мiсце f(x) = x, тобто
функцiя f є лiнiйною. Якщо n > 0, то фун-
кцiя f є лiнiйною, коли x належить цилiндру
∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n+1

2
.

Оскiльки i ∈ {0, 2}, то iз спiввiдношень

f(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0αr1αr2 ...
) =

= ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

(0)
+ qn+1

0 qk1q
n
2∆

Q3
αr1αr2 ...

,

f(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2αr1αr2 ...
) =

= ∆Q3

02 . . . 20︸ ︷︷ ︸
2n+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2(0)
+ qn+1

0 qk1q
n+1
2 ∆Q3

αr1αr2 ...
,

f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

0α2n+2α2n+3...
) =

= ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+ qn+1

0 qn2∆
Q3
α2n+2α2n+3...

випливає, що функцiя f — лiнiйна коли x
належить вiдповiднiй цилiндричнiй множи-
нi, а саме ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
, ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
або

∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

0
.

4) Розглянемо числа x = ∆Q3
α1α2 ...αnαn+1...

та x0 = ∆Q3

α1α2 ...αnα′
n+1α

′
n+2...

, де αi ̸= α′
i для

всiх i > n, причому x > x0.
1. Нехай α1 = 1, тобто x ∈ [q0; q0 + q1].
Розглянемо рiзницю
f(x) − f(x0) = ∆Q3

γ1 (x)...γn(x)γn+1(x)...
−

∆Q3

γ1 (x0)...γn(x0)γ
′
n+1(x0)γ

′
n+2(x0)...

. Тодi можливi
випадки{

α1 = . . . = αk = 1, αk+1 = 0,

α1 = . . . = αk = 1, αk+1 = 2, k ∈ N.
Якщо k < n, то для всiх k, j ∈ N маємо{
γk+j = αk+j, γ

′
k+j = α′

k+j,

γk+j = 2− αk+j, γ
′
k+j = 2− α′

k+j.

Оскiльки x > x0, тобто αn(x) > α′
n(x0),

то
f(x)− f(x0) > 0, якщо x ∈ ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
,

f(x)− f(x0) < 0, якщо x ∈ ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2
,

тобто f(x) — зростає при x ∈
[
q0;

q0
1−q1

]
,

f(x) — спадає при x ∈
[

q0
1−q1 ; q0 + q1

]
, де

∆Q3

(1) =
q0

1− q1
. Тому f

(
∆Q3

(1)

)
=

q0
1− q1

— то-

чка максимуму на вiдрiзку [q0; q0 + q1].
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Якщо k > n, то αn = 1 i α′
n = 0. Тому

γn = 1, . . . , γk = 1, γk+j = αk+j або γk+j =
2 − αk+j, а γ′n = 0 i γ′n+j = α′

n+j. Очевидно,
що функцiя f(x) — зростає.

2. Якщо α1 = 0, то згiдно з означенням
можливо:

a) α1 = . . . = αk = 0, αk+1 = 2;
b) α1 = ... = αk = 0, αk+1 = ... = αk+r = 1,

αk+r+1 = 0;
c) α1 = ... = αk = 0, αk+1 = ... = αk+r = 1,

αk+r+1 = 2, k, r ∈ N.
Якщо k < n, k + r < n та k, r, j ∈ N , то
a) γk+j = αk+j i γ′k+j = α′

k+j, якщо k =
= 2m+1 або γk+j = 2−αk+j, γ′k+j = 2−α′

k+j,
якщо k = 2m;

b,c) γk+r+j = 2− αk+r+j, γ′k+r+j =
= 2− α′

k+r+j, якщо{
αk+r+1 = 0 i k = 2m+ 1,

αk+r+1 = 2 i k = 2m;

γk+r+j = αk+r+j, γ′k+r+j = α′
k+r+j, якщо{

αk+r+1 = 2 i k = 2m+ 1,

αk+r+1 = 0 i k = 2m.
Тодi

f(x)− f(x0) > 0 ⇔



x ∈ ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

2
,

x ∈ ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

2
,

x ∈ ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

0
,

i f(x) − f(x0) < 0 ⇔



x ∈ ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

2
,

x ∈ ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

0
,

x ∈ ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

2
.

Очевидно, що функцiя f(x) спадає

при x ∈

∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

1(0)
; ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)

 або∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

(1)
; ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

1(2)

, f(x) — зростає

при x ∈

∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
; ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

1(2)

 або

∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

1(0)
; ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

(1)

. Тодi точки виду

x∗ = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
є локальмими мiнiмумами,

а точки виду x∗ = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

(1)
— локальними

максимумами. Причому,

f(x∗) = ∆Q3

02 . . . 020︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
=

= β0+β2q0+ ...+β0q
m
0 q

m
2 + β1q

m+1
0 qm2 + ... =

= β2
q0(1− (q0q2)

m−1)

1− q0q2
+ β1

qm+1
0 qm2
1− q1

=

= (q0 + q1)
q0(1− qm−1

0 qm−1
2 )

1− q0q2
+
qm+2
0 qm2
1− q1

;

f(x∗) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2m+2

(1)
=

= β2
q0(1− qm0 q

m
2 )

1− q0q2
+ β1

qm+1
0 qm+1

2

1− q1
=

= (q0 + q1)
q0(1− qm0 q

m
2 )

1− q0q2
+
qm+2
0 qm+1

2

1− q1

й зокрема f(∆Q3

0(1)) =
q20

1− q1
— глобальний

мiнiмум.
Якщо k + r > n, то 0 ̸= αn+1 = 1 i зважа-

ючи на умову x > x0 маємо α′
n+1 = 0. Тодi γi

випливають iз означення, а γ′n+j = α′
n+j або

γ′n+j = 2 − α′
n+j. Тодi, якщо n – непарне, то

функцiя f(x) спадає для всiх чисел x, якщо
n – парне, то f(x) — зростає для всiх x.

3. Нехай α1 = 2. То використовуючи озна-
чення й мiркування аналогiчнi до випадку 2,
маємо

f(x)− f(x0) > 0 ⇔



x ∈ ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m

0
,

x ∈ ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

2
,

x ∈ ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

0
,
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i f(x)− f(x0) < 0 ⇔



x ∈ ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

0
,

x ∈ ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

0
,

x ∈ ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
r

2
.

Тобто функцiя f(x) спадає, якщо чи-

сло x ∈

∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

1(0)
; ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)

 або∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m

(1)
; ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m

1(2)

, f(x) — зростає

при x ∈

∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
; ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

1(2)

 або∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m

1(0)
; ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m

(1)

. I точки виду

x∗ = ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+1

(1)
є локальмими мiнiмумами,

а точки виду x∗ = ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2m+2

(1)
— локальними

максимумами, крiм того функцiя в цих
точках набуває значень, рiвних значенням
функцiї у вiдповiдних до випадку 2 точках.

Якщо k > n, то доведення аналогiчне до
випадку 2.

Теорему доведено.
Функцiональнi спiввiдношення
Лема 4. Для всiх x ∈ [0; 1] мають мiсце

рiвностi:

f(β1q
2n
0 + q2n0 q1x) = A+ β1q

n
0 q

n
2 + qn0 q

n
2 q1f(x),

f(β2q
2n+1
0 + q2n+1

0 q2x) =

= A+ β0q
n
0 q

n
2 + β2q

n+1
0 qn2 + qn+1

0 qn+1
2 f(x),

f(β1q
2n+1
0 + q2n+1

0 q1x) =

= A+ β0q
n
0 q

n
2 + β1q

n+1
0 qn2 + qn+1

0 qn2 q1f(x),

f(β2q
2n+2
0 + q2n+2

0 q2x) = A+ β0q
n
0 q

n
2+

+β2q
n+1
0 qn2 + β0q

n+1
0 qn+1

2 + qn+2
0 qn+1

2 f(x),

f(B+β1q
2n
2 + q2n2 q1x)=A+β1q

n
0 q

n
2+ q

n
0 q

n
2 q1f(x),

f(B + β2q
2n
2 + β0q

2n+1
2 + q2n+1

2 q0x) =

= A+ β0q
n
0 q

n
2 + β2q

n+1
0 qn2 + qn+1

0 qn+1
2 f(x),

f(B + β2q
2n
2 + β1q

2n+1
2 + q2n+1

2 q1x) =

= A+ β0q
n
0 q

n
2 + β1q

n+1
0 qn2 + qn+1

0 qn2 q1f(x),

f(B+ β2q
2n
2 + β2q

2n+1
2 + β0q

2n+2
2 + q2n+2

2 q0x) =

= A+ β0q
n
0 q

n
2 + β2q

n+1
0 qn2 + β0q

n+1
0 qn+1

2 +

+qn+2
0 qn+1

2 f(x),

де вiдповiдно A =
q0(q0 + q1)(1− (q0q2)

n−1)

1− q0q2
i

B =
(q0 + q1)(1− q2n−1

2 )

1− q2
.

Доведення. Iз означення функцiї f ,
рiвностей (3) та попередньої теореми 2 ви-
пливають наступнi спiввiдношення:

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

1α1α2...
) = A+ qn0 q

n
2 f(∆

Q3

1α1α2...
),

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

02α1α2...
) = A+ qn0 q

n
2 f(∆

Q3

02α1α2...
),

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

01α1α2...
) = A+ qn0 q

n
2 f(∆

Q3

01α1α2...
),

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

002α1α2...
) = A+ qn0 q

n
2 f(∆

Q3

002α1α2...
),

f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

1α1α2...
) = A+ qn0 q

n
2 f(∆

Q3

1α1α2...
), (4)

f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

20α1α2...
) = A+ qn0 q

n
2 f(∆

Q3

20α1α2...
),

f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

21α1α2...
) = A+ qn0 q

n
2 f(∆

Q3

21α1α2...
),

f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

220α1α2...
) = A+ qn0 q

n
2 f(∆

Q3

220α1α2...
),

де A = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
= β0 + β2q0 + β0q0q2 +

β2q
2
0q2 + . . . + β2q

n
0 q

n−1
2 + β0q

n
0 q

n
2 + . . . =

q0(q0 + q1)(1− (q0q2)
n−1)

1− q0q2
.

Нехай x = ∆Q3
α1α2...αk...

.
Розглянемо перше спiввiдношення iз си-

стеми (4). Очевидно, що

∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

1α1α2...
= β0 + . . .+ β0q

2n−1
0 + β1q

2n
0 +

+q2n0 q1∆
Q3
α1α2...

= β1q
2n
0 + q2n0 q1x.
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Тобто, f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

1α1α2...
) = f(β1q

2n
0 + q2n0 q1x).

A f(∆Q3

1α1α2...αk...
) = β1 + q1f(∆

Q3
α1α2...αk...

) =
β1 + q1f(x). Тому перше спiввiдношення iз
системи (4) можна переписати у виглядi:

f(β1q
2n
0 + q2n0 q1x) = A+ β1q

n
0 q

n
2 + qn0 q

n
2 q1f(x).

Розглянувши друге спiввiдношення iз си-
стеми (4), отримаємо f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

02α1α2...
) =

= f(β0+. . .+β0q
2n
0 +β2q

2n+1
0 +q2n+1

0 ∆Q3
α1α2...

) =

= f(β2q
2n+1
0 + q2n+1

0 x). Тодi

f(∆Q3

02α1α2...
) = β0 + β2q0 + q0q2f(∆

Q3
α1α2...

),

тобто
f(β2q

2n+1
0 + q2n+1

0 q2x) =

= A+ β0q
n
0 q

n
2 + β2q

n+1
0 qn2 + qn+1

0 qn+1
2 f(x).

Решта спiввiдношень доводяться аналогi-
чним способом, враховуючи що

B = ∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
=

(q0 + q1)(1− q2n−1
2 )

1− q2
.

Симетрiї графiка функцiї
Лема 5. Для всiх чисел x з вiдрiзка [0; 1]

має мiсце рiвнiсть

f(x) = f(I(x)),

де I(x) = ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]...
.

Доведення. Згiдно з означенням фун-
кцiї f , γ1 = 1 при α1 = 1 i γ1 = 0 при α1 ̸= 1.

Нехай

f(∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]...
) = ∆Q3

γ′1γ
′
2...γ

′
n...
.

1. Якщо α1 = α2 = . . . = αm = 1, але
αm+1 ̸= 1, то γ′1 = γ′2 = . . . = γ′m = 1 i

γ′n =

{
αn, якщо 2− αm+1 = 0,

2− αn, якщо 2− αm+1 = 2, m < n,

тобто для цього випадку
γ1 = γ′1, . . . , γm = γ′m, γm+1 = γ′m+1, . . ..

2. Якщо α1 = α2 = . . . = αm = 0, але
αm+1 ̸= 0, то при

1) αm+1 = 2 та m – парному

f(∆Q3

0...0︸︷︷︸
m

2αm+2αm+3...
) = ∆Q3

02...0[2−αm+2][2−αm+3]...
,

f(I(x)) = f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
m

0[2−αm+2][2−αm+3]...
) =

= ∆Q3

02...020[2−αm+2][2−αm+3]...
;

2) αm+1 = 2 та m – непарному

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

2αm+2αm+3...
) = ∆Q3

02...022αm+2αm+3...
,

f(I(x)) = f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
m

0[2−αm+2][2−αm+3]...
) =

= ∆Q3

02...022αm+2αm+3...
;

3) αm+1 = . . . = αm+r та m – парному, то
γ′1 = γ′3 = . . . = γ′m−1 = 0, γ′2 = . . . = γ′m = 2,
γ′m+1 = . . . = γ′m+r = 1 i

γ′n =

{
2− αn, якщо 2− αm+1 = 0,

αn, якщо 2− αm+1 = 2, n > m+ r,

або αm+1 = . . . = αm+r та m – непарному, то

γ′n =

{
αn, якщо 2− αm+1 = 0,

2− αn, якщо 2− αm+1 = 2, n > m+ r.

Отже, вiдповiднi цифри функцiй f(x) та
f(I(x)) рiвнi.

Доведення у випадку 3 аналогiчне дове-
денню, проведеному у випадку 2.

Таким чином, f(x) = f(I(x)).
Наслiдок 1. Якщо q0 = q2, то графiк

Γf функцiї f симетричний вiдносно прямої
x = ∆Q3

(1).
Теорема 3. Функцiя f має
1) наступнi симетрiї графiка:

Γf,(1) = {(x; y) : x ∈ [0;∆Q3

(1)], y = f(x)} ∆
=

∆
= Γf,(1,00) = {(x; f(x)) : x ∈ [0;∆Q3

00(1)]}
∆
= . . .

∆
= Γf,(1,0...0) = {(x; f(x)) : x ∈ [0;∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

(1)
]},

Γf,(2) = {(x; y) : x ∈ (∆Q3

(1); 1], y = f(x)} ∆
=

∆
= Γf,(2,22) = {(x; f(x)) : x ∈ (∆Q3

22(1); 1]}
∆
= . . .

∆
= Γf,(2,2...2) = {(x; f(x)) : x ∈ (∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

(1)
; 1]};
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2) обмежену варiацiю Vf , точнiше:

Vf =
2q0(1− q0 + q2(1− q2))

(1− q0q2)(q0 + q2)
.

Доведення. 1) Iз системи рiвностей (4),
а саме:

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

1α1α2...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+

+qn0 q
n
2 f(∆

Q3

1α1α2...
)

випливає, що iснує таке афiнне перетворен-
ня ψ, що є композицiєю стиску та паралель-
ного перенесення, таке що

ψ
(
�1

1

)
= �02 ... 02 1

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

1
.

Тодi Γf1
ψ−→ Γf0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

2n

1
.

З наступної рiвностi системи (4), а саме:

f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

02α1α2...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+

+qn0 q
n
2 f(∆

Q3

02α1α2...
)

випливає, що iснує афiнне перетворення ψ:
ψ (�02

02) = �02 ... 02 02
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

2n

02
i Γf02

ψ−→ Γf0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

02
.

З f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

01α1α2...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+

+qn0 q
n
2 f(∆

Q3

01α1α2...
) маємо ψ (�01

01) = �02 ... 02 01
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

2n

01

i вiдповiдно — Γf01
ψ−→ Γf0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

2n

01
.

А з f(∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

002α1α2...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+

+ qn0 q
n
2 f(∆

Q3

002α1α2...
) отримуємо: ψ (�020

002) =

�02 ... 02 020
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

2n

002
i Γf002

ψ−→ Γf0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

002
.

Очевидно, що множину точок

Γf,(1) = {(x; f(x)) : x ∈ [0;∆Q3

(1)]}

можна подати у виглядi

Γf,(1) = Γf00
∪

Γf01
∪

Γf02

∞∪
k=1

Γf1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
,

а множину

Γf,(1,0...0) = {(x; f(x)) : x ∈ [0;∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

(1)
]}

вiдповiдно

Γf,(1,0...0) =
2∪
i=0

Γf0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

0i

∞∪
k=1

Γf0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0
.

Тодi з афiнної еквiвалентностi вiдповiд-
них двовимiрних цилiндрiв (i частин графi-
ка функцiї f) випливає

Γf,(1) = {(x; f(x)) : x ∈ [0;∆Q3

(1)]}
∆
=

∆
= Γf,(1,00) = {(x; f(x)) : x ∈ [0;∆Q3

00(1)]}
∆
= . . .

∆
= Γf,(1,0...0) = {(x; f(x)) : x ∈ [0;∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

(1)
]}.

Iз наступних чотирьох рiвностей

f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

1α1α2...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+

+qn0 q
n
2 f(∆

Q3

1α1α2...
),

f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

20α1α2...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+

+qn0 q
n
2 f(∆

Q3

20α1α2...
),

f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

21α1α2...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+

+qn0 q
n
2 f(∆

Q3

21α1α2...
),

f(∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

220α1α2...
) = ∆Q3

02 . . . 02︸ ︷︷ ︸
2n

(0)
+

+qn0 q
n
2 f(∆

Q3

220α1α2...
)

випливає

ψ
(
�1

1

)
= �02 ... 02 1

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

1
i Γf1

ψ−→ Γf2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

1
,

ψ
(
�02

20

)
= �02 ... 02 02

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

20
i Γf20

ψ−→ Γf2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

20
,

ψ
(
�01

21

)
= �02 ... 02 01

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

21
i Γf21

ψ−→ Γf2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

21
,

ψ
(
�020

220

)
= �02 ... 02 020

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

220
i Γf220

ψ−→ Γf2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

220
.

152 Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 3–4.



З афiнної еквiвалентностi вiдповiдних
двовимiрних цилiндрiв маємо

Γf,(2) = {(x; y) : x ∈ (∆Q3

(1); 1], y = f(x)} ∆
=

∆
= Γf,(2,22) = {(x; f(x)) : x ∈ (∆Q3

22(1); 1]}
∆
= . . .

∆
= Γf,(2,2...2) = {(x; f(x)) : x ∈ (∆Q3

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2n

(1)
; 1]}.

2) Зважаючи на лему 5 i пункт 1) теореми
3, очевидно, що варiацiя на множинах Γf,(1)

i Γf,(2) набуватиме однакових значень, тоб-
то Vf = V1 + V2 = 2V1, де V1 — це варiацiя

на вiдрiзку
[
0;

q0
1− q1

]
, а V2 — варiацiя на

вiдрiзку
[

q0
1− q1

; 1

]
.

Обчислимо V1:

V1 = K1max−K1min +K2max−K1min + q0q2V,

де K1max, K1min — це глобальнi максимум та
мiнiмум, а K2max – локальний максимум на
цилiндрi ∆Q3

0 , тобто

K2max = ∆Q3

02(1) = q0

(
1− q2 +

q0q2
1− q1

)
.

Тодi (1− q0q2)V1 =
q0

1− q1
+

+q0

(
1− q2 +

q0q2
1− q1

)
− 2

q20
1− q1

,

V1 = q0
1 + 1− q2 − q1 + q1q2 + q0q2 − 2q0

(1− q0q2)(1− q1)
,

V1 =
q0

1− q0q2
· 1− q0 + q2(1− q2)

q0 + q2
.

Таким чином

Vf =
2q0(1− q0 + q2(1− q2))

(1− q0q2)(q0 + q2)
.

Iнтегральнi властивостi функцiї
Теорема 4. Для функцiї f має мiсце рiв-

нiсть
1∫

0

f(x)dx = q20I0 + q21I1 + q2q0I2 + q0q1,

де

I0 =
1

1− q30q2

(
1+q20+q

2
1

2
+
q30q

2
2(2q1 + q0)

1− 2q0q1 − q21

)
+

+
q20q1q2 + q21(I01 + q0q2I1)

1− q30q2
;

I1 =
q0(2q1 + q0)

1− q21

(
1

2
+

q2
1− 2q0q1 − q21

)
;

I2 =
q1

1− q0q32

(
q0(1− q1) + q1(I01 + q22I1)

)
+

+
q0q2(2q1 + q0)

1− q0q32

(
q2
2
+

q0
1− 2q0q1 − q21

)
;

I01 =
q0 + q1(1− q1) +

q2
2
+

q20q2(2q1+q0)

1−2q0q1−q21
1− q21

.

Доведення. Беручи до уваги твердження
1) з теореми 3, очевидно, що

1∫
0

f(x)dx = q20

q0∫
0

f(x)dx+ q21

q0+q1∫
q0

f(x)dx+

+q2q0

1∫
q0+q1

f(x)dx+ q0q1.

Для обчислення iнтеграла скористаємось
властивiстю афiнної еквiвалентностi частин
графiка Γf функцiї f i розглянемо наступнi
множини точок:

Γf1 = {(x; y) : x ∈ [q0; q0 + q1], y = f(x)},

Γf0 = {(x; y) : x ∈ [0; q0], y = f(x)},

Γf01 = {(x; y) : x ∈ [q20; q0(q0 + q1)], y = f(x)},

Γf2 = {(x; y) : x ∈ [q0 + q1; 1], y = f(x)}.
Обчислимо iнтеграли на вказаних мно-

жинах точок, а саме:

q0+q1∫
q0

f(x)dx = q1q0+
1

2
q20+q0q2

2q0q1 + q20
1− 2q0q1 − q21

+

+q21

q0+q1∫
q0

f(x)dx,
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Позначимо
q0+q1∫
q0

f(x)dx ≡ I1, тодi

I1 =
q0

1− q21

(
q1 +

1

2
q0 +

q0q2(2q1 + q0)

1− 2q0q1 − q21

)
,

I1 =
q0(2q1 + q0)

1− q21

(
1

2
+

q2
1− 2q0q1 − q21

)
.

Нехай I01 ≡
q0(q0+q1)∫

q20

f(x)dx, тодi

I01 = q0(q0 + q1 + q2) + q1(q0 + q2)+

+q0q2
q0(2q1 + q0)

1− 2q0q1 − q21
+

1

2
q22 + q21I01,

(1− q21)I01 = q0 + q1(1− q1) + 0, 5q2+

+q20q2
2q1 + q0

1− 2q0q1 − q21
,

I01 =
q0 + q1(1− q1) +

q2
2
+

q20q2(2q1+q0)

1−2q0q1−q21
1− q21

.

Нехай I0 ≡
q0∫
0

f(x)dx, тодi

I0 = q0(q0 + q1 + q2) + q1(q0 + q2) + 0, 5q22+

+q21I01 + q20q1q2 + q20q
2
2

(2q1 + q0)q0
1− 2q0q1 − q21

+

+q0q
2
1q2I1 + q30q2I0,

(1−q30q2)I0 = q0+q1(1−q1)+
1

2
(1−q0−q1)2+

+q21+q
2
0q1q2+q

2
1(I01+q0q2I1)+

q30q
2
2(2q1 + q0)

1− 2q0q1 − q21
,

I0 =
1

1− q30q2

(
1+q20+q

2
1

2
+
q30q

2
2(2q1 + q0)

1− 2q0q1 − q21

)
+

+
q20q1q2 + q21(I01 + q0q2I1)

1− q30q2
.

Позначимо I2 ≡
1∫

q0+q1

f(x)dx.

I2 = q0(q0 + q1 + q2) + q1(q0 + q2) + q21I21+

+
q2q

2
0(2q1 + q0)

1− 2q0q1 − q21
+
q20q

2
2

2
+q0q1q

2
2+q

2
2q

2
1I1+q0q

3
2I2,

(1− q0q
3
2)I2 = q0q1(1− q1) + q21(I21 + q22I1)+

+q0q
2
2(0, 5q0 + q1) +

q20q2(2q1 + q0)

1− 2q0q1 − q21
,

I2 =
1

1− q0q32

(
q0q1(1− q1) + q21(I21 + q22I1)+

+q0q2(2q1 + q0)

(
q2
2
+

q0
1− 2q0q1 − q21

))
,

де очевидно, що I01 ≡ I21, тодi

I2 =
q1

1− q0q32

(
q0(1− q1) + q1(I01 + q22I1)

)
+

+
q0q2(2q1 + q0)

1− q0q32

(
q2
2
+

q0
1− 2q0q1 − q21

)
.

Тодi

1∫
0

f(x)dx = q20I0 + q21I1 + q2q0I2 + q0q1.

Що i треба було довести.
Наслiдок 2. При q0 = q2 для функцiї f

має мiсце рiвнiсть

1∫
0

f(x)dx =
q0(1− q0)(1 + q40)

1− q40
+

+
(1− q0)

2

1 + q20

(
1

1− q20
+
q21(1 + q0)

2(1 + q1)

)
.

Наслiдок 3. Якщо q0 = q2 = 1
3
, то для

функцiї f має мiсце рiвнiсть

1∫
0

f(x)dx =
3

10
.

Властивостi множин рiвнiв функцiї
Означення 2. Множиною рiвня y0 фун-

кцiї f називається множина

f−1(y0) = {x : f(x) = y0}.

Лема 6. Множина f−1(y0) є:
1) злiченною, якщо y0 = ∆Q3

(02);
2) скiнченною, якщо y0 ̸= ∆Q3

(02).
Доведення. Дiйсно, використовуючи

означення функцiї f очевидно, що

x1 = ∆Q3

(02) → ∆Q3

(02) = y0,
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x2 = ∆Q3

0(02) → ∆Q3

(02) = y0,

x3 = ∆Q3

00(02) → ∆Q3

(02) = y0, . . . ,

xk+1 = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

(02)
→ ∆Q3

(02) = y0

i т.д..
Оскiльки k довiльне натуральне число, то

очевидно, що множина рiвня y0 = ∆Q3

(02) фун-
кцiї f є злiченною.

Для значень y0 ̸= ∆Q3

(02) твердження 2)
є очевидним, оскiльки ∆Q3

(02) = f(∆Q3

(0)) =

f(∆Q3

(2)), а для значення аргумента ∆Q3

(0) ̸=
x ̸= ∆Q3

(2) «стабiлiзацiя» визначення цифр
вiдбувається за рахунок неперервностi фун-
кцiї f .

Наслiдок 4. Множина f−1(y0) є:
а) порожньою, якщо

y0 ∈ [0;∆Q3

0(1)) ∪ (∆Q3

(1); 1];

b) одноточковою, якщо y0 = ∆Q3

(1);
c) скiнченною i складається бiльше нiж

з однiєї точки, якщо

y0 ∈ [∆Q3

0(1); ∆
Q3

(02)) ∪ (∆Q3

(02); ∆
Q3

(1)).

Доведення. Випадки а), b) i с) випли-
вають з леми 6 та теореми 2 пункту 4).

Очевидно, що функцiя f ∈ P1 ⊂ P , де P1

— клас функцiй, якi задовольняють умову

3)γn(c1, c2, . . . , cn) = γn(2−c1, 2−c2, . . . , 2−cn)

для довiльного набору цифр (c1, c2, . . . , cn),
n ∈ N.

Теорема 5. Клас функцiй P1 є злiчен-
ним, причому його пiдмножина функцiй,
якi мають лише один нескiнченний рiвень
теж злiченна. Доведення. Вкажемо не-
скiнченну пiдмножину функцiй з класу P ,
для яких має мiсце рiвнiсть 3). Тобто це
функцiї для яких має мiсце рiвнiсть f(x) =
f(I(x)). Очевидно, що γ1 = 1 ⇔ α1 = 1 i
γ1(0) = γ1(2) = i ∈ {0, 2}. Тодi друга ци-
фра може бути довизначена чотирма рiзни-

ми способами, а саме:

γ2 =



1 ⇔ α2 = 1,

ϕ2(0, 0) = ϕ2(2, 2) =

[
i,

2− i,
{
ϕ2(0, 2) = ϕ2(2, 0) = i,

ϕ2(1, 0) = ϕ2(1, 2) = 2− i,{
ϕ2(0, 2) = ϕ2(2, 0) = 2− i,

ϕ2(1, 0) = ϕ2(1, 2) = i.

Як i при доведеннi теореми 1 очевидно,
що вибiр цифри γ3 диктується неперервнi-
стю функцiї f i є варiанти для вибору лише
наборiв ϕ3(0, 0, 0) i ϕ3(2, 2, 2), якi в даному
випадку рiвнi, тобто ϕ3(0, 0, 0) = ϕ3(2, 2, 2) =
i ∈ {0, 2}. Тому цифру γ3 можна однозначно
довизначити 8 рiзними способами i т.д..

Тодi цифру γn можна довизначити 2n

способами, де n ∈ N , тому множина фун-
кцiй з класу P1 є злiченною.

Доведемо, що функцiї f ∈ P1 мають не
бiльше одного нескiнченного рiвня.

Зважаючи на вище сказане, розглянемо
ϕn(0, . . . , 0) = ϕn(2, . . . , 2) = i, де i ∈ {0, 2}.
Тодi можливi випадки:

а) якщо має мiсце ϕ2(0, 0) = ϕ3(0, 0, 0) =
. . . = ϕn(0, . . . , 0) = . . . = i, то f є «лiнiйно-
iнверсною» (а саме: при i = 0 на вiдрiзку
[0,∆Q3

(1)] f є лiнiйною, а на вiдрiзку [∆Q3

(1), 1]

f є «iнверсною»; при i = 2 навпаки), тобто
множина f−1(y0) складається не бiльш нiж
з двох точок для всiх y0;

б) якщо виконуються рiвностi ϕ2(0, 0) =
ϕ3(0, 0, 0) = . . . = ϕk−1(0, . . . , 0) = i i
ϕk(0, . . . , 0) = . . . = ϕk+j(0, . . . , 0) = . . . =
= 2 − i, то функцiя f є на двох вiдрiзках
лiнiйною i на двох — «iнверсною». В цьо-
му випадку множина f−1(y0) складається не
бiльш нiж з чотирьох точок для всiх y0;

в) якщо на скiнченнiй кiлькостi мiсць у
довiльному порядку γk(0, . . . , 0) = i, а всi
решта цифр γj(0, . . . , 0) = 2 − i, де k ̸= j,
k, j ∈ N , то очевидно, що довiльний рiвень
функцiї f є скiнченним;

г) нехай цифри γ1, γ2, ... , γk−1 для набо-
рiв (0, . . . , 0) i (2, . . . , 2) визначенi, а решта
визначаються рiвностями:

ϕk(0, ..., 0) = . . . = ϕk+2j(0, ..., 0) = . . . = i,
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ϕk+1(0, . . . , 0) = . . . = ϕk+2j+1(0, . . . , 0) =
= . . . = 2− i, j ∈ N .

Тодi при k = 1 та i = 0 отримаємо ви-
ще дослiджену функцiю f , яка має один не-
скiнченний рiвень y0 = ∆Q3

(02). Якщо k = 1

та i = 2, то отримаємо функцiю графiк якої
симетричний до графiка вище вивченої фун-
кцiї вiдносно прямої y = ∆Q3

(1), тобто один не-
скiнченний рiвень буде знаходитись у точцi
y0 = ∆Q3

(20).
Очевидно, що для k > 1 функцiї також

матимуть лише по одному нескiнченному
рiвню у точках виду: y0 = ∆Q3

γ1γ2...γk−1(02)
або

y0 = ∆Q3

γ1γ2...γk−1(20)
, де γt ∈ {0, 2}, t = 1, k − 1.

А оскiльки k ∈ N та вибiр перших на-
борiв γt(0, . . . , 0) = γt(2, . . . , 2) ∈ {0, 2}, де
t = 1, k − 1, довiльний, то множина всiх
функцiй, якi мають один нескiнченний рi-
вень є злiченною.

Зауважимо, що iснують функцiї f з кла-
су P , якi не належать P1 i мають один не-
скiнченний рiвень. Це функцiї, у яких для
наборiв (0, 0), . . . , (0, . . . , 0) виконується ви-
падок г), а для наборiв (2, 2), . . . , (2, . . . , 2)
виконується один з випадкiв а)-в) або нав-
паки.

4. Функцiї з двома нескiнченни-
ми рiвнями

Розглянемо ще один цiкавий пiдклас P2 кла-
су P функцiй g з двома нескiнченними рiв-
нями.

Доозначимо цифри γn функцiї g насту-
пним чином. Нехай {0, 2} ∋ i — фiксований
параметр. Покладемо:

1) γ1 = α1, причому якщо α1 = 1, то
γ1+r = α1+r, r ∈ N ;

2) якщо α1 = . . . = αm = i i αm+1 = 2− i,
то

γm+1+r =

{
αm+1+r, якщо m− непарне,
2− αm+1+r, якщо m− парне;

3) якщо α1 = ... = αm = i, αm+1 = ... =
αm+k = 1 i αm+k+1 = 2− i, то

γm+k+1+r =

{
αm+k+1+r при m = 2t+ 1,

2− αm+k+1+r при m = 2t;

якщо ж αm+k+1 = i, то

γm+k+1+r =

{
2− αm+k+1+r при m = 2t+ 1,

αm+k+1+r при m = 2t,

де m, k, r, t ∈ N.
Лема 7. Для так означеної функцiї g

має мiсце рiвнiсть

g(I(x)) = I(g(x)).

Доведення. Iз означення функцiї g для
i, j ∈ {0, 2} випливають наступнi спiввiдно-
шення:

g(∆Q3

1α1...αn...) = ∆Q3

1α1...αn...,

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

[2−i]α2m+3...α2m+3+n...
) =

= ∆Q3

i[2− i] . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

[2−i]α2m+3...α2m+3+n...
,

g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m

[2−i]α2m+2...α2m+2+n...
) =

= ∆Q3

i[2− i] . . . i[2− i]︸ ︷︷ ︸
2m

i[2−α2m+2]...[2−α2m+2+n]...
,

g(∆Q3

i...i︸︷︷︸
2m+1

1...1︸︷︷︸
k

jαr1 ...αrn ...
) =

=∆Q3

i[2−i]...i︸ ︷︷ ︸
2m+1

1...1︸︷︷︸
k

[2−i]
[
j+(−1)[

j
2 ]αr1

]
...

[
j+(−1)[

j
2 ]αrn

]
...

,

g(∆Q3

i...i︸︷︷︸
2m

1...1︸︷︷︸
k

jαr1 ...αrn ...
) =

=∆Q3

i[2−i]...[2−i]︸ ︷︷ ︸
2m

1...1︸︷︷︸
k

i

[
j+(−1)[

j
2 ]αr1

]
...

[
j+(−1)[

j
2 ]αrn

]
...

,

Перевiримо, чи виконується рiвнiсть
g(I(x)) = I(g(x)) для всiх вище вказаних
п’яти спiввiдношень:

g(I(∆Q3

1α1...αn...)) = g(∆Q3

1[2−α1]...[2−αn]...
) =

= ∆Q3

1[2−α1]...[2−αn]...
,

I(g(∆Q3

1α1...αn...)) = ∆Q3

1[2−α1]...[2−αn]...
;

g(I(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

[2−i]α2m+3...α2m+3+n...
)) =

156 Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 3–4.



= g(∆Q3

[2−i]...[2−i]︸ ︷︷ ︸
2m+1

i[2−α2m+3]...[2−α2m+3+n]...
) =

= ∆Q3

[2− i]i . . . [2− i]︸ ︷︷ ︸
2m+1

i[2−α2m+3]...[2−α2m+3+n]...
,

I(g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

[2−i]α2m+3...α2m+3+n...
)) =

= I(∆Q3

i[2− i] . . . i︸ ︷︷ ︸
2m+1

[2−i]α2m+3...α2m+3+n...
) =

= ∆Q3

[2− i]i . . . [2− i]︸ ︷︷ ︸
2m+1

i[2−α2m+3]...[2−α2m+3+n]...
;

g(I(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m

[2−i]α2m+2...α2m+2+n...
)) =

= g(∆Q3

[2−i]...[2−i]︸ ︷︷ ︸
2m

i[2−α2m+2]...[2−α2m+2+n]...
) =

= ∆Q3

[2−i]i...[2−i]i︸ ︷︷ ︸
2m

[2−i]α2m+2...α2m+2+n...
,

I(g(∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2m

[2−i]α2m+2...α2m+2+n...
)) =

= I(∆Q3

i[2−i]...i[2−i]︸ ︷︷ ︸
2m

i[2−α2m+2]...[2−α2m+2+n]...
) =

= ∆Q3

[2−i]i...[2−i]i︸ ︷︷ ︸
2m

[2−i]α2m+2...α2m+2+n...
;

g(I(∆Q3

i...i︸︷︷︸
2m+1

1...1︸︷︷︸
k

jαr1 ...αrn ...
)) =

= g(∆Q3

[2−i]...[2−i]︸ ︷︷ ︸
2m+1

1...1︸︷︷︸
k

[2−j][2−αr1 ]...[2−αrn ]...
) =

=∆Q3

[2−i]i...[2−i]︸ ︷︷ ︸
2m+1

1...1︸︷︷︸
k

i

[
j+(−1)[

j
2][2−αr1 ]

]
...

[
j+(−1)[

j
2][2−αrn ]

]
...

,

I(∆Q3

i[2−i]...i︸ ︷︷ ︸
2m+1

1...1︸︷︷︸
k

[2−i]
[
j+(−1)[

j
2 ]αr1

]
...

[
j+(−1)[

j
2 ]αrn

]
...

)=

=∆Q3

[2−i]i...[2−i]︸ ︷︷ ︸
2m+1

1...1︸︷︷︸
k

i

[
2−j−(−1)[

j
2]αr1

]
...

[
2−j−(−1)[

j
2]αrn

]
...

,

причому j + (−1)[
j
2 ][2 − αrn ] − 2 + j +

(−1)[
j
2 ]αrn = 2(j + (−1)[

j
2 ] − 1) = 0, бо

j ∈ {0, 2}, тобто

j + (−1)[
j
2 ][2− αrn ] = 2− j − (−1)[

j
2 ]αrn ;

g(I(∆Q3

i...i︸︷︷︸
2m

1...1︸︷︷︸
k

jαr1 ...αrn ...
)) =

=g(∆Q3

[2− i]...[2− i]︸ ︷︷ ︸
2m

1...1︸︷︷︸
k

[2−j][2−αr1 ]...[2−αrn ]...
)=

=∆Q3

[2−i]i...i︸ ︷︷ ︸
2m

1...1︸︷︷︸
k

[2−i]
[
j+(−1)[

j
2][2−αr1 ]

]
...

[
j+(−1)[

j
2][2−αrn ]

]
...

,

I(∆Q3

i[2−i]...[2−i]︸ ︷︷ ︸
2m

1...1︸︷︷︸
k

i

[
j+(−1)[

j
2 ]αr1

]
...

[
j+(−1)[

j
2 ]αrn

]
...

)=

=∆Q3

[2−i]i...i︸ ︷︷ ︸
2m

1...1︸︷︷︸
k

[2−i]
[
2−j−(−1)[

j
2]αr1

]
...

[
2−j−(−1)[

j
2]αrn

]
...

.

Отже, для всiх чисел з вiдрiзка [0; 1] має
мiсце рiвнiсть g(I(x)) = I(g(x)).

Наслiдок 5. Якщо q0 = q2, то гра-
фiк функцiї g симетричний вiдносно точки
(∆Q3

(1); ∆
Q3

(1)).
Наслiдок 6. Якщо q0 = q2 =

1
3
, то

1∫
0

g(x)dx =
1

2
.

Лема 8. Множини рiвнiв y0 = ∆Q3

(02) та
y′0 = ∆Q3

(20) функцiї g є нескiнченними, а для
решти значень y скiнченними. Доведен-
ня. Нехай i ∈ {0, 2}. Oчевидно, що

x1 = ∆Q3

(i[2−i]) → ∆Q3

(i[2−i]) = y0,

x2 = ∆Q3

ii(i[2−i]) → ∆Q3

(i[2−i]) = y0, . . .

xn = ∆Q3

i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n−1

(i[2−i])
→ ∆Q3

(i[2−i]) = y0

i т.д..
Оскiльки n довiльне натуральне число,

то множини рiвнiв y0 = ∆Q3

(02) i y′0 = ∆Q3

(20)

функцiї g є нескiнченними.
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Виходячи з означення функцiї g множина
f−1(y0) при умовi, якщо y0 ̸= ∆Q3

(02) i y0 ̸=
∆Q3

(20), є скiнченною.
Теорема 6. В класi P iснує злiченна

пiдмножина P2 функцiй, якi мають два не-
скiнченнi рiвнi. Не iснує функцiй з класу P ,
якi мають бiльше нiж два нескiнченнi рiв-
нi. Доведення. Оскiльки γ1 = 1 ⇔ α1 =
1, то як зазначалось при доведеннi теоре-
ми 1, γ1 може бути довизначена 4 рiзними
способами, а саме: можливi чотири випадки
локальної структури графiка (малюнок 1):

x

y

0 1

1

0 7

1, 3

0

2, 3

x

y

0 1

1

1 7

1, 3

1

1, 0

x

y

0 1

1

2 7

2, 0

2

2, 3

x

y

0 1

1

3 7

0, 2

3

0, 1

Поведiнка функцiї на цилiндрах ∆Q3

02 ,
∆Q3

20 , ∆Q3

10 i ∆Q3

12 детермiнована неперернiстю
функцiї та умовою 1). Тому «степiнь свобо-
ди» для визначення γ2 iснує на цилiндрах
∆Q3

00 i ∆Q3

22 . Аналогiчно для цифри γ3 — «сте-
пiнь свободи» iснує на цилiндрах ∆Q3

000 i ∆Q3

222

i т.д.
Використовуючи мiркування, як i при до-

веденнi теореми 5, можемо стверджувати,
що у випадку, коли графiк функцiї f мi-
стить фрагменти Γ1, Γ2 або скiнченну кiль-
кiсть фрагментiв Γ0, Γ3 («на n – кроцi на-
ближення до графiка функцiї»), то множи-
на f−1(y0) є скiнченною для всiх y0. I ли-
ше у випадку, коли починаючи з деякого
номера для наборiв (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

k

), (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k+1

), ... i

(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
t

), (2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
t+1

), ... (k ̸= t або k = t i iснує

номер l < k, l < t такий що γl(0, . . . , 0) ̸=

γl(2, . . . , 2)) нескiнченну кiлькiсть разiв чер-
гуються фрагменти Γ0 i Γ3, то графiк фун-
кцiї має два нескiнченнi рiвнi.

Друга частина твердження є наслiдком
того, що нескiнченний рiвень можна отри-
мати лише для значень y0 ≡ f(0) i y1 ≡ f(1),
оскiльки для iнших значень x визначення
цифр значення функцiї f детермiноване її
неперервнiстю.
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