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НОВI ХАРАКТЕРИЗАЦIЇ ДЕЯКИХ ОСЛАБЛЕНЬ НЕПЕРЕРВНОСТI

Дослiджуються характеризацiї рiзних ослаблень неперервностi в термiнах замикання.
Зокрема встановлено, що вiдображення f є B-квазiнеперервним тодi i тiльки тодi, коли
f(A) ⊆ f(A) для довiльної передвiдкритої множини A, такої, що intA – область.

We study characterizations of various weakening of continuity in terms of the closure. In parti-
cular, we prove that a mapping f is a B-quasi-continuous if and only if f(A) ⊆ f(A) for any
pre-open set A such that intA is a connected open set.

1. Вступ. Добре вiдомою є характери-
зацiя неперевностi вiдображення в термiнах
його замикання: вiдображення f мiж топо-
логiчними просторами X та Y є неперерв-
ним тодi i тiльки тодi, коли

f(A) ⊆ f(A)

для довiльної пiдмножини A простору X, де
A означає замикання множини A.

К.Келлум у [1] увiв поняття функцiї Ґiб-
сона, а саме, вiдображення f : X → Y
називається функцiєю Ґiбсона, якщо
f(U) ⊆ f(U) для всiх вiдкритих множин U
в X. В [2] О.Карлова та В.Михайлюк вста-
новили, що поняття майже неперервностi
та поняття функцiї Ґiбсона означають одне
i теж.

П.С.Келлер в [3] увiв властивiсть щiльно-
стi вiдображення (”dense mapping property”,
коротко DMP). Вiдображення f : X → Y

має властивiсть DMP, якщо f(D) ⊆ f(D)
для довiльної пiдмножини D простору X,
такої, що D є зв’язною множиною. Р.Мiмна
в [4] встановив, що функцiя f : R → R є
двосторонньо квазiнеперервною тодi i тiль-
ки тодi, коли вона має властивiсть DMP. В
[5] Я.Борсiком було показано, що якщо вiд-
ображення f : X → Y мiж топологiчними
просторами X та Y має властивiсть DMP,
то f є B-квазiнеперервним, а також наве-
дено приклад функцiї f : R2 → R, яка є
B-квазiнеперервною, але не має властивостi
DMP. Також в [4] Р.Мiмна показав, що фун-
кцiя f : R → R неперервна тодi i тiльки

тодi, коли f(N) ⊆ f(N) для довiльної нiде
не щiльної множини N .

Крiм майже неперервностi та двосто-
ронньої квазiнеперервностi iснує велика
кiлькiсть iнших ослаблень неперервностi
(квазiнеперервнiсть, периферiйна неперерв-
нiсть, ледь неперервнiсть тощо). Виникає
природний iнтерес дослiдити чи допуска-
ють iншi ослаблення неперервностi подi-
бну характеризацiю з допомогою включен-
ня f(A) ⊆ f(A), що виконується для множи-
ни A з певної системи A. В цiй статтi хара-
ктеризiцiї знайдено для властивостi Юнґа,
B-квазiнеперервностi, α-неперервностi, ледь
неперервностi та майже ледь неперервностi.
Дослiджено також з цiєї точки зору i пери-
ферiйну неперервнiсть. На жаль, для ква-
зiнеперервностi такої характеризацiї не зна-
йдено.

2. A-неперервнiсть. Нехай X i Y – то-
пологiчнi простори, A – деяка система пiд-
множин простору X i f : X → Y – вiдобра-
ження. Ми кажемо, що вiдображення f є A-
неперервним, якщо f(A) ⊆ f(A) для довiль-
ної множини A ∈ A.

Спочатку перенесемо результат Р.Мiмни
з [4] на випадок топологiчних просторiв.

Теорема 2.1. Нехай X та Y – топологi-
чнi простори, причому простiр X задоволь-
няє умову:

(?) для довiльної пiдмножини A в X i то-
чки x ∈ A\A iснує нiде не щiльна мно-
жина N в X, така, що N ⊆ A i x ∈ N ,

i N – система нiде не щiльних пiдмножин
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простору X. Вiдображення f : X → Y є
неперервним тодi i тiльки тодi, коли f є
N -неперервним.

Доведення. Необхiднiсть є очевидною.
Встановимо достатнiсть. Припустимо, що
вiдображення f є N -неперервним i не є
неперервним в деякiй точцi x0 ∈ X. То-
дi iснує вiдкритий окiл V точки f(x0) в
Y такий, що для довiльного околу U то-
чки x0 в X iснує точка xU ∈ U , така,
що f(xU) ∈ Y \ V . Розглянемо множи-
ну A = {xU ∈ X : U − окiл точки x0}. Оче-
видно, що x0 ∈ A \ A i f(A) ⊆ Y \ V . То-
дi за умовою iснує нiде не щiльна множина
N в X, така, що N ⊆ A i x0 ∈ N . З N -
неперервностi вiдображення f , замкненостi
множини Y \V i умови N ⊆ A випливає, що

f(x0) ∈ f(N) ⊆ f(N) ⊆ Y \ V = Y \ V.

Однак, f(x0) ∈ V , що приводить до супере-
чностi.

Зауважимо, що якщо простiр має iзольо-
ванi точки, то вiн не задовольняє умову (?).
Те, що простiр X в теоремi 2.1 не має iзольо-
ваних точок, є iстотною умовою. Це показує
наступний приклад.

Приклад. Нехай X =
{

1
n

: n ∈ N}∪{0} –
простiр з iндукованою топологiєю. Визначи-
мо функцiю f : X → R так: f(x) = 0, якщо
x 6= 0 i f(0) = 1. Так визначена функцiя
є розривною в точцi x = 0. Єдиною непо-
рожньою нiде не щiльною множиною в X є
одноточкова множина N = {0}. Зрозумiло,
що N = N . Тодi

f(N) = f(N) = {1} = {1} = f(N).

Отже, функцiя f є N -неперервною, але роз-
ривною.

Теорема 2.2. Якщо X – гаусдорфовий
простiр з першою аксiомою злiченностi без
iзольованих точок, то вiн задовольняє умо-
ву (?).

Доведення. Нехай A ⊆ X, x ∈ A \ A i
V – злiченна база точки x. Вiзьмемо довiль-
ну точку x1 ∈ A. З гаусдорфовостi випливає,
що iснують вiдкритi околи U1 i V1 точок x1

i x вiдповiдно, такi, що V1 ∈ V i U1 ∩V1 = ∅.

Оскiльки x ∈ A, то iснує точка x2 ∈ V1 ∩ A.
Знову з гаусдорфовостi простору X випли-
ває, що iснують вiдкритi околи U2 i V2 то-
чок x2 i x вiдповiдно, такi, що V2 ∈ V i
V2 ⊆ V1, U2 ⊆ V1 i U2 ∩ V2 = ∅. Заува-
жимо, що U2 ∩ U1 = ∅. Продовживши це
процес до безмежностi ми отримаємо послi-
довнiсть точок (xn) i послiдовнiсть попарно
неперетинних вiдкритих множин (Un), такi,
що N = {x1, x2, ..., xn, ...} ⊆ A i xn ∈ Un для
всiх n ∈ N.

Покажемо, що множина N нiде не щiль-
на. Розглянемо довiльну вiдкриту непоро-
жню множину G в X. Нехай G∩N 6= ∅. Тодi
iснує номер n0, такий, що xn0 ∈ G. Оскiльки
простiр X без iзольованих точок, то iснує то-
чка x′ ∈ G∩Un0 i x′ 6= xn0 . З гаусдорфовостi
простору X випливає, що iснує вiдкритий
окiл G′ точки x′, такий, що xn0 6∈ G′. Тодi
множина H = G∩G′ ∩Un0 вiдкрита непоро-
жня, xn0 6∈ H i H ⊆ G. Крiм того, H∩Un = ∅
для всiх номерiв n 6= n0, бо послiдовнiсть
(Un) складається iз попарно неперетинних
вiдкритих множин. Тому H ∩ N = ∅ i це
означає, що множина N нiде не щiльна.

3. Майже неперервнiсть та функцiї
Ґiбсона. Вiдображення f : X → Y назива-
ється майже неперервним (в розумiннi Гу-
сейна) в точцi x ∈ X [6], якщо для кожного
околу V точки y = f(x) в Y iснує множи-
на A в X, така, що x ∈ intA i f(A) ⊆ V ,
де intA означає внутрiшнiсть множини A.
Якщо вiдображення f майже неперервне в
кожнiй точцi, то воно називається майже
неперервним.

О.Карлова та В.Михайлюк в [2] встано-
вили наступний результат.

Теорема 3.1. Нехай X та Y – то-
пологiчнi простори i G – система вiдкри-
тих пiдмножин простору X. Вiдображе-
ння f : X → Y є майже неперервне тодi i
тiльки тодi, коли f є G-неперервним.

Цю теорему можна доповнити таким чи-
ном. Пiдмножина A простору X називається
напiввiдкритою [7], якщо A ⊆ intA. Очеви-
дно, що кожна вiдкрита множина є напiввiд-
критою.

Теорема 3.2. Нехай X та Y – топологi-
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чнi простори, Gs – система напiввiдкритих
множин в X. Вiдображення f : X → Y
є майже неперервним тодi i тiльки тодi,
коли f є Gs-неперервним.

Доведення. Якщо f – майже неперерв-
не, то за теоремою 3.1 f є функцiєю Ґiбсо-
на, тобто f(G) ⊆ f(G) для кожної вiдкритої
множини G, а тодi для кожної напiввiдкри-
тої множини A маємо, що

f(A) ⊆ f(intA) ⊆ f(intA) ⊆ f(A),

бо множина G = intA вiдкрита i A ⊆ intA.
Навпаки, нехай вiдображення f є Gs-

неперервним. Оскiльки G ⊆ Gs i вiдображен-
ня f є Gs-неперервним, то вiдображення f є
G-неперервним. Тодi з теореми 3.1 випливає,
що f є майже неперервним.

З теорем 3.1 та 3.2 одержуємо наступний
очевидний результат.

Наслiдок 3.3. Для топологiчних про-
сторiв X та Y i вiдображення f : X → Y
наступнi умови рiвносильнi:

(1) f – майже неперервне;
(2) f є функцiєю Ґiбсона;
(3) f є Gs-неперервним.
4. Властивiсть Юнґа та слабкi фун-

кцiї Ґiбсона. У [2], поряд з понят-
тя функцiї Ґiбсона, розглядається понят-
тя слабкої функцiї Ґiбсона. Вiдображення
f : X → Y називається слабкою функцiєю
Ґiбсона, якщо f(O) ⊆ f(O) для довiльної
областi (вiдкритої та зв’язної множини) O в
X.

Функцiя f : R → R має власти-
вiсть Юнґа [8], якщо для кожної
точки x ∈ R iснують послiдовностi
(x′n) i (x′′n), такi, що x′n ≤ x′n+1 < x,
x′′n ≥ x′′n+1 > x, lim

n→∞
x′n = lim

n→∞
x′′n = x i

lim
n→∞

f(x′n) = lim
n→∞

f(x′′n) = f(x).
Теорема 4.1. Нехай O – система всiх

областей в R (тобто, система всiх iнтер-
валiв в R). Функцiя f : R→ R має власти-
вiсть Юнґа тодi i тiльки тодi, коли f є
O-неперервною.

Доведення. Нехай f має властивiсть
Юнґа i A ∈ O. Розглянемо довiльну точку
y ∈ f(A) i окiл V точки y. Нехай x – це така
точка, що x ∈ A i f(x) = y. Якщо x ∈ A,

то y ∈ f(A) ⊆ f(A). Нехай x 6∈ A. Оскiльки
A є вiдкритим iнтервалом i x ∈ A \ A, то
A = (x, ω), де x < ω ≤ +∞, або A = (ω, x),
де −∞ ≤ ω < x. Припустимо, що A = (x, ω).
Оскiльки f має властивiсть Юнґа, то iснує
послiдовнiсть (xn), така, що xn ≥ xn+1 > x,
lim

n→∞
xn = x i lim

n→∞
f(xn) = f(x). Тодi iснує

такий номер N , що xN ∈ A i f(xN) ∈ V .
Тому f(A) ∩ V 6= ∅ i y ∈ f(A). Аналогi-
чно мiркується у випадку A = (ω, x). От-
же, f(A) ⊆ f(A). Таким чином, f є O-
неперервною.

Навпаки, нехай функцiя f є O-
неперервною. Припустимо, що функцiя
f не має властивостi Юнґа. Тодi iснують
точка x0, вiдкритий окiл V точки f(x0) та
iнтервали A = (x, x + δ), або A = (x, x + δ),
де δ > 0, такi, що f(A) ⊆ R \ V . Оскiльки
x0 ∈ A, A ∈ O, функцiя f є O-неперервною
i множина R \ V замкнена, то

f(x0) ∈ f(A) ⊆ f(A) ⊆ R \ V = R \ V.

Це суперечить тому, що V є околом точки
x0. Одержана суперечнiсть завершує дове-
дення.

Наслiдок 4.2. Функцiя f : R → R має
властивiсть Юнґа тодi i тiльки тодi, ко-
ли f є слабкою функцiєю Ґiбсона.

5. Периферiйна неперервнiсть. Для
множини A топологiчного простору X через
frA = A \ intA позначимо її межу. Вiдобра-
ження f : X → Y називається периферiйно
неперервним у точцi x ∈ X [9], якщо для
довiльних вiдкритих околiв U i V точок x в
X i y = f(x) в Y вiдповiдно, iснує вiдкри-
тий окiл G точки x в X, такий, що G ⊆ U
i f(frG) ⊆ V , i просто периферiйно непе-
рервним, якщо воно є таким в кожнiй точцi.
Для X = Y = R периферiйна неперервнiсть
еквiвалентна властивостi Юнґа [8, с. 495].

Теорема 5.1. Нехай X – T1-простiр та
Y – топологiчний простiр, C – система
зв’язних множин в X i f : X → Y – пе-
риферiйно неперервне вiдображення. Тодi f
є C-неперервним.

Доведення. Нехай вiдображення f пе-
риферiйно неперервне. Розглянемо зв’язну
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множину A в X. Нехай y ∈ f(A), V – окiл
точки y в Y, точка x ∈ A, така, що f(x) = y.

Якщо для довiльного околу U точки x ма-
ємо, що U ∩ A ⊇ A, то A = {x}. Справдi,
якщо A 6= {x}, то iснує точка a ∈ A, так,
що a 6= x. Оскiльки простiр X задовольняє
аксiому T1, то iснує окiл Ua точки x, такий,
що a 6∈ Ua i тодi Ua 6⊇ A. А це суперечить
тому, що U ∩A ⊇ A для довiльного околу U
точки x. Таким чином, якщо для довiльного
околу U точки x маємо, що U ∩ A ⊇ A, то
A = {x} i тому y = f(x) ∈ f(A) ⊆ f(A).

Нехай iснує вiдкритий окiл U0 точки x,
такий, що U0 ∩ A 6⊇ A. З периферiйної не-
перервностi вiдображення f в точцi x ви-
пливає, що iснує вiдкрита непорожня G
в X, така, що G ⊆ U0 i f(frG) ⊆ V .
Оскiльки G ∩ A 6= ∅, бо x ∈ A, G 6⊇ A,
бо G ⊆ U0 i множина A є зв’язною, то
frG ∩ A 6= ∅. Вiзьмемо точку a ∈ frG ∩ A.
Тодi f(a) ∈ f(frG) ⊆ V . Отже, f(A)∩V 6= ∅
i тому y ∈ f(A).

В обох випадках ми одержуємо, що
y ∈ f(A), отже f(A) ⊆ f(A). Таким чином,
f є C-неперервним.

Наслiдок 5.2. Для функцiї f : R → R
наступнi умови еквiвалентнi:

(1) f має властивiсть Юнґа;
(2) f є слабкою функцiєю Ґiбсона;
(3) f периферiйно неперервна;
(4) f є C-неперервною.
Доведення. Iмплiкацiю (1) ⇔ (2) до-

ведено у пунктi 4 (наслiдок 4.2). Те, що
(1) ⇔ (3) встановлено у [8, с. 495]. Iмплiка-
цiя (3) ⇒ (4) випливає з теореми 5.1. З озна-
чення C-неперервностi легко вивести, що
(4) ⇒ (2).

Питання. Нехай C – система зв’язних
множин в R2 i f : R2 → R є C-неперервна
функцiя. Чи буде f периферiйно неперерв-
ною?

6. B-квазiнеперервнiсть. Вiдображен-
ня f : X → Y називається B-квазiнепе-
рервним у точцi x ∈ X [5], якщо для довiль-
ного околу V точки y = f(x) в Y i довiльної
областi O в X, такої, що x ∈ O iснує вiд-
крита непорожня множина G в X, така, що
G ⊆ O i f(U) ⊆ V . Якщо вiдображення B-

квазiнеперервне у кожнiй точцi, то воно на-
зивається B-квазiнеперервним. Поняття B-
квазiнеперервностi є узагальненням понят-
тя двосторонньої квазiнеперервностi на ви-
падок вiдображень мiж довiльними тополо-
гiчними просторами.

Пiдмножина A простору X називається
передвiдкритою [10], якщо A ⊆ intA.

Лема 6.1. Якщо O – область в тополо-
гiчному просторi X, A ⊆ X i A ⊆ O ⊆ A,
то intA – область в X.

Доведення. Якби множина intA була не
зв’язною, то iснували б вiдкритi непорожнi
множини U1 та U2, такi, що U1 ∩ intA 6= ∅,
U2 ∩ intA 6= ∅ i intA ⊆ U1 t U2. Зрозумiло,
що тодi б Ui ∩ A 6= ∅ при i = 1, 2. Оскiльки
A = O, то Ui∩O 6= ∅ при i = 1, 2. З властиво-
стi множини Ui випливає, що Ui∩O 6= ∅ при
i = 1, 2. Оскiльки O ⊆ intA i intA ⊆ U1tU2,
то O ⊆ U1tU2. Тодi O = (U1∩O)t (U2∩O),
що суперечить зв’язностi множини O. Отже,
множина intA зв’язна. Таким чином, intA –
область.

Теорема 6.2. Нехай X та Y – топо-
логiчнi простори, Op = {A ∈ 2X : A −
передвiдкрита множина i intA− область}.
Вiдображення f : X → Y є B-квазiнеперер-
вним тодi i тiльки тодi, коли f є Op-
неперервним.

Доведення. Нехай спочатку вiдображе-
ння f є B-квазiнеперервним i A ∈ Op, тобто,
A – передвiдкрита множина, така, що intA –
область. Вiзьмемо довiльну точку y ∈ f(A)
та окiл V точки y. Нехай x – це така точка
з множини A, що f(x) = y. Покажемо, що
x ∈ intA. Справдi, нехай U – довiльний окiл
точки x. Оскiльки x ∈ A, то U ∩A 6= ∅. Але
з передвiдкритостi множини A випливає, що
∅ 6= U ∩ A ⊆ U ∩ intA. Отже, x ∈ intA.

За умовою intA є областю. Тодi з B-
квазiнеперервностi вiдображення f випли-
ває, що iснує вiдкрита непорожня множина
G в X, така, що G ⊆ intA, а отже, G ⊆ A,
i f(G) ⊆ V . Оскiльки G – вiдкрита непоро-
жня множина i G ⊆ A, то G ∩ A 6= ∅. Тому
f(A) ∩ V 6= ∅ i, таким чином, y ∈ f(A).
Оскiльки y була довiльною точкою множи-
ни f(A), то f(A) ⊆ f(A). Це означає, що
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вiдображення f є Op-неперервне.
Навпаки, нехай тепер вiдображення

f є Op-неперервним. Покажемо, що f –
B-квазiнеперервне вiдображення. Будемо
мiркувати вiд супротивного. Нехай вiд-
ображення f не є B-квазiнеперервним в
деякiй точцi x0 ∈ X. Тодi iснують вiд-
критий окiл V точки y0 = f(x0) в Y i
область O в X, для якої x0 ∈ O, такi,
що для довiльної вiдкритої непорожньої
множини G ⊆ O маємо, що f(G) 6⊆ V .
Таким чином, для довiльної вiдкритої
непорожньої множини G в X, такої, що
G ⊆ O, iснує точка xG ∈ G, що f(xG) 6∈ V .
Розглянемо множину A = {xG ∈ X : G −
вiдкрита непорожня множина в X i G ⊆ O}.
Зрозумiло, що f(A) ⊆ Y \ V .

Зауважимо, що A ⊆ O ⊆ A. Тодi
O = intO ⊆ intA i A ⊆ O ⊆ intA. Отже,
множина A передвiдкрита, а згiдно з лемою
6.1 множина intA зв’язна.

Оскiльки вiдображення f є Op-неперерв-
не, то

f(x0) ∈ f(A) ⊆ f(A) ⊆ Y \ V = Y \ V.

Але з другого боку, f(x0) ∈ V , бо V – окiл
точки f(x0). Одержана суперечнiсть завер-
шує доведення.

Наведемо ще одну характеризацiю B-
квазiнеперервностi. Нагадаємо, що вiдобра-
ження f : X → Y називається квазiне-
перервним в точцi x ∈ X [11], якщо для
довiльних околiв U i V вiдповiдно точок
x ∈ X i y = f(x) ∈ Y iснує вiдкрита не-
порожня множина G в X така, що G ⊆ U
i f(G) ⊆ V . Вiдображення називається ква-
зiнеперервним, якщо вона є таким в кожнiй
точцi. Кажуть, що функцiя f : X → Y має
властивiсть Дарбу [12], якщо f(A) є зв’я-
зною множиною для довiльної зв’язної мно-
жини A в X. В [13] Я.Борсiк встановив, що
коли функцiя f : R→ R є квазiнеперервною
i має властивiсть Дарбу, то вона двосторон-
ньо квазiнеперервна. Там же було наведено
приклад функцiї, який показує, що оберне-
не твердження не вiрне. Тут ми узагальнимо
цей результат.

Теорема 6.3. Нехай X – локально зв’я-

зний простiр i Y – топологiчний про-
стiр. Вiдображення f : X → Y є B-
квазiнеперервним тодi i тiльки тодi, коли
f є квазiнеперервним i є слабкою функцiєю
Ґiбсона.

Доведення. Нехай вiдображення
f : X → Y є B-квазiнеперервним. Пере-
вiримо спочатку, що f є слабкою функцiєю
Ґiбсона. Розглянемо довiльну область O в
просторi X. Оскiльки множина O вiдкрита,
то O ⊆ intO i тому O – передвiдкрита
множина. Згiдно з лемою 6.1 множина
intO є областю. Таким чином, O ∈ Op.
Тодi з B-квазiнеперервностi вiдображення
f випливає, що

f(O) ⊆ f(O).

Це означає, що f є слабкою функцiєю Ґiб-
сона.

Тепер встановимо квазiнеперервнiсть.
Розглянемо довiльну точку x ∈ X та околи
U i V точок x в X i f(x) в Y вiдповiдно.
Iснує вiдкритий зв’язний окiл O точки
x, такий, що O ⊆ U . Таким околом буде
компонента зв’язностi будь-якого вiдкри-
того околу точки x, що мiстить цю точку
i мiститься в U . Оскiльки вiдображення
f B-квазiнеперервне, то iснує вiдкрита
непорожня множина G в X, така, що
G ⊆ O i f(G) ⊆ V . Отже, вiдображення f
квазiнеперервне в точцi x.

Навпаки, нехай вiдображення f : X → Y
є квазiнеперервним i є слабкою функцiєю
Ґiбсона. Розглянемо довiльну точку x ∈ X,
вiдкритий окiл V точки f(x) в Y i область
O в X, таку, що x ∈ O. З означення слабкої
функцiї Ґiбсона випливає, що f(O) ⊆ f(O).
Оскiльки x ∈ O, то f(x) ∈ f(O), i тому
V ∩ f(O) 6= ∅. Тодi iснує точка x1 ∈ O, така,
що f(x1) ∈ V . З квазiнеперервностi вiдобра-
ження f i того, що множини O i V є околами
точок x1 в X i f(x1) в Y вiдповiдно випли-
ває, що iснує вiдкрита непорожня множина
G в X, така, що G ⊆ O i f(G) ⊆ V . Отже,
f – B-квазiнеперервне в точцi x.

Наслiдок 6.4. Функцiя f : R→ R є дво-
сторонньо квазiнеперервною тодi i тiльки
тодi, коли f є квазiнеперервною i має вла-
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стивiсть Юнґа.
7. α-неперервнiсть. Множина A

називається α-вiдкритою [14], якщо
A ⊆ int(intA). Легко переконатися [14, твер-
дження 4], що множина A є α-вiдкритою в
X тодi i тiльки тодi, коли A = U \N , де U –
вiдкрита множина в X, а N – нiде не щiль-
на. Вiдображення f : X → Y називається
α-неперервним у точцi x ∈ X [15], якщо
для кожного околу V точки f(x) в Y iснує
α-вiдкрита множина A в X, така, що x ∈ A
i f(A) ⊆ V , i просто α-неперервним, якщо
воно є таким у кожнiй точцi.

Лема 7.1. Нехай (As)s∈S – система пе-
редвiдкритих множин в X. Тодi множина
A =

⋃
s∈S

As передвiдкрита.

Доведення. Нехай x ∈ A. Тодi iснує
s ∈ S, що x ∈ As. Оскiльки множи-
на As передвiдкрита, то x ∈ intAs. Тодi
x ∈ intAs ⊆ intA. Отже, A – передвiдкрита
множина.

Теорема 7.2. Нехай X та Y – топо-
логiчнi простори, Gp – система всiх пе-
редвiдкритих множин в X. Вiдображення
f : X → Y є α-неперервним тодi i тiльки
тодi, коли f є Gp-неперервним.

Доведення. Нехай спочатку вiдображе-
ння f : X → Y є α-неперервним. Роз-
глянемо довiльну множину A ∈ Gp, точку
y ∈ f(A) i V – окiл точки y в Y . Тодi iснує
точка x ∈ A, така, що f(x) = y. Оскiль-
ки вiдображення f є α-неперервним в то-
чцi x, то iснує α-вiдкрита множина E, та-
ка, що x ∈ E i f(E) ⊆ V . З α-вiдкритостi
множини E випливає, що iснують вiдкрита
множина U в X i нiде не щiльна множина
N в X, такi, що E = U \ N . Зрозумiло,
що U – окiл точки x. Оскiльки x ∈ A, то
U ∩ A 6= ∅. З передвiдкритостi множини A
випливає, що ∅ 6= U ∩A ⊆ U ∩ intA. Покла-
демо G = U ∩ intA. Оскiльки G ⊆ intA ⊆ A,
то множина A щiльна в множинi G. Тодi
A ∩ (G \ N) 6= ∅, бо множина N нiде не
щiльна. З того, що G ⊆ U ми одержуємо,
що i A ∩ (U \N) 6= ∅, отже, A ∩ E 6= ∅. То-
дi iснує точка a ∈ A ∩ E, а тому f(a) ∈ V .
Отже, f(A) ∩ V 6= ∅ i y ∈ f(A). Таким чи-

ном, f(A) ⊆ f(A), i значить вiдображення f
є Gp-неперервним.

Навпаки, нехай f є Gp-неперервним. При-
пустимо, що f не є α-неперервним в деякiй
точцi x0. Тодi iснує вiдкритий окiл V точки
f(x0) в Y , такий, що для довiльного околу U
точки x0 i довiльної нiде не щiльної множи-
ни N в X iснує точка xN ∈ U \N , така, що
f(xN) 6∈ V . Розглянемо множину AU = {xN :
N − нiде не щiльна пiдмножина U}. Мно-
жина AU десь щiльна, бо якби вона була нiде
не щiльна, то iснувала б точка xAU

∈ U \AU ,
яка за визначенням множини AU їй нале-
жала. Таким чином, iснує вiдкритий окiл V
точки f(x0) в Y , такий, що для довiльного
околу U точки x0 iснує десь щiльна в U мно-
жина AU , така, що AU ⊆ U i f(AU) ⊆ Y \ V .

Для кожного вiдкритого околу U точки
x0 розглянемо множину EU = AU ∩ intAU .
Зрозумiло, що EU 6= ∅ i EU ⊆ U . Покаже-
мо, що множина EU є передвiдкритою. Для
цього треба встановити, що EU ⊆ intEU . За-
уважимо, що оскiльки G = intAU ⊆ AU , то

G ⊆ AU ∩G = AU ∩ intAU = EU .

З вiдкритостi множини G випливає, що
G = intG ⊆ intEU . Таким чином,

EU = AU ∩ intAU = AU ∩G ⊆ intEU .

Отже, множина EU передвiдкрита.
Розглянемо множину

A =
⋃
{EU : U − вiдкритий окiл точки x0}.

Зрозумiло, що x0 ∈ A. Згiдно з лемою 7.1
множина A є передвiдкритою. Тому за при-
пущенням маємо, що

f(x0) ∈ f(A) ⊆ f(A) ⊆ Y \ V ⊆ Y \ V.

А це суперечить тому, що f(x0) ∈ V .

8. Ледь неперервнiсть. Вiдображення
f : X → Y називається ледь неперервним в
точцi x ∈ X [16], якщо для кожного околу
V точки y = f(x) в Y iснує вiдкрита непоро-
жня множина G, така, що f(G) ⊆ V , i про-
сто ледь неперервним, якщо воно є таким в
кожнiй точцi.
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Теорема 8.1. Нехай X та Y – тополо-
гiчнi простори, D = {A ∈ 2X : A = X}.
Вiдображення f : X → Y є ледь непе-
рервним тодi i тiльки тодi, коли f є D-
неперервним.

Доведення. Досить встановити, що вiд-
ображення f : X → Y ледь неперервне тодi i
тiльки тодi, коли f(X) ⊆ f(A) для всiх всю-
ди щiльних в X множин A.

Нехай вiдображення f : X → Y ледь не-
перервне i A – всюди щiльна в X множина.
Розглянемо x ∈ X, f(x) = y i V – окiл точки
y. З ледь неперервностi вiдображення f ви-
пливає, що iснує вiдкрита непорожня мно-
жина G в X, така, що f(G) ⊆ V . Оскiль-
ки A = X, то G ∩ A 6= ∅. Вiзьмемо точку
a ∈ G∩A. Тодi f(a) ∈ V . Отже, f(A)∩V 6= ∅
i y ∈ f(A). Таким чином, f(X) ⊆ f(A).

Навпаки, нехай f(X) ⊆ f(A) для всiх
всюди щiльних в X множин A. Припустимо,
що f : X → Y не є ледь неперервним в точцi
x0. Тодi iснує вiдкритий окiл V точки f(x0),
такий, що для довiльної вiдкритої непоро-
жньої множини G в X iснує точка xG ∈ G,
така, що f(xG) ∈ Y \ V . Розглянемо множи-
ну A = {xG : G− вiдкрита непорожня в X}.
Очевидно, що множина A всюди щiльна в X.
Тодi

f(x0) ∈ f(X) ⊆ f(A) ⊆ Y \ V = Y \ V

i разом з тим f(x0) ∈ V . Одержана супере-
чнiсть завершує доведення.

9. Майже ледь неперервнiсть. Вiд-
ображення f : X → Y називається майже
ледь неперервним в точцi x ∈ X [17], якщо
для кожного околу V точки y = f(x) в Y
iснує множина A в X, така, що intA 6= ∅ i
f(A) ⊆ V , i просто майже ледь неперерв-
ним, якщо воно є таким в кожнiй точцi.

Теорема 9.1. Нехай X та Y – то-
пологiчнi простори, Dn = {X \ N :
N − нiде не щiльна множина в X}. Вiд-
ображення f : X → Y є майже ледь не-
перервним тодi i тiльки тодi, коли f є Dn-
неперервним.

Доведення. Як i при доведеннi теоре-
ми 8.1 досить встановити, що вiдображення
f : X → Y майже ледь неперервне тодi i

тiльки тодi, коли f(X) ⊆ f(A) для всiх мно-
жин A = X \ N , де N – нiде не щiльна в
X.

Нехай вiдображення f : X → Y майже
ледь неперервне i A = X \N , де N – нiде не
щiльна в X. Розглянемо x ∈ X, f(x) = y i
V – окiл точки y. З майже ледь неперервно-
стi вiдображення f випливає, що iснує десь
щiльна множина E в X, така, що f(E) ⊆ V .
Оскiльки N – нiде не щiльна в X, A = X \N
i множина E десь щiльна в X, то E∩A 6= ∅.
Вiзьмемо точку a ∈ E ∩ A. Тодi f(a) ∈ V .
Отже, f(A) ∩ V 6= ∅ i тому f(X) = f(A).

Навпаки, нехай f(X) ⊆ f(A) для всiх
множин A = X \N , де N – нiде не щiльна в
X. Припустимо, що f : X → Y не є майже
ледь неперервним в точцi x0. Тодi iснують
вiдкритий окiл V точки f(x0) та множина
A = X \N , де N – нiде не щiльна в X, такi,
що f(A) ∈ Y \ V . В такому разi

f(x0) ∈ f(X) ⊆ f(A) ⊆ Y \ V = Y \ V,

i разом з тим f(x0) ∈ V . Отримана супере-
чнiсть, яка i завершує доведення.

10. (A,B)-неперервнiсть. Узагальнюю-
чи поняття B-квазiнеперервностi, введемо
нове поняття. Нехай A та B – деякi систе-
ми пiдмножин простору X. Вiдображення
f : X → Y називається (A,B)-неперервним
в точцi x ∈ X, якщо для довiльного околу
V точки f(x) i довiльної непорожньої мно-
жини A ∈ A, з умови x ∈ A випливає, що
iснує множина B ∈ B, така, що B ⊆ A
i f(B) ⊆ V . Вiдображення f називається
(A,B)-неперервним, якщо воно є таким в ко-
жнiй точцi.

В [5] було показано, що вiдображення
f : X → Y мiж топологiчними просторами
X i Y є неперервним в точцi x ∈ X тодi
i тiльки тодi, коли для довiльного околу V
точки f(x) i довiльної вiдкритої множини U
в X з умови x ∈ U випливає, що iснує вiд-
крита непорожня множина G в X, така, що
G ⊆ U i f(G) ⊆ V . Звiдси слiдує, що вiд-
ображення f : X → Y є неперервним тодi i
тiльки тодi, коли воно (G,G)-неперервне.

З означення B-квазiнеперервностi випли-
ває, що вiдображення f : X → Y є B-
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квазiнеперервним тодi i тiльки, коли f є
(O,G)-неперервним.

Очевидною є наступна проста характери-
зацiя A-неперервностi.

Теорема 10.1. Нехай X та Y – топо-
логiчнi простори, A – система пiдмножин
простору X. Вiдображення f : X → Y є A-
неперервним тодi i тiльки тодi, коли для
для кожної точки x ∈ X, довiльного околу
V точки f(x) в Y та довiльної множини
A ∈ A в X, такої, що x ∈ A iснує точка
a ∈ A, що f(a) ∈ V .

Позначимо через P – систему всiх одно-
точкових множин в X. Використовуючи тео-
рему 10.1 та встановленi вище результати ми
одержуємо, що для вiдображення f : X → Y
мiж топологiчними просторами X i Y :

майже неперервнiсть рiвносильна (Gs,P)-
неперервностi (теорема 3.2);

B-квазiнеперервнiсть рiвносильна
(Op,P)-неперервностi (теорема 6.2);

α-неперервнiсть рiвносильна (Gp,P)-
неперервностi (теорема 7.2);

ледь неперервнiсть рiвносильна (D,P)-
неперервностi (теорема 8.1);

майже ледь неперервнiсть рiвносильна
(Dn,P)-неперервностi (теорема 9.1).

Якщо простiр X задовольняє умову
(?) з пункту 2, то для вiдображен-
ня f : X → Y неперервнiсть рiвносильна
(N ,P)-неперервностi (теорема 2.1);

Для функцiї f : R→ R властивiсть Юнґа
рiвносильна (O,P)-неперервностi (теорема
4.1);

Автор вдячний Маслюченку Володимиру
Кириловичу за кориснi зауваження, якi до-
зволили полiпшити оригiнальну версiю цiєї
статтi.
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