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ЗАДАЧА З IНТЕГРО-КРАЙОВИМИ УМОВАМИ ДЛЯ СИСТЕМИ
РIВНЯНЬ ЛЯМЕ У ПРОСТОРАХ МАЙЖЕ ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ

У шарi [0, T ]× Rp дослiджено задачу з iнтегро-крайовими умовами за часовою коорди-
натою t ∈ [0, T ] для узагальненої системи рiвнянь Ляме динамiчної теорiї пружностi у класi
майже перiодичних за просторовими змiнними x1, . . . , xp функцiй. Знайдено критерiй єдино-
стi та необхiднi, необхiднi i достатнi, а також достатнi умови iснування розв’язку цiєї задачi.
Для розв’язання проблеми малих знаменникiв, якi виникли при побудовi розв’язку задачi,
використано метричний пiдхiд.

In the strip [0, T ]× Rp, we investigate a problem with integral-boundary conditions in time
coordinate t ∈ [0, T ] for generalized system of Lamé equations of dynamic elasticity theory, in the
class of almost periodical functions in spatial variables x1, . . . , xp. We found a uniqueness criterion,
and necessary, necessary and sufficient, and sufficient existence conditions for the solution of this
problem. To solve the problem of small denominators arising while constructing a solution of the
problem, we use the metrical approach.

Вступ. Багато фiзичних, бiологiчних та
iн. процесiв моделюються задачами з нело-
кальними умовами для рiвнянь iз частин-
ними похiдними. Такими умовами, зокрема,
є iнтегральнi умови, якi можна трактувати
як вимiрювання середнiх значень розв’язку
(локальнi умови трактуються як вимiрюван-
ня в окремих точках).

Вивченню задач з iнтегральними умова-
ми для рiвнянь iз частинними похiдними
присвячено велику кiлькiсть робiт (див., на-
приклад, [1–10] i бiблiографiю там).

Цi задачi, взагалi, є некоректними за Ада-
маром, а їх розв’язнiсть у вiдповiдних прос-
торах функцiй пов’язана з оцiнками зни-
зу малих знаменникiв складної нелiнiйної
структури [11, 12].

Задача знаходження майже перiодичних
за просторовими координатами розв’язкiв
системи рiвнянь динамiчної теорiї пруж-
ностi [13, с. 175] iз умовами за часовою змiн-
ною, що є лiнiйними комбiнацiями iнтег-
ральних умов типу моментiв та локальних
крайових умов на часовому iнтервалi [0, T ]
вивчалася у роботi [14]. Задачу Кошi для цi-
єї системи розглянуто у роботах [15, 16].

У цiй роботi вивчається задача з iнтегро-
крайовими умовами за часовою змiнною на

[0, T ] для узагальненої системи рiвнянь Ля-
ме у просторах майже перiодичних функцiй.

Постановку задачi зроблено у першому
пунктi роботи, зведення її до задачi для зви-
чайного диференцiального рiвняння з па-
раметром — у другому пунктi, дослiдження
останньої задачi — у третьому пунктi. У чет-
вертому пунктi проводиться побудова та оцi-
нювання розв’язку вихiдної задачi. Шостий
пункт присвячений формулюванню i дове-
денню теорем про умови розв’язностi зада-
чi у шкалах просторiв майже перiодичних
функцiй; при цьому використовуються до-
помiжнi леми, а також оцiнки та спiввiдно-
шення з п’ятого пункту. Завершується робо-
та пунктом висновкiв.

1. Постановка задачi. У цьому пунктi
введено область, у якiй розглядаєтся зада-
ча, систему рiвнянь з частинними похiдни-
ми (систему Ляме) та iнтегро-крайовi умо-
ви, простори майже перiодичних функцiй i
означення розв’язку.

В областi Q = [0, T ] × Rp, p ∈ N, T > 0,
змiнних (t, x) = (t, x1, . . . , xp) розглядається
задача про знаходження майже перiодично-
го (за векторною змiнною x) зi спектром

M = {µk = (µk1, . . . , µkp) ∈ Rp : k ∈ Zp}
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розв’язку системи рiвнянь з частинними по-
хiдними

σ∂2t u = µ∗∂x∂
†
xu+ (λ∗ + µ∗)∂†x∂xu, (1)

який задовольняє iнтегро-крайовi умови на
вiдрiзку [0, T ]

α1u(0, x) + β1

∫ T

0

tr1

r1!
u(t, x) dt = φ1(x),

α2u(T, x) + β2

∫ T

0

tr2

r2!
u(t, x) dt = φ2(x),

(2)

де x = (x1, . . . , xp) ∈ Rp, ∂x =
(

∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xp

)
,

∂t = ∂
∂t

, параметри системи σ, λ∗, µ∗ — до-
датнi числа, векторнi параметри

α⃗ = (α1, α2), β⃗ = (β1, β2)

умов (2) є комплексними, а векторний па-
раметр r⃗ = (r1, r2)— цiлочисловий, зокрема
∥α⃗∥ > 0, ∥β⃗∥ > 0, r1 ≥ 0, r2 ≥ 0, † — операцiя
транспонування, ∥ · ∥— евклiдова норма.

Заданi функцiї φ1 i φ2 та шуканий розв’я-
зок u— вектори розмiру p.

У частинному випадку p = 3 система
(1) називається системою Ляме [13, 14], що
описує напружений стан iзотропного одно-
рiдного пружного тiла у перемiщеннях, де
σ— густина середовища, λ∗, µ∗ — коефiцiєн-
ти Ляме, t— час, x— просторова точка.

Якщо β⃗ = 0, то функцiї φ1 i φ2 в умовах
(2) можна вважати вимiрюванням функцiї
u = u(t, ·) у крайнiх точках вiдрiзка [0, T ],
для протилежного випадку вимiрювання в
окремих точках доповнюється iнтегральни-
ми вимiрюваннями моментiв порядкiв r1 та
r2 функцiї u на всьому вiдрiзку [0, T ].

Якщо α⃗ = 0, то точковi вимiрювання не
проводяться.

Розв’язок задачi (1), (2) шукаємо у вигля-
дi функцiю змiнної t зi значеннями у шкалi
{Hq

M}q∈R гiльбертових просторiв Hq
M май-

же перiодичних зi спектром M функцiй [14],
отриманих поповненням множини HM три-
гонометричних векторних многочленiв

v(x) =
∑

vk exp (iµk, x) ≡

≡
∑

vk exp (iµk1x1 + . . .+ iµkpxp),

за нормою

∥v;Hα
M∥ =

(∑
k∈Zp

∥vk∥2
(
1 + ∥µk∥2

)α)1/2
,

де µk = (µk1, . . . , µkp) ∈ M , ∥ · ∥— евклiдо-
ва норма. На спектр M майже перiодичних
функцiй зi шкали просторiв Hα

M накладає-
мо умову неповторюваностi (µk̃ ̸= µ˜̃

k
у разi

k̃ ̸= ˜̃k) елементiв спектру i умову зростання

d1∥k∥θ1 ≤ ∥µk∥ ≤ d2∥k∥θ2 (3)

з дiйсними параметрами d⃗ = (d1, d2) i θ⃗ =
(θ1, θ2), де 0 < d1 ≤ d2, 0 < θ1 ≤ θ2 (звiдси
маємо µ0 = 0).

Позначимо H2,α
M простiр таких функцiй

u = u(t, x), що ∂jtu ∈ C([0, T ];Hα−j
M ), i вва-

жаємо, що

∥u;H2,α
M ∥2 =

2∑
j=0

∥∂jtu;C([0, T ];Hα−j
M )∥2.

Означення 1. Розв’язком задачi (1), (2)
вважаємо функцiю u ∈ C2([0, T ];H′

M), де
простiр H′

M спряжений до простору HM ,
яка на [0, T ] задовольняє рiвняння (1) i умо-
ви (2) у просторi H′

M та належить до
простору H2,q

M , q ∈ R.

З означення випливає, що включення

{φ1, φ2} ⊂ Hq
M (4)

є необхiдною умовою iснування розв’язку
задачi (1), (2) у просторi H2,q

M .

2. Зведення до звичайних диферен-
цiальних рiвнянь. Якщо u— розв’язок за-
дачi (1), (2), то

u ≡ uα⃗,β⃗ =
∑
k∈Zp

uk(t)e
i(µk,x) (5)

i uk ∈ C2[0, T ] для кожного k ∈ Zp та є
розв’язком такої задачi:

σu′′k + µ∗∥µk∥2uk + (λ∗ + µ∗)µ†
kµkuk = 0, (6)

α1uk(0) + β1

∫ T

0

tr1

r1!
uk(t) dt = φ1k,

α2uk(T ) + β2

∫ T

0

tr2

r2!
uk(t) dt = φ2k,

(7)
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де ′ = d/dt, φ1k, φ2k — коефiцiєнти Фур’є,
зокрема φj =

∑
k∈Zp φjke

i(µk,x), j = 1, 2.
Перетворимо рiвняння (6). Нехай матри-

ця перестановок Pk визначена рiвнiстю

Pkµ
†
k = (0, νk)

†,

де вектор νk = (νk1, . . . , νkpk), 1 ≤ pk ≤ p,
складено з ненульових елементiв вектора µk,
упорядкованих за зростанням, а саме

|νk1| ≤ |νk2| ≤ · · · ≤ |νkpk |,

а P0 — одинична матриця Ip порядку p.
Очевидно, що ∥µ0∥ = 0, µ†

0µ0 = 0,

Pkµ
†
kµkP

†
k =


(
0 0

0 ν†kνk

)
, якщо pk < p,

ν†kνk , якщо pk = p,

та ∥µk∥ = ∥νk∥ > 0 для k ̸= 0, тому отриму-
ємо рiвняння (P0u0)

′′ = 0 для k = 0, а для
k ̸= 0 рiвняння

(Pkuk)
′′ + γ20∥µk∥2Pkuk+

+ (γ21 − γ20)∥µk∥2
(

0 0
0 ν†kνk

)
Pkuk = 0,

де 0 < γ20 = µ∗/σ < γ21 = (λ∗ + 2µ∗)/σ.
Ранг симетричної матрицi ν†kνk, k ̸= 0, до-

рiвнює одиницi, вона має порядок pk, просту
структуру i додатне власне значення ∥µk∥2.
Матрицю Hk її власних векторiв таку, що

ν†kνkHk = Hk diag(0, . . . , 0, ∥µk∥2)

i 1 ≤ detHk ≤ pk ≤ p, задає формула

Hk =



1 0 . . . 0 νk1
νkpk

−νk1
νk2

1 . . . 0 νk2
νkpk

0 −νk2
νk3

. . . 0 νk3
νkpk...

... . . . ...
...

0 0 . . . 1
νk,pk−1

νkpk

0 0 . . . −νk,pk−1

νkpk
1


.

Матриця Hk є добутком нижньотрикут-
ної матрицi, яка вiдрiзняється вiд одиничної
Ipk елементами

−νk1
νk2

,− νk2
νkpk

, . . . ,−νk,pk−1

νkpk

пiддiагоналi, i верхньотрикутної, яка вiдрiз-
няється вiд одиничної останнiм стовпцем(

− ν2k1
νk1νkpk

,−ν
2
k1 + ν2k2
νk2νkpk

, . . . ,

−
ν2k1 + · · ·+ ν2k,pk−1

νk,pk−1νkpk
,
∥µk∥2

ν2kpk

)†
.

Тому H−1
k є добутком (блочної) матрицiIpk−1

(∑j
α=1

−ν2kα
νkj∥µk∥

)
j=1,...,pk−1

0 νkpk/∥µk∥


i (блочної) матрицi(

H̃−1
k 0(

νkj/∥µk∥
)
j=1,...,pk−1

νkpk/∥µk∥

)
,

в якiй H̃−1
k є нижньотрикутною матрицею

порядку pk − 1 з ненульовими елементами
νkβ/νkα, де 1 ≤ β ≤ α ≤ pk − 1

Елементи матрицi H−1
k обмеженi за моду-

лем числом pk, а матрицi Hk — одиницею.
Вектор vk = (vk1, . . . , vkp)

†, k ∈ Zp, нових
невiдомих введемо за формулою

vk = Qkuk, (8)

де Q0 = Ip, Qk =
(

Ip−pk
0

0 H−1
k

)
Pk для pk < p, i

Qk = H−1
k Pk для pk = p, тодi для компонент

вектора vk отримуємо задачу

v′′kj + γ20∥µk∥2vkj = 0, j = 1, . . . , p− 1,

v′′kp + γ21∥µk∥2vkp = 0,
(9)

α1vkj(0) + β1

∫ T

0

tr1

r1!
vkj(t) dt = ψj

1k,

α2vkj(T ) + β2

∫ T

0

tr2

r2!
vkj(t) dt = ψj

2k,

(10)

причому j = 1, . . . , p,

(ψ1
βk, . . . , ψ

p
βk)

† = ψβk = Qkφβk, β = 1, 2.

Отже, дослiдження задачi (9), (10) звелося
до побудови i дослiдження розв’язку задачi

v′′ + γ2v = 0,

α1v(0) + β1

∫ T

0

tr1

r1!
v(t) dt = ψ1,

α2v(T ) + β2

∫ T

0

tr2

r2!
v(t) dt = ψ2

(11)
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для довiльних пар {ψ1, ψ2} ⊂ C i γ ≥ 0,
а також до вивчення його асимптотики для
великих γ.

3. Дослiдження задачi для звичай-
ного диференцiального рiвняння. Ви-
беремо фундаментальнi системи розв’язкiв
рiвняння v′′ + γ2v = 0, зокрема {1, t} для
γ = 0 i {eiγt, e−iγt} для γ ̸= 0. Тодi у позна-
ченнях

I±(r) ≡ I±(r, γ) =

∫ T

0

tr

r!
e±iγt dt, (12)

It,±(r) = eiγtI−(r)± e−iγtI+(r) =

= 2

∫ T

0

τ r

r!

{
cos γ(t− τ)

i sin γ(t− τ)
dτ, (13)

I±(r⃗) = I+(r1)I−(r2)± I−(r1)I+(r2) =

=

∫ T

0

tr1

r1!
It,±(r2) dt = ±

∫ T

0

tr2

r2!
It,±(r1) dt,

(14)

де r, r1, r2 — невiд’ємнi цiлi числа, отримуємо
визначники ∆(γ), γ ≥ 0, задачi (11)

∆(0) = α1α2T+

+ α1β2
(r2 + 1)T r2+2

(r2 + 2)!
+ α2β1

T r1+2

(r1 + 2)!
+

+ β1β2
(r2 − r1)T

r1+r2+3

(r1 + 2)!(r2 + 2)!
, (15)

∆(γ) =

=

∣∣∣∣∣ α1 + β1I+(r1) α1 + β1I−(r1)

α2e
iγT + β2I+(r2) α2e

−iγT + β2I−(r2)

∣∣∣∣∣ =
= −2iα1α2 sin γT + α1β2I0,−(r2)−

− α2β1IT,−(r1) + β1β2I−(r⃗), (16)

якi є бiлiнiйними формами аргументiв α1, β1
та α2, β2 i цiлими функцiями щодо T та γ.

Розв’язок v = v(t) = vα⃗,β⃗(t, γ) задачi (11)
iснує для довiльних чисел ψ1 ∈ C i ψ2 ∈ C
лише тодi, коли ∆(γ) ̸= 0; вiн єдиний i має
вигляд

v(t) =
g1(t, γ)

∆(γ)
ψ1 +

g2(t, γ)

∆(γ)
ψ2, (17)

де

g1(t, γ) = 2iα2 sin γ(t− T ) + β2It,−(r2), (18)
g2(t, γ) = −2iα1 sin γt − β1It,−(r1) (19)

при γ ̸= 0 i

g1(t, 0) = α2(T − t)+

+ β2
T r2+2

(r2 + 2)!

(
r2 + 1− (r2 + 2)

t

T

)
, (20)

g2(t, 0) = α1t−

− β1
T r1+2

(r1 + 2)!

(
r1 + 1− (r1 + 2)

t

T

)
, (21)

зокрема для γ > 0

vα⃗,⃗0(t) =
sin γt

sin γT

ψ2

α2

− sin γ(t− T )

sin γT

ψ1

α1

, (22)

v0⃗,β⃗(t) =
It,−(r2)

I−(r⃗)

ψ1

β1
− It,−(r1)

I−(r⃗)

ψ2

β2
. (23)

Використовуючи для γ два значення

γ = γ0∥µk∥ i γ = γ1∥µk∥, k ̸= 0,

з рiвностi (17) для компонент розв’язку
vkj = vkj(t) задачi (9), (10) маємо формули

vkj(t) =

=
g1(t, γ0∥µk∥)
∆(γ0∥µk∥)

ψj
1k +

g2(t, γ0∥µk∥)
∆(γ0∥µk∥)

ψj
2k (24)

для iндексiв j = 1, . . . , p− 1 i

vkp(t) =

=
g1(t, γ1∥µk∥)
∆(γ1∥µk∥)

ψp
1k +

g2(t, γ1∥µk∥)
∆(γ1∥µk∥)

ψp
2k. (25)

4. Побудова розв’язку задачi (1), (2).
З рiвностей (24) i (25) для розв’язкiв vkj, де
k ̸= 0, задачi (9), (10) за формулою (8) бу-
дуємо вектор uk — розв’язок задачi (6), (7):

uk(t) = Q−1
k

2∑
j=1

diag
(gj(t, γ0∥µk∥)

∆(γ0∥µk∥)
Ip−1,

gj(t, γ1∥µk∥)
∆(γ1∥µk∥)

)
ψjk =

2∑
j,l=1

gj(t, γl∥µk∥)
∆(γl∥µk∥)

Πl
kφjk,
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тут Π1
k ≡ Π(µk)— проектор на одновимiрний

пiдпростiр, заданий вектором µk, тобто

Π1
k =

µ†
kµk

∥µk∥2
, а також Π0

k = Ip − Π(µk),

а за формулою (5) будуємо розв’язок зада-
чi (1), (2):

u =
∑
k∈Zp

ei(µk,x)

2∑
j,l=1

gj(t, γl∥µk∥)
∆(γl∥µk∥)

Πl
kφjk, (26)

де

g1(t, γl∥µk∥) = 2iα2 sin γl∥µk∥(t− T )+

+ β2It,−(r2, γl∥µk∥), (27)

g2(t, γl∥µk∥) = −2iα1 sin γl∥µk∥t−
− β1It,−(r1, γl∥µk∥), (28)

для довiльного k ∈ Zp \ {0} i l = 0, 1, або

g1(t, γl∥µk∥) = 2iα2 sin γl∥µk∥(t− T )+

+ 2iβ2

∫ T

0

τ r2

r2!
sin γl∥µk∥(t− τ) dτ, (29)

g2(t, γl∥µk∥) = −2iα1 sin γl∥µk∥t−

− 2iβ1

∫ T

0

τ r1

r1!
sin γl∥µk∥(t− τ) dτ. (30)

Якщо k = 0, то вiдповiдний доданок у сумi
(26) зводиться до такого вигляду:(

g1(t, 0)φ10 + g2(t, 0)φ20

)
/∆(0).

Для частинного випадку β⃗ = 0, коли

∆(0) = α1α2T ̸= 0 i ∆(γ) = −2iα1α2 sin γT,

отримуємо необхiдну умову iснування
розв’язку

∀k ∈ Zp \ {0} sin γ0∥µk∥T sin γ1∥µk∥T ̸= 0,

за якої формула (26) має вигляд

uα⃗,⃗0 =
T − t

T

φ10

α1

+
t

T

φ20

α2

+
∑

k∈Zp\{0}

ei(µk,x)×

×
( 2∑

l=1

sin γl∥µk∥(T − t)

α1 sin γl∥µk∥T
Πl

kφ1k+

+
2∑

l=1

sin γl∥µk∥t
α2 sin γl∥µk∥T

Πl
kφ2k

)
. (31)

У випадку α⃗ = 0, коли

∆(0) = β1β2
(r2 − r1)T

r1+r2+3

(r1 + 2)!(r2 + 2)!
,

∆(γ) = β1β2I−(r⃗, γ),

отримуємо необхiдну умову iснування
розв’язку: r2 ̸= r1 i ∀k ∈ Zp \ {0}

I−(r⃗, γ0∥µk∥)I−(r⃗, γ1∥µk∥) ̸= 0,

за якої маємо формулу

u0⃗,β⃗ =
(r2 + 1)(T − t)− t

r2 − r1

(r1 + 2)!

β1T r1+2
φ10−

− (r1 + 1)(T − t)− t

r2 − r1

(r2 + 2)!

β2T r2+2
φ20+

+
∑

k∈Zp\{0}

ei(µk,x)
( 2∑

l=1

It,−(r2, γl∥µk∥)
β1I−(r⃗, γl∥µk∥)

Πl
kφ1k−

−
2∑

l=1

It,−(r1, γl∥µk∥)
β2I−(r⃗, γl∥µk∥)

Πl
kφ2k

)
. (32)

У разi β⃗ = 0 (задача Дiрiхле) формальний
розв’язок задачi (1), (2) може бути записа-
ний також у виглядi

uα⃗,⃗0 =
T − t

T

φ10

α1

+
t

T

φ20

α2

+
∑

k∈Zp\{0}

ei(µk,x)×

×
( 2∑

l=1

sin γl∥µk∥(T − t)

α1 sin(γl∥µk∥T −m1kπ)
Πl

kφ1k+

+
2∑

l=1

sin γl∥µk∥t
α2 sin(γl∥µk∥T −m1kπ)

Πl
kφ2k

)
, (33)

де mlk — невiд’ємнi цiлi числа i∣∣γl∥µk∥T −mlkπ
∣∣ ≤ π

2
, l = 0, 1. (34)

Тут використано властивiсть: для довiльно-
го числа y ∈ R iснує таке число m ∈ Z, що

sin πy = (−1)m sinπ(y −m) i |y −m| ≤ 1

2
.

Аналогiчно, у формулi (16) для визначни-
кiв ∆(γl∥µk∥T ), де l = 1, 2, k ∈ Zp \ {0},
замiсть виразiв sin(γl∥µk∥T ) можна викори-
стовувати вiдповiдно sin(γl∥µk∥T −mlkπ).
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Норму розв’язку (26) дає формула

∥u;H2,q
M ∥2 =

2∑
α=0

max
0≤t≤T

∑
k∈Zp

(
1 + ∥µk∥2

)q−α×

×
2∑

j,l=1

( |dαgj(t, γl∥µk∥)/dtα|2

|∆(γl∥µk∥)|2
∥Πl

kφjk∥2
)
,

з якої отримуємо оцiнку

∥u;H2,q
M ∥2 ≤

∑
k∈Zp

2∑
j,l=1

(
1 + ∥µk∥2

)q×
×

2∑
α=0

Gjα(γl, ∥µk∥)(
1 + ∥µk∥2

)α ∥Πl
kφjk∥2

|∆(γl∥µk∥)|2
, (35)

де для α ∈ {0, 1, 2} i {j, l} ⊂ {1, 2} позначено

Gjα(γl, ∥µk∥) = max
0≤t≤T

∣∣∣dαgj(t, γl∥µk∥)
dtα

∣∣∣2.

5. Допомiжнi оцiнки та спiввiдно-
шення. Для встановлення умов iснування
та єдиностi розв’язку задачi (1), (2) дамо не-
обхiднi оцiнки i рекурентнi спiввiдношення
для величин I±(r), It,±(r) та I±(r⃗).

Справджуються такi (порядкiв σ0 i σ1, σ2)
рекурентнi спiввiдношення:

I±(r) =
(±i
γ

)σ
0
I±(r − σ0)−

− e±iγT

r∑
α=r−σ0+1

(±i
γ

)r−α+1Tα

α!
, (36)

It,±(r) =
(−i
γ

)σ
0
It,±(−1)σ0 (r − σ0)−

−
r∑

α=r−σ0+1

(−i
γ

)r−α+1Tα

α!
It−T,∓(−1)r−α

(−1),

(37)

I±(r⃗) = (−1)σ2

( i
γ

)σ1+σ2

×

× I±(−1)σ1−σ2 (r1 − σ1, r2 − σ2)+

+
(−i
γ

)σ2+1
r1∑

α1=r1−σ1+1

( i
γ

)r1−α1 Tα1

α1!
×

× IT,∓(−1)σ2+r1−α1 (r2 − σ2)±

±
(−i
γ

)σ1+1
r2∑

α2=r2−σ2+1

( i
γ

)r2−α2 Tα2

α2!
×

× IT,∓(−1)σ1+r2−α2 (r1 − σ1)+

+
1

γ2

r1,r2∑
α1=r1−σ1+1
α2=r2−σ2+1

(
(−1)r2−α2 ± (−1)r1−α1

)
×

×
( i
γ

)r1+r2−α1−α2 Tα1+α2

α1!α2!
(38)

(якщо σ0 = 0, то суму
∑r

α=r−σ0+1 замiнюємо
нулем; аналогiчно для порядкiв σ1 та σ2),
причому r ∈ N ∪ {0}, I±(−1) = 1,

It,+(−1) = 2 cos γt, It,−(−1) = 2i sin γt,

у формулах (36)–(38) вважаємо t ∈ [0, T ],

σ0=0, 1, . . . , r+1, σj=0, 1, . . . , rj+1, j=1, 2.

Також справджуються при t ∈ [0, T ] оцiнки∣∣I±(r)
∣∣ ≤ 2

γ

T r

r!
, r ≥ 0, (39)

1

2γ

T r

r!
≤
∣∣I±(r)

∣∣ ≤ 3

2γ

T r

r!
, γ≥4r

T
, r≥1, (40)

|It,±(r)| ≤ 4

γ

T r

r!
, r ≥ 0, (41)

|It,±(r)| ≤ 3

γ

T r

r!
, γ ≥ 4r

T
, r ≥ 1, (42)

|I±(r⃗)| ≤ 8

γ2
T r1+r2

r1!r2!
, r1 ≥ 0, r2 ≥ 0. (43)

Рекурентне спiввiдношення (36) отриму-
ється iнтегруванням частинами у формулi
(12), рекурентне спiввiдношення (37) — пiд-
становкою (36) у формулу (13), рекурент-
не спiввiдношення (38) — пiдстановкою (36)
(при σ0 = σ1 для I±(r1) i при σ0 = σ2 для
I±(r2)) у формулу (14); нерiвностi (39) i (40)
дiстаємо з оцiнки∣∣I±(r − 1)

∣∣ ≤ ∫ T

0

tr−1

(r − 1)!
dt =

T r

r!
, r ≥ 1,
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та формули (36) для σ0 = 1 i σ0 = 2:

I±(r) = ± i

γ

(
I±(r − 1)− e±iγT T

r

r!

)
=

= − 1

γ2

(
I±(r−2)−e±iγT

( T r−1

(r − 1)!
∓iγ T

r

r!

))
;

нерiвностi (41) i (42) дiстаємо з формули (37)
для σ0 = 1 i σ0 = 2:

It,±(r) =
−i
γ

(
It,∓(r−1)−T r

r!
It−T,∓(−1)

)
=

= − 1

γ2

(
It,±(r − 2)−

− T r−1

(r − 1)!
It−T,±(−1)−iγ T

r

r!
It−T,∓(−1)

)
;

нерiвнiсть (43) виводимо з формул (14), (39).

6. Умови однозначної розв’язнос-
тi задачi. Встановимо однозначну розв’яз-
нiсть задачi (1), (2) у двох випадках:

1◦) α1α2 ̸= 0, 2◦) α⃗ = 0 (β1β2 ̸= 0),

приймаючи таке означення розв’язностi.

Означення 2. Задачу (1), (2) нази-
ваємо однозначно розв’язною у шкалi про-
сторiв {Hα

M}α∈R, якщо iснують такi дiйснi
числа q i q′, що для пари довiльних фун-
кцiй φ1 та φ2 з простору Hq′

M iснує єдиний
розв’язок задачi (1), (2) у просторi H2,q

M .

Спочатку дамо необхiдну та достатню
умову однозначної розв’язностi задачi (1),
(2), а потiм доведемо теореми про безумовну
розв’язнiсть.

Будемо вважати, що T належить вiдрiзку
[T0, T1], де 0 < T0 < T1 <∞.

Використовуємо позначення

Γ±
γ = d/dT ± iγ, γ ∈ R,

Πτφ =
∑

∥µk∥<τ

φke
i(µk,x), τ ∈ R,

ζ(ω) =
∑
k∈Zp

(
1 + ∥µk∥2)ω/2, ω >

p

θ1
,

де φ = φ(x) =
∑
k∈Zp

φke
i(µk,x), i наступну ле-

му [17] про мiру множини точок вiдрiзка, у
яких квазiмногочлен має малi значення.

Лема 1. Нехай f — квазiмногочлен i

f(y) =
m∑
j=1

pj(y)e
λjy, λj ̸= λq (j ̸= q),

де λj ∈ C, |λ1| ≤ · · · ≤ |λm|, pj — многочлен
степеня nj − 1, nj ∈ N. Якщо для деяких
комплексних чисел a1, . . . , an i δ > 0 викону-
ється умова

∀y ∈ [a, b] ⊂ R
∣∣f (n)(y)+

n∑
j=1

ajf
(n−j)(y)

∣∣ ≥ δ,

то для довiльного ε з iнтервалу(
0,

δ

2n+ 2

(
1 + max

1≤j≤n
|aj|1/j

)−n
)

справджується оцiнка

meas{y ∈ [a, b] : |f(y) < ε|} ≤ c(1 + |λm|) n

√
ε

δ
,

де c може залежати лише вiд довжини
промiжку [a, b] i чисел n та n1 + · · ·+ nm.

Теорема 1. Для однозначної розв’язностi
задачi (1), (2) необхiдно i достатньо, щоб
для всiх k ∈ Zp виконувалась умова∣∣∆(γl∥µk∥)

∣∣ ≥ C0l(1 + ∥µk∥2)q0/2, (44)

де q0 — дiйсне число, C0l > 0 для l = 1, 2.

Доведення. Необхiднiсть. Доводимо
методом вiд супротивного: нехай умова тео-
реми не виконується, тодi iснує така послi-
довнiсть векторiв k∗j ∈ Zp \ {0}, якi не по-
вторюються, i зростаюча послiдовнiсть на-
туральних чисел mj, що для l∗ = 0, або
l∗ = 1, виконується умова

∀j∈N
∣∣∆(γl∗∥µk∗j

∥)
∣∣≤(1+∥µk∗j

∥2)−mj/2. (45)

Оскiльки спектр M не має скiнченних точок
скупчення, можемо вибрати пiдмножину J
натуральних чисел j, для яких при α2 ̸= 0 i
деякому θ > p/θ1 виконуються нерiвностi

γl∗∥µk∗j
∥ ≥ max

(
1, 4

|β2|
|α2|

T r2

r2!

)
,(

1 + ∥µk∗j
∥2
)θ/2 ≥ 8

|α2|
.
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Для квазiмногочлена g1(·, γl∥µk∥) згiдно з
лемою 1 розглянемо для випадку α2 ̸= 0
функцiї hj, j ∈ J , такого вигляду:

hj(t) =
( d
dt

+ iγl∗∥µk∗j
∥
)
g1(t, γl∗∥µk∗j

∥).

З формул (13), (27) та (29) маємо

hj(t) = 2iγl∗∥µk∗j
∥eiγl∗∥µk∗

j
∥t×

×
(
α2e

−iγl∗∥µk∗
j
∥T

+ β2I−(r2)
)
, j ∈ J,

i |hj(t)| ≥ |α2|γl∗∥µk∗j
∥ для всiх t ∈ [0, T ]. За

лемою 1 мiра множини чисел t ∈ [0, T ], для
яких не виконується нерiвнiсть

|g1(t, γl∗∥µk∗j
∥)| ≥

(
1 + ∥µk∗j

∥2
)−θ/2 (46)

для фiксованого j ∈ J , не перевищує числа
2c

|α2|
(
1 + ∥µk∗j

∥2
)−θ/2

,

де θ > p/θ1, c— стала з леми 1.
Зi збiжностi ряду

∑
k∈Zp

(
1+∥µk∥2

)−θ/2 i ле-

ми Бореля–Кантеллi [11] випливає, що для
майже всiх точок t ∈ [0, T ] нерiвнiсть (46)
виконується для всiх (крiм скiнченної кiль-
костi) чисел j ∈ J . Позначимо одну з та-
ких точок t∗, а J∗ — нескiнченну пiдмножи-
ну j ∈ J , для якої виконуються нерiвностi
(46) у точцi t∗ i mj ≥ q′ − q+ θ+1, де q, q′ —
довiльнi фiксованi дiйснi числа.

Запишемо оцiнку норми розв’язку задачi
(1), (2) у просторi H2,q

M за таких умов:
функцiї φ1, φ2 належать до простору
Hq′

M , але функцiї∑
j∈J∗

Πl
k∗j
φ1k∗j

e
i(µk∗

j
,x)
, l = 0, 1,

не належать до простору Hq′+1
M ,

якщо l∗ = 0 i l∗ = 1 вiдповiдно.
З формули (35), припущення (45) i оцiнки
(46) виводимо

∥u;H2,q
M ∥2 ≥ ∥u(t∗, ·);Hq

M∥2 ≥

≥
∑
j∈J∗

(
1 + ∥µk∗j

∥2
)mj+q−θ∥Π0

k∗j
φ1k∗j

∥2 ≥

≥
∑
j∈J∗

(
1 + ∥µk∗j

∥2
)q′+1∥Π0

k∗j
φ1k∗j

∥2 = ∞

для l∗ = 0 та

∥u;H2,q
M ∥2 ≥ ∥u(t∗, ·);Hq

M∥2 ≥

≥
∑
j∈J∗

(
1 + ∥µk∗j

∥2
)q′+1∥Π1

k∗j
φ1k∗j

∥2 = ∞

для l∗ = 1.
Необхiднiсть доведено для α2 ̸= 0.
Якщо ж α2 = 0, то при α1 ̸= 0, аналогi-

чно встановлюємо необхiднiсть умов теоре-
ми, розглядаючи квазiполiном g2(t, γl∥µk∥) i
вибираючи функцiю φ2 ∈ Hq′

M \Hq′+1
M .

Нарештi, якщо α⃗ = 0, то β1β2 ̸= 0 i
r1 ̸= r2, оскiльки розв’язок задачi (1), (2)
неєдиний у разi r1 = r2. Тому залишається
перевiрити випадок 0 ≤ r1 < r2.

Для цього використовуємо множину

J1 =
{
j ∈ N : γl∗∥µk∗j

∥≥4r2
T
, mj≥q′ − q + 2

}
,

де q, q′ — довiльнi фiксованi дiйснi числа,
l∗ = 0, або l∗ = 1, i нерiвнiсть

∥u;H2,q
M ∥2 ≥ ∥u(T, ·);Hq

M∥2 ≥

≥ |β2|2
∑
j∈J1

(
1 + ∥µk∗j

∥2
)q×

×

∣∣IT,−(r2, γ0∥µk∗j
∥)
∣∣2

|∆(γ0∥µk∗j
∥)|2

∥Π0
k∗j
φ1k∗j

∥2.

За формулою (37) для σ0 = 1 i нерiвнiстю
(41) за умови γl∥µk∥ ≥ 4r2/T отримуємо
оцiнку∣∣IT,−(r2, γl∥µk∥)

∣∣ ≥ 1

γl∥µk∥
T r2

r2!
, r2 ≥ 1,

з якої випливає

∥u;H2,q
M ∥2 ≥

( |β2|
γ0

T r2

r2!

)2
×

×
∑
j∈J1

(
1 + ∥µk∗j

∥2
)mj+q−1∥Π0

k∗j
φ1k∗j

∥2 ≥

≥
( |β2|
γ0

T r2

r2!

)2∑
j∈J1

(
1 + ∥µk∗j

∥2
)q′+1×

× ∥Π0
k∗j
φ1k∗j

∥2 = ∞,

тобто розв’язок не належить до простору
H2,q

M , якщо функцiя
∑

j∈J1 Π
0
k∗j
φ1k∗j

e
i(µk∗

j
,x)

не

належить до простору Hq′+1
M .
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Аналогiчний результат є також i для ви-
падку l∗ = 1.

Достатнiсть. З умови (44) випливає
iснування для k ∈ Zp i довiльних правих
частин єдиного розв’язку задачi (6), (7).

З правила диференцiювання( d
dt

)α[ It,±(r)

It−T,±(r)

]
= (iγ)α

[
It,±(−1)α(r)

It−T,±(−1)α(r)

]
та формул (27) i (28) запишемо( d

dt

)α[g1(t, γl∥µk∥)
g2(t, γl∥µk∥)

]
= (iγl∥µk∥)α×

×
[
α2It−T,(−1)α+1

(−1) + β2It,(−1)α+1
(r2)

−α1It,(−1)α+1(−1)− β1It,(−1)α+1(r1)

]
.

Враховуючи формули (18)–(21) та оцiнку
(41) для k ∈ Zp, l = 0, 1, α = 0, 1, 2 маємо∣∣∣dαgj(t, γl∥µk∥)

dtα

∣∣∣ ≤ c1jγ
α
l

(
1+ ∥µk∥2

)α/2
, (47)

причому

c1,ω(j) = max
(
2|αj|+

4|βj|
γ0d1

T rj

rj!
,

|αj|T + |βj|
T rj+2

(rj + 1)!

)
,

де ω(1) = 2, а ω(2) = 1.
Тому, пiдставляючи останню нерiвнiсть у

(35), для довiльних елементiв φ1 i φ2 з про-
стору Hq−q0

M встановлюємо оцiнку

∥u;H2,q
M ∥2 ≤

2∑
j=1

C2
1j

min
l=0,1

C2
0l

∥φj;H
q−q0
M ∥2 <∞,

де C1j = c1j
√

1 + γ21 + γ4l .
Отже, за умови (44) задача (1), (2) одно-

значно розв’язна у просторi H2,q
M , а її розв’я-

зок неперервно залежить вiд правих частин
задачi з простору Hq−q0

M .
З формул (35), (47) маємо оцiнку

∥u;H2,q
M ∥2≤

∑
k∈Zp

2∑
α=0

c21jγ
2α
l

|∆(γl∥µk∥)|2
×

× (1 + ∥µk∥2)q
2∑

j=1

∥φjk∥2, (48)

яка потребує лише дослiдженння квазiполi-
номiв ∆(γl∥µk∥) = ∆α⃗,β⃗,r⃗,T (γl∥µk∥) за змiн-
ною T на вiдрiзку [T0, T1], де 0 < T0 < T1.

У разi T = T0 = 0 задача (1), (2) очевидно
не має єдиного розв’язку(
det∆α⃗,β⃗,r⃗,0(γl∥µk∥)=det∆α⃗,⃗0,⃗0,0(γl∥µk∥)=0

)
.

У залежностi вiд векторiв α⃗, β⃗, r⃗ встано-
вимо оцiнку (44) з деякими сталими C0 i q0.
Спостерiгаємо виникнення проблеми малих
знаменникiв при деяких значеннях α⃗, β⃗, r⃗ i
її вiдсутнiсть для iнших значень, зокрема, з
оцiнок (41)–(43) випливає, що

∆(γ) + 2iα1α2 sin γT →
γ→∞

0,

а, отже, ∆(γj) →
γj→∞

0 на пiдпослiдовностях

γj, для яких sin γjT →
γj→∞

0.

Доцiльно розбити дослiдження знамен-
никiв ∆(γl∥µk∥)) за значенням вектора α⃗
(розглядатимемо випадки α1α2 ̸= 0 i α⃗ = 0).

Лема 2. Нехай α1α2 ̸= 0, тодi для

довiльного числа εlk ∈
(
0,

|α1α2|γ0
4(γ0 + γ1)

)
, де

l∈{0, 1}, вектор k ∈ Zp задовольняє умову
∥µk∥ ≥ τ1, а число τ1 > 0 задає формула

τ1 = γ−1
0 max

(
1, 6

|β2|
|α2|

T r2
1

r2!
+ 4

|β1|
|α1|

T r1
1

r1!
+

+
4

r1

|β1β2|
|α1α2|

T r1+r2+1
1

r1!r2!

)
,

мiра множини

{T ∈ [T0, T1] : |∆(γl∥µk∥)| < εlk}

не перевищує числа
c

|α1α2|
γ0 + γ1
γ0

εlk.

Доведення. Нехай h(T, γ) = Γ+
γ ∆(γ), то-

дi

h(T, γ) = 2iα1α2γe
iγT + α1β2Γ

+
γ I0,−(r2)−

− α2β1Γ
+
γ IT,−(r1) + β1β2Γ

+
γ I−(r⃗),
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де Γ+
γ I0,−(r) = iγI0,−(r)− T r

r!
IT,−(−1),

Γ+
γ IT,−(r) = 2

(
eiγTI−(r − 1)− T r

r!

)
,

Γ+
γ I−(r⃗) =

T r1

r1!
IT,−(r2)−

− T r2

r2!
IT,−(r1) + iγI−(r⃗),

З формул (41)–(43) маємо нерiвностi

|Γ+
γ I0,−(r)| ≤ 6

T r

r!
, |Γ+

γ IT,−(r)| ≤ 4
T r

r!
,

|Γ+
γ I−(r⃗)| ≤ 16

γ

T r1+r2

r1!r2!
,

тому для всiх k ∈ Zp \ {0} з властивiстю
∥µk∥ ≥ τ1 на [T0, T1] справджується оцiнка

|h(T, γl∥µk∥)|≥|α1α2|
(
2γl∥µk∥ − 6

|β2|
|α2|

T r2

r2!
−

− 4
|β1|
|α1|

T r1

r1!
− 16

γld1

|β1β2|
|α1α2|

T r1+r2+1

r1!r2!

)
≥

≥|α1α2|(2γl∥µk∥−γ0τ1) ≥ |α1α2|γl∥µk∥ > 0.

Тодi за лемою 1 для кожного

εlk ∈
(
0,

|α1α2|γ0
4(γ0 + γ1)

)
⊂
(
0,

|α1α2|γl∥µk∥
4(1 + γ1∥µk∥)

)
нерiвнiсть |∆(γl∥µk∥)| < εlk виконується на
пiдмножинi вiдрiзка [T0, T1], мiра якої не пе-
ревищує

c(1 + γ1∥µk∥)
|α1α2|γl∥µk∥

εlk ≤
c

|α1α2|
γ0 + γ1
γ0

εlk.

Лему доведено.

Теорема 2. Нехай α1α2 ̸= 0, виконуються
умови {φ1, φ2} ∈ Hq∗+q

M i q∗ > p/θ1, тодi для
майже всiх чисел T ∈ [T0, T1], тобто для
T ∈ T0, де meas T0 = T1 − T0, iснує єдиний
розв’язок u задачi (1), (2) у просторi H2,q

M ;
цей розв’язок є сумою

u = Πτ1u+ (I − Πτ1)u,

де Πτ1u— майже перiодичний многочлен,
причому τ1 — число з леми 2, i для довiльно-
го ε ∈

(
0, cζ(q∗)/2

)
iснує множина Tε ⊂ T0

з мiрою meas Tε ≥ T1 − T0 − ε, причому для
всiх T ∈ Tε маємо нерiвнiсть

∥(I−Πτ1)u;H
2,q
M ∥2 ≤(1+γ21+γ

4
1)
(2cζ(q∗)
ε|α1α2|

)2
×

×
(
1+

γ1
γ0

)2 2∑
j=1

c21j∥(I−Πτ1)φj;H
q∗+q
M ∥2. (49)

Доведення. З леми 2 випливає, що мiра
множини чисел T ∈ [T0, T1], для яких при
фiксованих l ∈ {0, 1} i k ∈ Zp, де ∥µk∥ ≥ τ1,
не виконується нерiвнiсть

|∆(γl∥µk∥)| ≥

≥ ε|α1α2|γ0
2cζ(q∗)(γ0 + γ1)

(1 + ∥µk∥2)−q∗/2 (50)

не перевищує числа ε(1 + ∥µk∥2)−q∗/2/2ζ(q∗).
Оскiльки∑

k∈Zp

(1 + ∥µk∥2)−q∗/2 = ζ(q∗) <∞,

то за лемою Бореля–Кантеллi для майже
всiх T ∈ [T0, T1] оцiнка (50) справджується
для всiх векторiв k з великою нормою ∥k∥.
Вилучимо з вiдрiзка [T0, T1] множину мiри
нуль чисел T , для яких ∆(γl∥µk∥) = 0 хоча
б для одної пари (l, k) i позначимо отриману
множину T0. Очевидно, meas T0 = T1 − T0, а
для кожної точки T ∈ T0 справджується не-
обхiдна та достатня умова розв’язностi (44)
з q0 = −q∗ i сталими

0 < C0l ≤
ε|α1α2|γ0

2cζ(q∗)(γ0 + γ1)
, l = 0, 1;

тому перше твердження теореми випливає з
доведення теореми 1.

Позначимо Tε множину T0, з якої вилу-
чено об’єднання мiри не бiльше ε множин
таких чисел T ∈ [T0, T1], для яких не справ-
джується (50) для фiксованих пар

(l, k) ∈ {0, 1} × {k ∈ Zp : ∥µk∥ ≥ τ1},

тодi маємо нерiвнiсть meas Tε ≥ T1 − T0 − ε i
для T ∈ Tε справджується оцiнка (49).

Наслiдок 1. Якщо швидкiсть змiни ча-
стот θ1 у спектрi M майже перiодичних
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функцiй прямує до +∞, то q∗ → 0 i умо-
ва розв’язностi {φ1, φ2} ∈ Hq∗+q

M теореми 2
послаблюється до необхiдної умови (4) роз-
в’язностi задачi (1), (2).

Перейдемо до вивчення випадку 2◦) i ви-
користаємо оцiнку

∥u;H2,q
M ∥2 ≤

∑
k∈Zp

2∑
j,l=1

2∑
α=0

(
1 + ∥µk∥2

)q−α

|I−(r⃗, γl∥µk∥)|2
×

×max
0≤t≤T

∣∣∣dαIt,−(rω(j), γl∥µk∥)
dtα

∣∣∣2∥Πl
kφjk∥2 ≤

≤ 16
∑
k∈Zp

2∑
j,l=1

(T ω(j)

rω(j)!

)2 2∑
α=0

(
1 + ∥µk∥2

)q−α

|I−(r⃗, γl∥µk∥)|2
×

×
(
γl∥µk∥

)2α−2∥Πl
kφjk∥2, (51)

яка випливає з формули (35).

Теорема 3. Нехай α⃗ = 0, а функцiї
{φ1, φ2} ∈ Hq+2

M . Якщо виконуються умови
r1 ̸= r2 i min(r1, r2) ≥ 2, то iснує множина
T ′
0 з мiрою meas T ′

0 = T1 − T0 така, що для
всiх T ∈ T ′

0 iснує єдиний розв’язок

u = u0⃗,β⃗ = Πτ ′2
u+ (I − Πτ ′2

)u,

задачi (1), (2) у просторi H2,q
M , де Πτ ′2

u—
майже перiодичний многочлен,

∥(I − Πτ ′2
)u;H2,q

M ∥2 ≤

≤
2∑

j=1

C ′
2j
2

|βj|2
∥(I − Πτ ′2

)φj;H
q+2
M ∥2, (52)

а τ ′2 =
4

γ0T0

r1r2
|r1 − r2|

(r1 + r2 − 1) i

C ′
2j =

4γ21
√

1 + γ21 + γ41
|r1 − r2|

rj!

T
rj−1
0

;

якщо ж r⃗ = (r1, r2) ∈ {(1, r), (r, 1)}, причому
r ≥ 3, то iснує множина T ′′

0 така, що мiра
meas T ′′

0 = T1 − T0 i для всiх T ∈ T ′′
0 iснує

єдиний розв’язок

u = u0⃗,β⃗ = Πτ ′′2
u+ (I − Πτ ′′2

)u,

задачi (1), (2) у просторi H2,q
M , де Πτ ′′2

u—

майже перiодичний многочлен,

∥(I − Πτ ′′2
)u;H2,q

M ∥2 ≤

≤ C ′′
2
2

2∑
j=1

1

|βj|2
∥(I − Πτ ′′2

)φj;H
q+2
M ∥2, (53)

а τ ′′2 =
4r

γ0T0

r + 1

r − 2
i

C ′′
2 =

4γ21
√

1 + γ21 + γ41
r − 2

max
(
1,

r!

T r−1
0

)
.

Доведення. Комбiнуючи рекурентнi
формули (37), (38) для σ0 = 1, маємо

∆(γ)

β1β2
= I−(r⃗) =

1

γ2

(
I−(r1 − 1, r2 − 1)−

− T r1

r1!
IT,−(r2 − 1) +

T r2

r2!
IT,−(r1 − 1)

)
=

=
i

γ3

(
2
r1 − r2
T

T r1+r2−1

r1!r2!
−iγI−(r1−1, r2−1)+

+
T r1

r1!
IT,+(r2 − 2)− T r2

r2!
IT,+(r1 − 2)

)
. (54)

Звiдси за умови γ ≥ 4

T

r1r2
|r1 − r2|

(r1 + r2 − 1)

отримуємо оцiнку знизу

|I−(r⃗)| ≥ |r1 − r2|
γ3T

T r1+r2

r1!r2!
,

зокрема при ∥µk∥ ≥ τ ′2 маємо

|I−(r⃗, γl∥µk∥)| ≥ |r1 − r2|
γ3l ∥µk∥3

T r1+r2−1

r1!r2!
. (55)

Вилучимо з вiдрiзка [T0, T1] точки T , якi є
коренями рiвнянь I−(r⃗, γl∥µk∥) = 0 у разi
∥µk∥ < τ ′2 та l ∈ {0, 1}, i позначимо отриману
множину T ′

0 . Очевидно, що meas T ′
0 = T1−T0

i виконується умова однозначної розв’язнос-
тi (44) для q0 = −3 i

0 < C0l ≤ |β1β2|
|r1 − r2|
γ3l T0

T r1+r2
0

r1!r2!
.

Iз оцiнок (41), (55) i формул (32), (51)
отримуємо нерiвнiсть (52).

В iншому випадку за формулою (54) i

оцiнками (41), (43) за умови γ ≥ 4r

T

r − 1

r + 2
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записуємо

|I−(1, r)| = |I−(r, 1)| ≥ r − 2

γ3
T r

r!
,

зокрема при ∥µk∥ ≥ τ ′′2 маємо

|I−(1, r, γl∥µk∥)| = |I−(r, 1, γl∥µk∥)| ≥

≥ r − 2

γ3l ∥µk∥3
T r

r!
. (56)

Вилучимо з вiдрiзка [T0, T1] точки T , якi є
коренями рiвнянь

I−(1, r, γl∥µk∥)I−(r, 1, γl∥µk∥) = 0

у разi ∥µk∥ < τ ′′2 та l ∈ {0, 1}, i позна-
чимо отриману множину T ′′

0 . Очевидно, що
meas T ′′

0 = T1−T0 i виконується умова одно-
значної розв’язностi (44) для q0 = −3 i

0 < C0l ≤ |β1β2|
r − 2

γ3l

T r
0

r!
.

Iз оцiнок (41), (56) i формул (32), (51)
отримуємо нерiвнiсть (53).

Теорема 3 показує вiдсутнiсть малих зна-
менникiв за умови вимiрювання лише мо-
ментiв шуканої функцiї, якщо порядок мо-
ментiв великий.

Наступна теорема стосується моменту
нульового порядку; у цьому разi знову про-
являється проблема малих знаменникiв.
Теорема 4. Нехай α⃗ = 0 i r⃗ = (r1, r2) ∈
{(0, r), (r, 0)}, де r ≥ 1. Якщо виконуються
умови {φ1, φ2} ∈ H1+q∗+q

M i q∗ > p/θ1, тодi
для майже всiх чисел T ∈ [T0, T1], тобто
для T ∈ T0, де meas T0 = T1−T0, iснує єдиний
розв’язок u задачi (1), (2) у просторi H2,q

M ;
цей розв’язок є сумою

u = Πτ3u+ (I − Πτ3)u,

де Πτ3u— майже перiодичний многочлен з

τ3 = max
(
1,

1

γ0
,
12r

γ0T0

)
, i для всякого числа

ε ∈
(
0,
c

2
ζ(q∗)

r!

T r
0

)
, iснує множина Tε ⊂ T0

з мiрою meas Tε ≥ T1 − T0 − ε, що для всiх
T ∈ Tε маємо нерiвнiсть

∥(I − Πτ3)u;H
2,q
M ∥2 ≤

≤ C2
3

2∑
j=1

1

|βj|2
∥(I−Πτ3)φj;H

1+q∗+q
M ∥2, (57)

де

C3 =
16c

ε
ζ(q∗)(γ0 + γ1)×

×
√
1 + γ21 + γ41 max

(T r
1

T r
0

,
r!

T r
0

)
.

Доведення. З формули (54) випливає,
що

∆(γ)

β1β2
= I−(0, r) =

1

γ2

(
I0,−(r − 1)−

− IT,−(r − 1) + 2i
T r

r!
sin γT

)
.

Для використання леми 1 запишемо

Γ+
γ I−(0, r) = γ−2Γ+

γ

(
I0,−(r − 1)−

−IT,−(r−1)
)
+
2i

γ2
T r−1

(r − 1)!
sin γT+

2i

γ

T r

r!
eiγT

i оцiнку для Γ+
γ I−(0, r) за умови γ ≥ 12r/T0:

|Γ+
γ I−(0, r)| ≥ 2

γ

T r

r!

(
1− 6r

γT

)
≥ 1

γ

T r
0

r!
,

зокрема для ∥µk∥ ≥ τ3 маємо

|Γ+
γ I−(0, r, γl∥µk∥)| ≥

1

γl∥µk∥
T r
0

r!
, l = 0, 1.

Мiра множини чисел T ∈ [T0, T1], для
яких при фiксованих l ∈ {0, 1} i k ∈ Zp, де
∥µk∥ ≥ τ3, не виконується нерiвнiсть

|I−(0, r, γl∥µk∥)| ≥
ε

2c(γ0 + γ1)γl
×

× 1

ζ(q∗)

T r
0

r!
(1 + ∥µk∥2)−1−q∗/2 (58)

не перевищує числа ε(1 + ∥µk∥2)−q∗/2/2ζ(q∗).
Оскiльки

∑
k∈Zp

(1+∥µk∥2)−q∗/2 = ζ(q∗) <∞, то

за лемою Бореля–Кантеллi для майже всiх
T ∈ [T0, T1] оцiнка (58) справджується для
всiх векторiв k з великою нормою ∥k∥.

Вилучимо з вiдрiзка [T0, T1] множину мi-
ри нуль чисел T , для яких

I−(0, r, γl∥µk∥) = 0

хоча б для одної пари (l, k), i позначимо
отриману множину T0. Очевидно, meas T0 =
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T1 − T0, а для кожної точки T ∈ T0 справ-
джується необхiдна i достатня умова розв’я-
зностi (44) з q0 = −q∗ i сталими

0 < Col ≤
ε|β1β2|

2c(γ0 + γ1)γlζ(q∗)

T r
0

r!
;

тому перше твердження теореми випливає з
доведення теореми 1.

Позначимо Tε множину T0, з якої вилу-
чено об’єднання мiри ε множин таких чисел
T ∈ [T0, T1], для яких не справджується (58)
для фiксованих пар

(l, k) ∈ {0, 1} × {k ∈ Zp : ∥µk∥ ≥ τ3},

тодi маємо нерiвнiсть meas Tε ≥ T1 − T0 − ε i
для T ∈ Tε справджується оцiнка (57).

Останнiй нерозглянутий випадок, а саме
r⃗ ∈ {(1, 2), (2, 1)}, зводиться до оцiнювання
однакових за модулем функцiй I−(1, 2) та
I−(2, 1) iз урахуванням формули

|I−(1, 2)| = − 2i

γ3
S2(T, γ), γ>0, T>0, (59)

де S(T, γ) = T cos
γT

2
− 2

γ
sin

γT

2
.

Лема 3. Для довiльного εlk ∈
(
0,
T0
16

)
, де

l∈{0, 1}, вектор k ∈ Zp задовольняє умову
∥µk∥ ≥ τ4, а число τ4 > 0 задає формула

τ4 =
2

γ0
max

(
1,

2

T0

)
,

мiра множини

{T ∈ [T0, T1] :
∣∣∣S(T, γl∥µk∥)

∣∣∣ < εlk}

не перевищує числа
2c

T0

γ0 + γ1
γ0

εlk.

Доведення. Нехай H(T, γ) =
Γ+
γ/2S(T, γ), тодi

h(T, γ) =
( d

dT
+ i

γ

2

)
S(T, γ) =

= i
γT

2
eiγT/2 − i sin

γT

2
,

тому для всiх k ∈ Zp \ {0} з властивiстю
∥µk∥ ≥ τ4 на [T0, T1] справджується оцiнка

|H(T, γl∥µk∥)| ≥
γT0
2

− 1 ≥ γT0
4

> 0.

Тодi за лемою 1 для кожного

εlk ∈
(
0,
T0
16

)
⊂
(
0,

γl∥µk∥T0
16(1 + γl∥µk∥/2)

)
нерiвнiсть |S(T, γl∥µk∥)| < εlk виконується
на пiдмножинi вiдрiзка [T0, T1], мiра якої не
перевищує

4c(1 + γ1∥µk∥/2)
γl∥µk∥T0

εlk ≤
2c

T0

γ0 + γ1
γ0

εlk.

Лему доведено.

Теорема 5. Нехай вектор α⃗ = 0, а век-
тор r⃗ ∈ {(1, 2), (2, 1)}, виконуються умови
{φ1, φ2} ∈ H2+2q∗+q

M i q∗ > p/θ1, тодi для
майже всiх чисел T ∈ [T0, T1], тобто для
T ∈ T0, де meas T0 = T1 − T0, iснує єдиний
розв’язок u задачi (1), (2) у просторi H2,q

M ;
цей розв’язок є сумою

u = Πτ4u+ (I − Πτ4)u,

де Πτ4u— майже перiодичний многочлен,
причому τ4 — число з леми 3, i для довiль-

ного ε ∈
(
0,
cζ(q∗)

4

(
1 +

γ1
γ0

))
iснує множина

Tε ⊂ T0 з мiрою meas Tε ≥ T1 − T0 − ε, при-
чому для всiх T ∈ Tε маємо нерiвнiсть

∥(I − Πτ4)u;H
2,q
M ∥2 ≤

≤ C2
4

2∑
j=1

∥(I − Πτ4)φj;H
2+2q∗+q
M ∥2, (60)

де C4=
√
1+γ21+γ

4
1)max

(T 2
1

2
, T1

)(cζ(q∗)γ1
εT0

)2
.

Доведення. З леми 3 випливає, що мiра
множини чисел T ∈ [T0, T1], для яких при
фiксованих l ∈ {0, 1} i k ∈ Zp, де ∥µk∥ ≥ τ1,
не виконується нерiвнiсть

|S(T, γl∥µk∥)| ≥

≥ εT0γ0
4cζ(q∗)(γ0 + γ1)

(1 + ∥µk∥2)−q∗/2 (61)

не перевищує числа ε(1 + ∥µk∥2)−q∗/2/2ζ(q∗).
Оскiльки∑

k∈Zp

(1 + ∥µk∥2)−q∗/2 = ζ(q∗) <∞,

Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 2. 39



то за лемою Бореля–Кантеллi для майже
всiх T ∈ [T0, T1] оцiнка (61) справджується
для всiх векторiв k з великою нормою ∥k∥.
Вилучимо з вiдрiзка [T0, T1] множину мiри
нуль чисел T , для яких S(T, γl∥µk∥) = 0 хоча
б для одної пари (l, k) i позначимо отриману
множину T0. Очевидно, meas T0 = T1 − T0, а
для кожної точки T ∈ T0 справджується не-
обхiдна i достатня умова розв’язностi (44) з
q0 = −2− 2q∗ i сталими

0 < C0l ≤
ε2γ20

8c2ζ2(q∗)γ3l (γ0 + γ1)2
, l = 0, 1;

тому перше твердження теореми випливає з
доведення теореми 1.

Позначимо Tε множину T0, з якої вилу-
чено об’єднання мiри не бiльше ε множин
таких чисел T ∈ [T0, T1], для яких не справ-
джується (61) для фiксованих пар

(l, k) ∈ {0, 1} × {k ∈ Zp : ∥µk∥ ≥ τ4},

тодi маємо нерiвнiсть meas Tε ≥ T1 − T0 − ε i
для T ∈ Tε справджується оцiнка (60).

Теореми 3–5 дають класифiкацiю розв’я-
зностi задачi (1), (2) у випадку 2◦)— чисто
iнегральних вимiрювань моментiв шуканого
розв’язку.

Зокрема, теорема 3 встановлює, що для
довiльного T ∈ [T0, T1] задача (1), (2) може
мати лише скiнченновимiрне ядро, розмiр-
нiсть якого залежить вiд спектра M i регу-
люється лише числами τ ′2 чи τ ′′2 , а для май-
же всiх T ядро задачi — тривiальне. Малих
знаменникiв немає, гладкiсть правих частин
зростає на двi одиницi у порiвняннi з глад-
кiстю у необхiднiй умовi розв’язностi (4).

Координати вiдповiдних вузлiв нижче
поданої таблицi з осями r1 та r2 помiченi
цифрою 2 i означають компоненти вектора
r⃗ = (r1, r2) порядкiв моментiв в умовах (2).

У теоремi 4 i у теоремi 5 встановлено три-
вiальнiсть ядра задачi для майже всiх T ∈
[T0, T1] i збiльшення гладкостi правих частин
на 1+q∗ (> 1+p/θ1) та 2+2q∗ = 2(1+q∗) оди-
ниць вiдповiдно. Задача має малi знаменни-
ки, розв’язок, взагалi, не iснує у шкалах роз-
глядуваних просторiв, для множини чисел
T нульової мiри може бути як скiнченнови-
мiрне, так i нескiнченновимiрне ядро. Числа

1 + q∗ i 2 + 2q∗ помiчають вiдповiднi точки
у таблицi. Дiагональнi точки позначенi у та-
блицi знаком ∗ означають нескiнченновимiр-
не ядро в задачi для всiх T ∈ [T0, T1].

5 1+q∗ 2 2 2 2 ∗
4 1+q∗ 2 2 2 ∗ 2
3 1+q∗ 2 2 ∗ 2 2
2 1+q∗ 2+2q∗ ∗ 2 2 2
1 1+q∗ ∗ 2+2q∗ 2 2 2
0 ∗ 1+q∗ 1+q∗ 1+q∗ 1+q∗ 1+q∗

r2
/
r1 0 1 2 3 4 5

Висновки. Встановлено умови одно-
значної розв’язностi задачi з iнтегро-кра-
йовими умовами для системи рiвнянь Ля-
ме — задачi (1), (2) — у просторах майже пе-
рiодичних функцiй. Ця задача є некоре-
ктною за Адамаром i породжує пробле-
му малих знаменникiв, характерних для
iнтегро-крайових умов (2). Для розв’язання
проблеми малих знаменникiв використовує-
мо метричний пiдхiд i методику оцiнювання
мiр виняткових множин.

Визначено вплив параметрiв α1, α2, β1, β2
i показникiв θ1, θ2 на розв’язнiсть задачi,
зокрема ефективнiсть використання комбi-
нацiї крайових та iнтегральних умов i вiдпо-
вiдних просторiв майже перiодичних функ-
цiй. Показано, що у разi чисто iнтегральних
умов, малi знаменники присутнi лише для
моментiв нульового i першого порядкiв.

Отримано пiдсилення i доповнення ре-
зультатiв роботи [14] (про коректну розв’я-
знiсть задачi (1), (2) у частинному випадку
p = 3 для дiйсних α1, α2, β1, β2 i r1 < r2).

Зокрема, для порiвняння наведемо вiдпо-
вiднi формули з роботи [14] для елементiв
S(r1, r2) подiбної до наведеної вище таблицi:

S(r1, r2) =

{
51r∗ + 22 + (153r∗ + 51)/θ1,

54r∗ + 28 + (153r∗ + 55)/θ1,

для випадкiв α1α2 ̸= 0 та α1 = α2 = 0 вiдпо-
вiдно, де r∗ = r1 + r2.

У роботi зменшено наведенi значення
S(r1, r2) до таких (p = 3, r1 ̸= r2):

S(r1, r2) = 2 + 3/θ1, якщо α1α2 ̸= 0, i
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S(r1, r2) =


3 + 3/θ1, r1 = 0, або r2 = 0,

4 + 6/θ1, r1 = 1, r2 = 2,

4 + 6/θ1, r1 = 2, r2 = 1,

4, в iнших випадках,

якщо α1 = α2 = 0.
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