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РIВНЯННЯ З ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ У
КЛАСI НАРIЗНО L-ДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ ФУНКЦIЙ

Встановлюється загальний вигляд f(x, y) = φ(u(x)− y) розв’язкiв f : X2 → Z рiвняння
Dfy(x)(h) +Dfx(y)(Du(h)) = 0, де D – оператор диференцiювання i u : X → X – диференцi-
йовне вiдображення тензорного типу, у класi нарiзно диференцiйовних неперервних вiдобра-
жень i у випадку X = Rn.

We obtain a general representation f(x, y) = φ(u(x) − y) for solutions f : X2 → Z of the
differential equation Dfy(x)(h)+Dfx(y)(Du(h)) = 0, where D is the differentiation operator and
u : X → X is a differentiable operator of tensor type, in the class of separately differentiable
continuous mappings and in the case X = Rn.

1 Вступ

Р. Бер у [1] розв’язав диференцiальне рiвня-
ння

f ′
x + f ′

y = 0 (1)

для неперервних нарiзно диференцiйовних
функцiй. Вiн довiв, що всi неперервнi
розв’язки рiвняння (1) мають вигляд

f(x, y) = φ(x− y).

Разом з тим Р. Бер поставив питання про
те, чи iстотною є умова сукупної неперерв-
ностi функцiї f , тобто чи зберiгається ви-
гляд розв’язкiв рiвняння (1) для нарiзно ди-
ференцiйовних функцiй. Пiзнiше результат
Р. Бера iншим способом був доведений у [4],
а у [6] була одержана позитивна вiдповiдь на
питання Р. Бера.

Розв’язки диференцiальних рiвнянь з ча-
стинними похiдними у класi функцiй, якi
задовольняють мiнiмальнi вимоги (тобто у
класi нарiзно диференцiйовних, нарiзно двi-
чi диференцiйовних функцiй), вивчалися у
роботах [7], [3], [5], [2]. Зокрема, у [8, 9] до-
слiджувалися розв’язки рiвняння

f ′
x(x, y) + α(x)f ′

y(x, y) = 0, (2)

де α – функцiя, яка має первiсну u. В [9] було
встановлено, що розв’язки цього рiвняння у
класi нарiзно диференцiйовних функцiй ма-
ють вигляд f(x, y) = φ(u(x)− y).

У данiй статтi ми, використовуючи ви-
щезгаданий результат з [9] одержимо опис
розв’язкiв диференцiальних рiвнянь першо-
го порядку з частинними похiдними у аб-
страктних просторах.

2 Випадок вiдображень, визна-
чених на R2

Для вiдображення f : X × Y → Z i
точки (x, y) ∈ X × Y позначимо
fx(y) = fy(x) = f(x, y).

Спочатку ми розглянемо випадок ди-
ференцiйовностi вiдносно певної множини
функцiй.

Нехай Z – довiльна множина i L – до-
вiльна система функцiй l : Z → R. Вiд-
ображення f : R → Z називається L-
диференцiйовним у точцi x0 ∈ R (дивись
[6]), якщо для довiльної функцiї l ∈ L ком-
позицiя l ◦ f : R → R, l ◦ f(x) = l(f(x)), є
диференцiйовним в точцi x0. При цьому вiд-
ображення Df(x0) : L→ R,

Df(x0)(l) = lim
∆x→0

l(f(x0 +∆x))− l(f(x0))

∆x
,

називається L-похiдною вiдображення f в
точцi x0. Крiм того, Df(x0)(l) позначати-
мемо Df(x0, l).

Вiдображення f : R → Z назива-
тимемо L-диференцiйовним, якщо f є L-
диференцiйовним в кожнiй точцi x ∈ X.
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Кажуть, що система L функцiй, визначе-
них на множинi Z, роздiляє точки в Z, якщо
для довiльних рiзних точок z1, z2 ∈ Z iснує
l ∈ L таке, що l(z1) ̸= l(z2).

Теорема 1. Нехай Z – деяка множина, L
– система функцiй l : Z → R, яка роздi-
ляє точки в Z, f : R2 → Z – нарiзно L-
диференцiйовне вiдображення, u : R → R –
диференцiйовне вiдображення, α = u′ такi,
що

Dfy(x, l) + α(x)Dfx(y, l) = 0 (3)

для всiх x, y ∈ R, l ∈ L. Тодi iснує L-
диференцiйовне вiдображення φ : R → Z
таке, що f(x, y) = φ(u(x)− y).

Доведення.
Спочатку доведемо iснування вiдображе-

ння φ : R → Z такого, що f(x, y) = φ(u(x)−
y) для довiльних x, y ∈ R.

Зафiксуємо l ∈ L i покладемо g(x, y) =
gl(x, y) = l(f(x, y)). Тодi для довiльних
(x0, y0) ∈ R2 маємо, що

g′x(x0, y0) = (l ◦ fy0)′(x0) = Dfy0(x0, l)

i

g′y(x0, y0) = (l ◦ fx0)′(y0) = Dfx0(y0, l).

Отже, згiдно з (3), маємо

g′y(x, y) + α(x)g′x(x, y) = 0

для довiльних (x, y) ∈ R2, тобто функцiя g
є розв’язком рiвняння виду (2). Тому згi-
дно з теоремою з [9] iснує диференцiйовна
функцiя φl : R → R така, що gl(x, y) =
φl(u(x)− y).

Отже, якщо u(x1) − y1 = u(x2) − y2 для
деяких x1, x2, y1, y2 ∈ R, то l(f(x1, y1)) =
l(f(x2, y2)), для кожного l ∈ L. Оскiльки L
роздiляє точки в Z, то f(x1, y1) = f(x2, y2).
Таким чином, iснує вiдображення φ : R → Z
таке, що f(x, y) = φ(u(x)− y) для довiльних
x, y ∈ R. Тепер з L-диференцiйовностi вiд-
ображення f вiдносно другої змiнної випли-
ває L-диференцiйовнiсть вiдображення φ.

Тепер перейдемо до розгляду класичного
диференцiювання.

Нехай X i Z топологiчнi векторнi просто-
ри. Вiдображення f : X → Z називається

диференцiйовним у напрямку h ∈ X в то-
чцi x0 ∈ X, якщо iснує границя

lim
t→0

f(x0 + th)− f(x0)

t
= Df(x0)(h) ∈ Z

для кожного h ∈ X. Якщо вiдображення f
диференцiйовне в точцi x0 ∈ X у кожно-
му напрямку h ∈ X i оператор Df(x0) :
X → Z лiнiйний, то f називається дифе-
ренцiйовним за Ґато в точцi x0. У випадку
X = R диференцiйовне за Ґато вiдображен-
ня f : R → Z називатимемо просто диферен-
цiйовним, адже для таких вiдображень ди-
ференцiйовнiсть за Ґато в точцi рiвносильна
диференцiйовностi в довiльному вiдмiнному
вiд нуля напрямку. При цьому границю

lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x

називатимемо похiдною вiдображення f в
точцi x i позначатимемо її через f ′(x).

Наслiдок 1. Нехай Z – топологiчний ве-
кторний простiр, у якому його спряжений
простiр Z∗ роздiляє точки, f : R2 → Z –
нарiзно диференцiйовне вiдображення, u :
R → R – диференцiйовне вiдображення, α =
u′ такi, що

f ′
x(x, y) + α(x)f ′

y(x, y) = 0 (4)

для всiх x, y ∈ R. Тодi iснує диференцiйовне
вiдображення φ : R → Z таке, що f(x, y) =
φ(u(x)− y).

Доведення.
Аналогiчно, як при доведеннi наслiдку

5.2 з [6], легко переконатися, що

Dfy(x, l) + α(x)Dfx(y, l) = 0

для всiх x, y ∈ R, l ∈ Z∗, деD – оператор Z∗-
диференцiювання. Тому згiдно з теоремою
1 маємо f(x, y) = φ(u(x) − y) для деякого
вiдображення φ : R → Z, яке, зрозумiло, є
диференцiйовним.

3 Основний результат

Тепер перейдемо до розгляду випадку, коли
X – топологiчний векторний простiр.
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Вiдображення f : X → Y , яке дiє з то-
пологiчного векторного простору X у топо-
логiчний векторний простiр Y , називатиме-
мо вiдображенням тензорного типу, якщо
iснують базис (ei)i∈I простору X i базисна
сiм’я (yi)i∈I в просторi Y , якi для кожного
i ∈ I задовольняють наступнi умови:

(1) {f(αei) : α ∈ K} ⊆ {αyi : α ∈ K};
(2) f(αiei+x) = f(αiei)+f(x) для кожно-

го x =
∑

j∈I\{i} αjej ∈ X.

Теорема 2. Нехай Z – топологiчний ве-
кторний простiр, у якому його спряжений
Z∗ роздiляє точки, X – гаусдорфовий топо-
логiчний векторний простiр, f : X2 → Z –
нарiзно диференцiйовне в кожному напрям-
ку вiдображення, u : X → X – диферен-
цiйовне в кожному напрямку вiдображення
тензорного типу такi, що

Dfy(x)(h) +Dfx(y)(Du(h)) = 0 (5)

для всiх x, y ∈ X i h ∈ X. Тодi якщо вико-
нується одна з наступних умов:

(i) простiр X – скiнченновимiрний;
(ii) вiдображення f неперервне,

то iснує диференцiйовне в кожному на-
прямку вiдображення φ : X → Z таке, що
f(x, y) = φ(u(x)− y).

Доведення. Оскiльки u тензорного ти-
пу, то iснують базис (ei)i∈I i базисна сiм’я
(yi)i∈I в просторi X, якi задовольняють умо-
ви (1) i (2) для вiдображення u. Для кожно-
го i ∈ I покладемо

Xi = {αei : α ∈ K} i Yi = {αyi : α ∈ K}.

Спочатку доведемо таке твердження
для довiльних i ∈ I, x =

∑
j∈I\{i} αjej ∈ X,

ỹ1, ỹ2 ∈ Y i z1, z2 ∈ Xi з u(z1)−ỹ1 = u(z2)−ỹ2
виконується рiвнiсть

f(x+ z1, ỹ1) = f(x+ z2, ỹ2).

Оскiльки ỹ1 − ỹ2 = u(z2) − u(z1) ∈ Yi, то
iснують y0 ∈ Y i t1, t2 ∈ R такi, що ỹ1 = y0 +
t1yi i ỹ2 = y0+t2yi. Розглянемо вiдображення
g : R2 → Z, g(s, t) = f(x + sei, y0 + tyi), i
v : R → R, v(s) = u(sei)

yi
. Зауважимо, що

g′s(s, t) = Dfy0+tyi(x+ sei)(ei)

i
g′t(s, t) = Dfx+sei(y0 + tyi))(yi).

Крiм того, з умов (1) i (2) випливає рiвнiсть

v′(s) = lim
∆s→0

u(sei +∆sei)− u(sei)

∆syi
=

= lim
∆s→0

u(x+ sei +∆sei)− u(x+ sei)

∆syi
=

=
Du(x+ sei)(ei)

yi
.

Тепер використовуючи рiвнiсть (5) одержи-
мо

g′s(s, t) + v′(s)g′t(s, t) = Dfy+tyi(x+ sei)(ei)+

+Dfx+sei(y + tyi))(v
′(s)yi) =

= Dfy+tyi(x+ sei)(ei)+

+Dfx+sei(y + tyi))(Du(x+ sei)(ei)) = 0.

Тому згiдно з наслiдком 1 iснує вiдображен-
ня ψ : R → Z таке, що g(s, t) = ψ(v(s)− t).

Виберемо β, γ ∈ R такi, що z1 = βei i
z2 = γei. Зауважимо, що

v(β)− t1 =
u(βei)− t1yi

yi
=
u(z1)− ỹ1 + y0

yi
=

=
u(z2)− ỹ2 + y0

yi
=
u(γei)− t2yi

yi
= v(γ)− t2.

Тепер маємо

f(x+ z1, ỹ1) = g(β, t1) = ψ(v(β)− t1) =

= ψ(v(γ)− t2) = g(γ, t2) = f(x+ z1, ỹ2)

i твердження доведене.
Перейдемо до доведення теореми. Як i

ранiше, достатньо довести iснування вiд-
ображення φ.

(i). Нехай dim(X) = n i I = {1, 2, . . . , n}.
Нехай, крiм того,

x′ =
n∑

k=1

αkek, x′′ =
n∑

k=1

βkek,

y′ =
n∑

k=1

skyk i y′′ =
n∑

k=1

tkyk
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такi, що u(x′) − y′ = u(x′′) − y′′. Оскiльки
y1, . . . , yn лiнiйно незалежнi, то з (1) i (2) ви-
пливає, що u(αkek)− skyk = u(βk)− tkyk для
кожного k ≤ n.

Для кожного k = 0, . . . n покладемо

x̃k =
k∑

i=1

βiei +
n∑

i=k+1

αiei

i

ỹk =
k∑

i=1

tiyi +
n∑

i=k+1

siyi.

Зауважимо, що x̃0 = x′, x̃n = x′′, ỹ0 = y′,
ỹn = y′′ i u(x̃k)− ỹk = u(x′)− y′ для кожного
k = 0, . . . , n. Крiм того, згiдно з вищедове-
деним твердженням маємо

f(x̃k−1, ỹk−1) = f(x̃k, ỹk)

для кожного k = 1, . . . , n. Тому

f(x′, y′) = f(x̃0, ỹ0) = f(x̃1, ỹ1) = · · · =

= f(x̃n, ỹn) = f(x′′, y′′).

Отже, f(x, y) = φ(u(x)− y) для деякого вiд-
ображення φ : X → Z i твердження (i) до-
ведене.

(ii). Нехай

x′ =
∑
i∈I

αiei x′′ =
∑
i∈I

βiei,

y′, y′′ ∈ Y такi, що u(x′) − y′ = u(x′′) − y′′.
Тодi згiдно з (1) i (2) маємо

u(x′′)− u(x′) = y′′ − y′ =
∑
i∈I

tiyi

для деякої сiм’ї (ti)i∈I скалярiв ti ∈ R.
Для кожної скiнченної множини J ⊆ I

покладемо

xJ = x′ +
∑
i∈J

(βi − αi)ei

i
yJ = y′ +

∑
i∈J

tiyi.

Зауважимо, що згiдно з (1) i (2) для кожної
скiнченної множини J ⊆ I маємо

u

(∑
i∈J

βiei

)
− u

(∑
i∈J

αiei

)
=
∑
i∈J

tiyi.

Тому

u(xJ)−yJ = u

∑
i∈I\J

αiei

+u

(∑
i∈J

βiei

)
−y′−

−
∑
i∈J

tiyi = u

∑
i∈I\J

αiei

+ u

(∑
i∈J

αiei

)
+

+
∑
i∈J

tiyi − y′ −
∑
i∈J

tiyi = u(x′)− y′.

Тепер використовуючи доведену вище вла-
стивiсть i мiркуючи аналогiчно, як при до-
веденнi (i), одержимо, що

f(xJ , yJ) = f(x′, y′)

для кожної скiнченної множини J ⊆ I.
Нехай (I,≤) – система всiх скiнченних

пiдмножин J ⊆ I, впорядкована по вклю-
ченню, тобто J1 ≤ J2 означає, що J1 ⊆ J2.
Зауважимо, що

x′′ = lim
J∈I

xJ , i y′′ = lim
J∈I

yJ .

Використовуючи сукупну неперервнiсть вiд-
ображення f в точцi (x′′, y′′) одержимо

f(x′′, y′′) = lim
J∈I

f(xJ , yJ) = f(x′, y′).

Отже, f(x, y) = φ(u(x)− y) для деякого вiд-
ображення φ : X → Z.

4 Заключнi зауваження, питан-
ня

Аналогiчнi до теореми 2 результати мають
мiсце i для нарiзно диференцiйовних за Ґа-
то чи за Фреше вiдображень. Крiм того, як
видно з доведення теореми 1 для одержання
вигляду

f(x, y) = φ(u(x)− y)

розв’язкiв f рiвняння (5) достатньо розгля-
нути випадок Z = R. Разом з тим, нам не-
вiдомо, наскiльки iстотними в теоремi 2 є
умова тензорного типу на вiдображення u,
а також умови (i) та (ii).
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Питання 3. Нехай X – топологiчний ве-
кторний простiр, f : X2 → R – нарiзно ди-
ференцiйовне в кожному напрямку (за Ґа-
то, за Фреше) вiдображення, u : X → X
– диференцiйовне в кожному напрямку (за
Ґато, за Фреше) вiдображення такi, що

Dfy(x)(h) +Dfx(y)(Du(h)) = 0

для всiх x, y ∈ X i h ∈ X. Чи iснує вiд-
ображення φ : X → R таке, що f(x, y) =
φ(u(x)− y), якщо:

(a) X = R2;
(b) X = Rn;
(c) вiдображення f сукупно неперервне;
(d) вiдображення u має тензорний тип

i простiр X – гаусдорфовий;
(e) простiр X – гаусдорфовий?
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