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ЗАДАЧА КОШI ДЛЯ РIВНЯННЯ ФРАКТАЛЬНОЇ ДИФУЗIЇ З
ВIДХИЛЕННЯМ АРГУМЕНТА

Для одного квазiлiнiйного псевдодиференцiального рiвняння з дробовою похiдною за
часовою змiнною t порядку α ∈ (0, 1), другою похiдною за просторовою змiнною x i з вiдхи-
ленням аргумента методом крокiв доводиться розв’язнiсть задачi Кошi.

We prove the solvability of the Cauchy problem for a quasilinear pseudodifferential equation
with fractal derivative with respect to time t of order α ∈ (0, 1), second derivative with respect to
spatial argument x and deviation time variable using the step by step method.

Задачам для рiвнянь з оператором дробо-
вого iнтегрування та диференцiювання при-
свячено ряд публiкацiй вiтчизняних i за-
рубiжним математикiв. Задачею Кошi для
рiвняння з дробовими похiдними за часо-
вою змiнною описується спецiальна дифу-
зiя, що називається дифузiєю дробового по-
рядку або фрактальною дифузiєю. Така за-
дача досить повно i глибоко проаналiзована
у працях А.Н. Кочубея, С.Д. Ейдельмана [1–
3] i їх багатьох пiзнiших працях. У працi [4]
вивчаються задачi з оператором дробового
диференцiювання для B-параболiчного рiв-
няння на поверхнi iз класу Дiнi, нелокальнi
задачi фрактальної дифузiї.

В данiй працi використовуючи резуль-
тати праць [1–4] для одного квазiлiнiйного
псевдодиференцiального рiвняння з дробо-
вою похiдною за часовою змiнною t поряд-
ку α ∈ (0, 1) i другою похiдною за просто-
ровою змiнною x i з вiдхиленням аргумента
методом крокiв доводиться розв’язнiсть за-
дачi Кошi.

Результати даної працi анонсованi в [5].
1. Постановка задачi. Розглянемо за-

дачу Кошi

Dα
t u(t, x) = a2

∂2u(t, x)

∂x2
+ f(t, x, u(t− h, x)),

t > h, x ∈ R, (1)

u(t, x)|0≤t≤h = u0(t, x), x ∈ R, (2)

де Dα
t u(t, x) ≡ 1

Γ(1−α)

[
d
dt

t∫
h

u(τ,x)dτ
(t−τ)α

− (t −

h)−αu0(h, x)
]

– регуляризована дробова по-
хiдна Рiмана-Лiувiлля порядку α ∈ (0, 1),
t > h, x ∈ R, h – число.

Методом крокiв за допомогою перетво-
рення Фур’є функцiї Мiттаг-Леффлера зна-
ходимо розв’язок задачi (1), (2). Пiд розв’яз-
ком задачi (1), (2) розумiємо функцiю u(t, x)
з такими властивостями:

1) u ∈ C2
x(Π), Π = (0, T )× R, T >> h;

2) фрактальний iнтеграл

I1−α
t u =

1

Γ(1− α)

t∫
0

u(τ, x)

(t− τ)α
dτ

належить до класу C1,2
t,x (Π);

3) функцiя u(t, x) задовольняє рiвняння
(1) i умову (2) (див. [3, стор. 326]).

Функцiї f , u0 є вiдомими i припускаємо
спочатку, що вони належать класу L1(R).

2. Метод крокiв. Нехай h ≤ t ≤ 2h, x ∈
R. Методом крокiв зводимо задачу (1), (2)
до задачi Кошi для рiвняння без вiдхилення
аргумента. Справдi, при h ≤ t ≤ 2h u(t −
h, x) = u0(t, x). Тодi задача (1), (2) набуде
вигляду

Dα
t u(t, x) = a2

∂2u(t, x)

∂x2
+ f(t, x, u0(t− h, x)),

(3)
t < t ≤ 2h, x ∈ R,
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u(t, x)|t=h = u0(h, x), x ∈ R. (4)

Оскiльки функцiї f та u0 належать до
класу L1(R), то пiсля застосування перетво-
рення Фур’є iз (3), (4) отримаємо задачу

Dα
t ũ(t, σ) = −a2σ2ũ(t, σ) + F̃ (t, σ, h), (5)

h < t < 2h, σ ∈ R,
ũ(t, σ)|t=h = ũ0(h, σ), σ ∈ R, (6)

де

F̃ (t, σ, h) ≡ 1

Γ(1− α)
(t− h)−αũ0(h, σ)+

+f̃(t, σ, h), h < t < 2h, σ ∈ R,

F (u) ≡ ũ(t, σ) =

∫
R

exp{−iσx}u(t, x)dx,

h < t < 2h, σ ∈ R,

f̃(t, σ) =

∫
R

exp{−iσx}f(t, x, u0(t− h, x))dx,

h < t < 2h, σ ∈ R.
Розв’язок задачi Кошi (5), (6) шукаємо у

виглядi

ũ(t, σ) ≡ I
(α)
t v(t, σ) =

1

Γ(α)

t∫
h

v(t, σ)

(t− τ)1−α
dτ,

h < t < 2h, σ ∈ R. (7)

Пiдставивши (7) у (5), отримаємо iнте-
гральне рiвняння

v(t, σ) = F̃ (t, σ, h)+

+

t∫
h

(−a2σ2)

Γ(α)(t− τ)1−α
v(t, σ)dτ, (8)

h < t < 2h, σ ∈ R, де функцiя K1(t, σ) ≡
−a2σ2

Γ(α)t1−α є його ядром, за допомогою якого
будуються повторнi ядра i резольвента:

Kn(t, σ) =
(−1)n(aσ)2n

Γ(nα)t1−nα
, n ∈ N, (9)

R(t, σ) =
∞∑
n=1

(−a2σ2)n

Γ(nα)
tnα−1. (10)

За означенням функцiя

Eα,β(t) =
∞∑
k=0

tk

Γ(αk + β)
,

t > 0, α > 0, β > 0,

є функцiєю Мiттаг-Леффлера, то резольвен-
та (10) запишеться у виглядi

R(t, σ) = t−1γEα,α(γ),

де γ = −a2σ2tα, t > 0.
Розв’язок iнтегрального рiвняння (8) на-

буває вигляду

v(t, σ) = F̃ (t, σ, h)+

t∫
h

R(t−τ, σ, h)F̃ (τ, σ, h)dτ ≡

≡ F̃ (t, σ, h) + (R ∗ F̃ )(t, σ, h), (11)

t > h, σ ∈ R. Оскiльки рiвнiсть

d

dt
Eα,1(−a2σ2tα) =

∞∑
k=0

αk(−a2σ2tα)k−1tα−1

Γ(αk + 1)
=

=
∞∑
n=1

(−a2σ2)n

Γ(nα)
tnα−1 ≡ R(t, σ)

є вiрною пiсля почленного диференцiювання
ряду для Eα,1(−a2σ2tα), то функцiю v(t, σ)
можна записати у виглядi

v(t, σ) =

t∫
h

d

dt
Eα,1(−a2σ2(t−τ)α)F̃ (τ, σ, h)dτ+

+F̃ (t, σ, h).

Подiявши на (11) оператором Iαt отрима-
ємо ũ(t, σ). Справдi,

Iαt (R ∗ F̃ ) =
1

Γ(α)

t∫
h

dτ

(t− τ)1−α
×

×
τ∫

h

∞∑
n=1

(−a2σ2)nF̃ (β, σ, h)

Γ(nα)(τ − β)1−n−α
dβ =

=
1

Γ(α)

t∫
h

( ∞∑
n=1

(−a2σ2)n

Γ(nα)
×
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×
t∫

β

1

(t− τ)1−α
· 1

(τ − β)1−nα
dτ

)
F̃ (β, σ, h)dβ.

У внутрiшньому iнтегралi по змiннiй τ
проведемо замiну змiнної τ на µ за форму-
лою t− τ = µ(t− β). Тодi

t∫
β

dτ

(t− τ)1−α(τ − β)1−nα
=

1

(t− β)1−nα−α
×

×
1∫

0

dµ

µ1−α(1− µ)1−nα
= (t− β)(n+1)α−1×

×B(α, nα) =
Γ(α)Γ(nα)

Γ((n+ 1)α)
(t− β)(n+1)α−1.

Отже,

Iαt (R ∗ F̃ ) =

t∫
h

∞∑
n=1

(−a2σ2)n(t− β)nα

Γ(nα+ α)(t− β)1−α
×

×F̃ (β, σ, h)dβ.

Якщо додати сюди Iαt F̃ (t, σ, h) i врахува-
ти, що Iαt v(t, σ) ≡ ũ(t, σ), то отримаємо фор-
мулу

ũ(t, σ) =

t∫
h

1

(t− τ)1−α

[ 1

Γ(α)
+

+
∞∑
n=1

(−a2σ2)n(t− τ)nα

Γ(nα+ α)

]
F̃ (τ, σ, h)dτ ≡

≡
t∫

h

Eα,α(−a2σ2(t− τ)α)

(t− τ)1−α
F̃ (τ, σ, h)dτ, (12)

t > h, σ ∈ R.
Якщо врахувати, що

F̃ (t, σ, h) ≡ 1

Γ(1− α)
(t− h)−αũ0(h, σ)+

+f̃(t, σ, h), t > h, σ ∈ R,
то iз (12) отримаємо, що

ũ(t, σ) =

t∫
h

Eα,α(−a2σ2(t− τ)α)

Γ(1− α)(t− τ)1−α(τ − h)α
dτ×

×ũ0(h, σ)+

t∫
h

Eα,α(−a2σ2(t− τ)α)

(t− τ)1−α
f̃(τ, σ, h)dτ ≡

≡ Q1(t, σ, α, h)ũ0(h, σ)+

+

t∫
h

Q2(t− τ, σ)f̃(τ, σ, h)dτ. (13)

Для функцiї Q1(t, σ, α, h) iз (13) виразив-
ши Eα,α(−a2σ2(t − τ)α) через ряд i помi-
нявши порядок сумування та iнтегрування,
отримаємо, що

Q1(t, σ, α, h) =
1

Γ(α)Γ(1− α)
×

×
t∫

h

dτ

(t− τ)1−α(τ − h)α
+

+
∞∑
n=1

(−a2σ2)n

Γ(1− α)Γ(nα+ α)

t∫
h

(t− τ)nαdτ

(t− τ)1−α(τ − h)α
.

Оскiльки
t∫

h

dτ

(t− τ)1−a(τ − h)1−b
=

B(a, b)

(t− h)1−a−b
=

= (t− h)a+b−1Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
,

то при a = α, b = 1 − α та при a = nα + α,
b = 1 − α отримаємо, що перший i другий
iнтеграли вiдповiдно дорiвнюють Γ(α)Γ(1−
α) i (t− h)nα Γ(nα+α)Γ(1−α)

Γ(nα+1)
. Тодi

Q1(t, σ, α, h) = 1 +
∞∑
n=1

(−a2σ2)n(t− h)nα

Γ(nα + α)Γ(1− α)
×

×Γ(nα + α)Γ(1− α)

Γ(nα+ 1)
=

= 1 +
∞∑
n=1

(−a2σ2(t− h)α)n

Γ(nα+ 1)
=

= Eα,1(−a2σ2(t− h)α), (14)

t > h, σ ∈ R. Другий доданок у формулi (13)
виражається за допомогою функцiї Мiттаг-
Леффлера Eα,1 iз (14) за формулою

Q2(t, σ, α, h) = D1−α
t Eα(−a2σ2tα) =
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=
1

Γ(α)

d

dt

t∫
h

Eα,1(−a2σ2τα)

(t− τ)α
dτ. (15)

Отже, розв’язок задачi Кошi (5), (6) на-
буває вигляду (13), де функцiї Q1 i Q2 ви-
значенi рiвностями (14) i (15) вiдповiдно.

В працi [2] доводиться, що функцiя
Eα(−a2σ2t2) має перетворення Фур’є, тому
iснують функцiї

Gi(t, x, α, h) = F−1
σ→x[Qi(t, σ, α, h)] =

=
1

2π

∞∫
−∞

eiσxQi(t, σ, α, h)dσ, (16)

i = 1, 2, причому вiрними є такi оцiнки [2,
леми 1, 2]:

|Dm
x G1(t, x, α, h)| ≤

≤ Ct−
α(1+m)

2 exp{−cρ(t, x)},m ≤ 3, (17)

|Dα
t G1(t, x, α, h)| ≤

≤ Ct−
3
2
α exp{−cρ(t, x)}, (18)

|Dm
x G2(t, x, α, h)| ≤

≤ Ct−
α(1+m)

2
−1+α exp{−cρ(t, x)},m ≤ 3, (19)

|Dα
t G2(t, x, α, h)| ≤

≤ Ct−
α
2
−1 exp{−cρ(t, x)}, (20)

де ρ(t, x) =
(
|x|t−α

2

) 2
2−α , t > 0, x ∈ R.

Iз рiвностi (13) пiсля застосування обер-
неного перетворення Фур’є i теореми про пе-
ретворення Фур’є добутку отримуємо фор-
мулу для розв’язку u(t, x) задачi Кошi (3),
(4) у виглядi суми двох згорток

u(t, x) =

∞∫
−∞

G1(t, x− ξ, α, h)u0(h, ξ)dξ+

+

t∫
h

dτ

∞∫
−∞

G2(t− τ, x− ξ, α, h)f(τ, ξ, h)dξ,

(21)
h ≤ t ≤ 2h, x ∈ R.

Вектор-функцiя (G1, G2) називається
функцiєю Грiна задачi Кошi (3), (4), при-
чому G2(t, x, α, h) = D1−α

t G1(t, x, α, h) i для

компонент Gi(t, x, α, h) вiрними є оцiнки
(17) – (20).

Доводиться (аналогiчно як в [4], стор.
189–191), що функцiя u(t, x), визначена (21),
задовольняє рiвняння (3) i початкову умову
(4).

3. Основнi теореми. У п. 2 доведена та-
ка теорема.

Теорема 1. Розв’язок задачi (3), (4)
iснує i визначається формулою (21).

Наступним кроком є продовження
розв’язку на iнтервал kh ≤ t < (k + 1)h,
x ∈ R, тобто побудова функцiй
u0(kh, ξ), f(τ, ξ, kh), G1(t, x − ξ, α, kh),
G2(t − τ, x − ξ, α, kh), таких, щоб на цьому
iнтервалi розв’язок вiдповiдної задачi Кошi
записувався у виглядi (21) з побудованими
компонентами. Отже, вiрною є теорема.

Теорема 2. Розв’язок задачi (1), (2)
iснує i зображається у виглядi суми згор-
ток

u(t, x) =

∞∫
−∞

G1(t, x− ξ, α, kh)u0(kh, ξ)dξ+

+

t∫
kh

dτ

∞∫
−∞

G2(t− τ, x− ξ, α, kh)f(τ, ξ, kh)dξ,

kh ≤ t ≤ (k + 1)h, x ∈ R.
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