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АСИМПТОТИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ ОСОБЛИВИХ РОЗВ’ЯЗКIВ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ З ПРАВИЛЬНО

ЗМIННИМИ НЕЛIНIЙНОСТЯМИ
Для рiвнянь другого порядку, що мiстять у правiй частинi нелiнiйностi у деякому сенсi

близькi до степеневих, встановлено необхiднi й достатнi умови iснування одного класу не-
коливних розв’язкiв, а також одержано асимптотичнi зображення для цих розв’язкiв та їх
похiдних.

We provide necessary and sufficient conditions for the existence of a class of non-oscillating
solutions of second order equations containing non-linearities of a power type in the right-hand
side. We also obtain asymptotic representations for these solutions and their derivatives.

В монографiї I.Т. Кiгурадзе, Т.А. Чанту-
рiя [1] на основi дослiджень, що проведе-
нi до 1990 року, розроблена асимптотична
теорiя неавтономних звичайних диференцi-
альних рiвнянь. Однак, ця теорiя ще далека
вiд свого остаточного завершення. Зокрема,
вона не може бути у повнiй мiрi застосова-
на для рiвняь з правильно змiнними нелi-
нiйностями, якi є природними узагальнен-
нями рiвнянь зi степеневими нелiнiйностями
та останнiми десятирiччями привертають до
себе увагу багатьох українських та закор-
донних математикiв (див., напиклад, [2,3]).
Дану роботу присвячено розв’язанню однiєї
з задач цього напрямку.

Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′ = α0p(t)φ0(y)φ1(y
′), (1)

у якому α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω[→]0,+∞[1

(−∞ < a < ω ≤ +∞) — неперервна фун-
кцiя, φi : ∆Yi

→]0,+∞[ ( i = 0, 1) — непе-
рервнi функцiї, Yi ∈ {0,±∞},∆Yi

— або про-
мiжок [y0i , Yi[

2 або — ]Yi, y
0
i ]. Крiм того, при-

пускаємо, що кожна з функцiй φi(z) — пра-
вильно змiнна функцiя [3] при z → Yi (z ∈
∆Yi

) порядку σi, причому σ0 + σ1 ̸= 1.

Розв’язок y рiвняння (1) будемо назива-
ти Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язком, де −∞ ≤ λ0 ≤

1При ω > 0 вважаємо, що a > 0.
2При Yi = +∞(Yi = −∞) вважаємо y0i > 0 (y0i < 0) вiдпо-

вiдно.

+∞, якщо при кожному i ∈ {0, 1}

y(i) : [t0, ω[−→ ∆Yi
, lim

t↑ω
y(i)(t) = Yi (2)

i

lim
t↑ω

(y′(t))2

y′′(t)y(t)
= λ0. (3)

При λ0 ∈ R\{0} у роботi [4] було отри-
мано необхiднi i достатнi умови iснування
Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язкiв рiвняння (1), а та-
кож встановлено неявнi асимптотичнi фор-
мули при t ↑ ω для таких розв’язкiв та їх
похiдних першого порядку. Проте, в особли-
вих випадках λ0 ∈ {0,±∞} (див., напри-
клад, [5]) доводилося накладати додатковi
обмеження на функцiї φ0, φ1. Опишемо до-
кладнiше цi обмеження.

Нехай φ : ∆Y →]0,+∞[ — правильно
змiнна функцiя при z → Y (z ∈ ∆Y )
(Y ∈ {0,∞}, ∆Y — деякий однобiчний окiл
Y ) порядку σ. Будемо говорити, що φ задо-
вольняє умову S, якщо для θ(z) = φ(z)|z|−σ

та для будь-якої неперервно диференцiйов-
ної функцiї L : ∆Y →]0; +∞[ такої, що

lim
z→Y
z∈∆Y

zL′(z)

L(z)
= 0,

має мiсце при z → Y , (z ∈ ∆Y ) спiввiдноше-
ння

θ(zL(z)) = θ(z)(1 + o(1)).
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Достатньо важливий для вивчення клас
Pω(Y0, Y1, 0)-розв’язкiв рiвняння (1) було до-
слiджено лише для випадкiв, коли фун-
кцiя φ1 задовольняє умову S. У данiй ро-
ботi вдалося розповсюдити цi результати
на випадок рiвняння (1), в якому φ1(z) =
|z|σ1 exp(R(| ln |z||)), R — правильно змiн-
на на нескiнченностi функцiя порядку µ,
0 < µ < 1. Зазначимо, що функцiя
|z|σ1 exp(R(| ln |z||)) не задовольняє умову S.

Введемо наступнi позначення:

I(t) =

∫ t

A1
ω

p(τ) dτ,

Aω =

 a, если
∫ ω

a
p(τ) dτ = +∞,

ω, если
∫ ω

a
p(τ) dτ < +∞,

у випадку, коли lim
t↑ω

y01|I1(t)|
1

1−σ1 = Y1

J(t) =

t∫
Bω

|I(τ)|
1

1−σ1 dτ,

Bω =


b, если

ω∫
b

|I(τ)|
1

1−σ1 dτ = +∞,

ω, если
ω∫
b

|I(τ)|
1

1−σ1 dτ < +∞,

де b ∈ [a;ω) обрано так, щоб
|I(τ)|

1
1−σ1 sign y01 ∈ ∆Y1 при t ∈ [b;ω).

Має мiсце наступна теорема.
Теорема Нехай у рiвняннi (1) φ1(z) =

|z|σ1 exp(R(| ln |z||)), R — неперервно дифе-
ренцiйовна, з монотонною похiною, пра-
вильно змiнна на нескiнченностi функцiя
порядку µ, 0 < µ < 1, φ0 є неперервно дифе-
ренцiйовною функцiєю з монотонною похi-
дною, σ1 ̸= 1, iснує скiнченна чи нескiнченна
границя lim

t↑ω
πω(t)p(t)

I(t)
та

lim
t↑ω

| ln |I(t)||µ−1J(t)

πω(t)J
′(t)

= 0. (4)

Тодi для iснування у рiвняння (1)
Pω(Y0, Y1, 0)-розв’язкiв необхiдним i до-
статнiм є виконання умов

lim
t↑ω

y00|J(t)|
1−σ0

1−σ0−σ1 = Y0, (5)

lim
t↑ω

J ′(t)

y01|J(t)|
= Y1, lim

t↑ω

πω(t)I
′(t)

I(t)
= σ1−1, (6)

та нерiвностей

α0I(t)

y01(1− σ1)
> 0 при t ∈]a, ω[, (7)

y00y
0
1(1− σ1)J(t)

1− σ0 − σ1

> 0 при t ∈ [b, ω[. (8)

Бiльше того, для кожного такого розв’яз-
ку мають мiсце при t ↑ ω асимптотичнi
зображення

y(t)

| exp (R (| ln |y′(t)||))φ0(y(t))|
1

1−σ1

∼

∼ |1−σ1|
1

1−σ1 sign y01
1−σ1

(1− σ0 − σ1)J(t),

y′(t)
y(t)

∼ (1− σ1)J
′(t)

(1− σ1 − σ0)J(t)
.

(9)

Зауваження. Якщо у рiвняннi (1) p(t) =
|πω(t)|σ1−2 |ln |πω(t)||q L (| ln |πω(t)||), q < −µ,
L - довiльна повiльно змiнна на нескiнчен-
ностi функцiя, то умова (3) задовольня-
ється. Бiльше того, навiть для випадку
степеневих φ0, φ1 та правильно змiнної
при t ↑ ω функцiї p порядку ρ однiєю з
необхiдних умов iснування у рiвняння (1)
Pω(Y0, Y1, 0)-розв’язкiв є рiвнiсть ρ = σ1−2.

Доведення теореми Необхiднiсть. Не-
хай y : [t0, ω[→ R — Pω(Y0;Y1; 0)-розв’язок
рiвняння (1). З умов на функцiї φ0 та R з
урахуванням твердження 9 з [3] (роздiл 5,
пункт 1, стор. 116) випливає, що

lim
z→∞

zR′(z)
R(z)

= µ, lim
z→∞

R′(z) = 0,

lim
z→Y0
z∈∆Y0

zφ′
0(z)

φ0(z)
= σ0.

(10)

Тодi з рiвностi(
y′(t)

φ0(y(t))|y′(t)|σ1 exp(R(| ln |y′(t)||))

)′

=

y′′(t)

φ0(y(t))|y′(t)|σ1 exp(R(| ln |y′(t)||))
×
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×
(
1− σ1 −

(y′(t))2

y′′(t)y(t)
×

×y(t)φ̃′
0(y(t))

φ̃0(y(t))
−R′((| ln |y′(t)||)sign y01)

)
на пiдставi (1), (2) та (3) у випадку, коли
ω∫
a

p(τ) dτ = +∞, маємо при t ↑ ω

y′(t)
φ0(y(t))|y′(t)|σ1 exp (| ln |y′(t)||µ) =

= α0(1− σ1)I(t)[1 + o(1)].

(11)

У iншому випадку
ω∫
a

p(τ) dτ < +∞, отрима-

ємо або (11), або

lim
t↑ω

y′(t) exp(−R(| ln |y′(t)||))
φ0(y(t))|y′(t)|σ1

= c ̸= 0. (12)

Доведемо, що (12) не може мати мiсця.
Оскiльки σ1 ̸= 1, то в силу першої з умов (2)

та (10) функцiя y′(t)
|y′(t)|σ1 exp(R(| ln |y′(t)||))

має або нульову або нескiнченну границю
при t ↑ ω. При виконаннi умови (12) функцiя
φ0(y(t)) мала би вiдповiдно нульову або не-
скiнченну границю при t ↑ ω. Тому з викори-
станням правила Лопiталя у формi Штоль-
ця, (10), (2) та (3) мали би

lim
t↑ω

y′(t)

φ0(y(t))|y′(t)|σ1 exp(R(| ln |y′(t)||))
=

= lim
t↑ω

[
1

φ0(y(t))

]′
[
|y′(t)|σ1 exp(R(| ln |y′(t)||))

y′(t)

]′ =
= lim

t↑ω

(y′(t))2

y′′(t)y(t)
×

× y′(t)

φ0(y(t))|y′(t)|σ1 exp(R(| ln |y′(t)||))
×

×y(t)φ′
0(y(t))

φ0(y(t))
×

× 1

1− σ1 −
y′(t)φ̃′

1(y
′(t))

φ̃1(y′(t))

= 0.

Це спiвiдношення протирiчить (12). Отже,
рiвнiсть (11) має має мiсце в обох випадках.

Зауважимо, що (11) може бути переписа-
но при t ↑ ω у виглядi

y′(t)sign y′(t)

|φ0(y(t))|
1

1−σ1

= |1− σ1|
1

1−σ1×

× |exp(R(| ln |y′(t)||))I(t)|
1

1−σ1 [1 + o(1)].
(13)

Крiм того, використовуючи рiвняння (1),
перепишемо (11) при t ↑ ω у виглядi

y′′(t)

y′(t)
=

p(t)

(1− σ1)I(t)
[1 + o(1)],

звiдки, оскiльки iснує скiнченна чи нескiн-
ченна границя lim

t↑ω
πω(t)y′′(t)

y′(t)
, яка в силу леми

10.6 з [6] дорiвнює (−1), отримаємо умову
(7) та другу з умов (6).

З першої з умов (7) випливає, що iснує
така повiльно змiнна неперервно диференцi-
йовна функцiя L : ∆Y0 →]0; +∞[, що y′(t) =
L(πω(t))
πω(t)

. Тому з урахуванням властивостей
логарифмiчної функцiї та функцiї R, зокре-
ма, (10), маємо при t ↑ ω

R′(| ln |y′(t)||) = R′(| ln |πω(t)||)(1 + o(1)).
(14)

Нехай

W (t) :=

t∫
Bω

J ′(τ) exp(R(| ln |y′(τ)||)) dτ,

lim
t↑ω

J(t) = J0.

Покажемо, що функцiя

exp(R(| ln |y(t(J−1(z)))||)),

де J−1 — функцiя, обернена для J , є повiль-
но змiнною функцiєю при z → J0. Справдi,
на пiдставi умов (4) та (14) маємо

lim
z→J0

z (exp(R(| ln |y′(t(J−1(z))||))′

exp(R(| ln |y(t(J−1(z))||)
=

= lim
t↑ω

J(t)R′(| ln |y′(t)||)
J ′(t)πω(t)sign(ln |y′(t)|)

= 0.
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Звiдси з використанням теорем про iнте-
грування правильно змiнних функцiй (твер-
дження 1 та 2 з [3] (роздiл 5, пункт 1, стор.
116)) маємо

lim
t↑ω

W (t)

exp (R(| ln |y′(t)||)) J(t)
= 1.

Тому з (13) випливає перше з асимптоти-
чних зображень (9), звiдки слiдує (8) та (5).
З першого з зображень (9) з урахуванням
(13) отримаємо друге з зображень (9) та пер-
шу з умов (6).

Достатнiсть. Нехай виконано умови
(4)−−(8). Позначимо θ0(z) = φ0(z)|z|−σ0 .

Розглянемо функцiю

f(s1, s2) = θ0(s1) exp (R(| ln |s2||)) ,

Для кожного i ∈ {0, 1} пiдберемо число y1i ∈
∆Yi

так, щоб при zi ∈ ∆1
Yi∣∣∣∣zif ′

zi
(z1, z2)

f(z1, z2)

∣∣∣∣ < |1− σ0 − σ1|
16

,

∆1
Yi
=

 [y1i , Yi[, если ∆Yi
= [y0i , Yi[

]Yi, y
1
i ], если ∆Yi

=]Yi, y
0
i ].

Це можна зробити застосувавши умови (10).
Розглянемо задану на множинi ∆ = ∆1

Y0
×

∆1
Y1

функцiю

F (s1, s2) =

(
|s1|1−σ0−σ1

f(s1, s2)
,
s1
s2

)
.

У [7] при доведеннi достатностi теореми 1
встановлено, що F взаємно однозначно вiд-
ображає ∆ на множину F (∆). Таким чином,
iснує обернена функцiя F−1 : F (∆) → ∆.
Оскiльки якобiан функцiї F є вiдмiнним вiд
нуля на ∆ функцiя F−1 є неперервно дифе-
ренцiйовною на F (∆).

Застосуємо до рiвняння (1) перетворення

F (y(t), y′(t)) =(
C0[1 + z1(x)]
|J(t)|σ1−1 ,

C1J
′(t)

J(t)
[1 + z2(x)]

)
,

x = β ln |I(t)|,

(15)

де

C1 =
1− σ1

1− σ0 − σ1

, C0 = |1− σ1||C1|σ1−1,

β =

 1 если lim
t↑ω

I(t) = +∞,

−1 при lim
t↑ω

I(t) = 0.

Перепишемо (15) у виглядi

z′1 = β[1 + z1]H(x) [C1Q0(x, z1, z2)(1 + z2)+

+
R′(| ln |πω(t(x))||)

H(x)
×

×Q1(x, z1, z2)|1 + z2(x)|σ1−1

(1− σ1)(1 + z1)
+ σ1 − 1

]
,

z′2 = β[1 + z2]
(
H(x)

(
1
C1

− 1− z2

)
+

+
|1 + z2|σ1−1

(1− σ1)(1 + z1)
− I(t(x))J ′′(t(x))

I ′(t(x))J ′(t(x))

)
.

(16)
де

(Y0(x, z1, z2), Y1(x, z1, z2)) =

= F−1

(
C0[1 + z1]

|J(t)|σ1−1
,
C1J

′(t)

J(t)
[1 + z2(x)]

)
,

Q0(x, z1, z2) =

=
Y0(x, z1, z2)

∂F
∂s1

(Y0(x, z1, z2), Y1(x, z1, z2))

F (Y0(x, z1, z2), Y1(x, z1, z2))
,

Q1(x, z1, z2) =
R′(Y1(x, z1, z2))

R′(| ln |πω(t)||)
,

H(x) =
I(t(x))J ′(t(x))

p(t(x))J(t(x))
.

В силу (6) та (5) можна вибрати число t0 ∈
[a, ω[ так, щоб для будь-яких |ξj| ≤ 1

2
, j =

1, 2 при t ∈ [t0, ω[

(C0|J(t)|1−σ1 [1 + ξ1],
C1J

′(t)

J(t)
[1 + ξ2]) ∈ F (∆).

Тепер розглянемо систему рiвнянь (16) на
множинi

Ω = [x0,+∞[×D, где x0 = β ln |J(t2)|,

D = {(z1, z2) : |zi| ≤
1

2
, i = 1, 2}.

Оскiльки за умовою теореми iснує нескiн-
ченна чи скiнченна границя lim

t↑ω
πω(t)p(t)

I1(t)
, то

в силу леми 10.6 з [6] та виду функцiї J з
урахуванням першої з умов (7) маємо

lim
t↑ω

πω(t)J
′(t)

J(t)
= 0, (17)
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lim
t↑ω

πω(t)J
′′(t)

J ′(t)
= −1, (18)

lim
x→∞

H(x) = 0. (19)

Крiм того, з урахуванням властивостей
функцiї F−1 та выбору ∆ як i в [7] отри-
маємо

lim
x→∞

Yi(x, z1, z2) = Yi (i = 0, 1)

рiвномiрно по |zj| < 1
2
, j = 1, 2.

Отже,

lim
x→∞

Q0(x, z1, z2) = 1− σ0 − σ1 (20)

рiвномiрно по |zj| < 1
2
, j = 1, 2.

В силу першої з умов (7) та (4)

lim
x→∞

R′(| ln |πω(t(x))||)
H(x)

= 0. (21)

Введемо позначення:

F−1(w1, w2) = (F−1
1 (w1, w2), F

−1
2 (w1, w2))

Pi(w1, w2) =
wi

∂F−1
2

∂wi
(w1, w2)

F−1
2 (w1, w2)

, i = 1, 2.

З властивостей функцiї F випливає, що
функцiї P1, P2 є обмеженими на F (∆).
Оскiльки для будь-яких сталих ξ1, ξ2: |ξj| <
1
2
, j = 1, 2

πω(t) (Y1(x(t), ξ1, ξ2))
′
t

Y1(x(t), ξ1, ξ2)
=

= P1

(
C0|J(t)|1−σ1 [1 + ξ1],

C1J
′(t)

J(t)
[1 + ξ2]

)
×

×(1− σ1)
πω(t)J

′(t)

J(t)
+

+P2

(
C0|J(t)|1−σ1 [1 + ξ1],

C1J
′(t)

J(t)
[1 + ξ2]

)
×

×
(
πω(t)J

′′(t)

J ′(t)
− πω(t)J

′(t)

J(t)

)
,

з урахуванням (17) та (18) отримуємо, що
функцiя |Q1| є обмеженою при x ∈ [x0,+∞[
рiвномiрно по |zj| < 1

2
, j = 1, 2.

Перепишемо систему (16) у виглядi
z′1 = H(x)

(
A12z2 +

2∑
j=1

Rj(x, z1, z2)

)
,

z′2 =
2∑

j=1

A2jzj +
4∑

j=3

Rj(x, z1, z2),

(22)
де

A12 = β(1− σ1),

A21 =
β

1− σ1

, A22 = −β,

R1(x, z1, z2) = βz1z2(1− σ1),

R2(x, z1, z2) = β[1 + z1][1 + z2]×
×(Q0(x, z1, z2)− 1 + σ0 + σ1)+

+
R′(| ln |πω(t(x))||)

βH(x)
×

×Q1(x, z1, z2)|1 + z2(x)|σ1−1

(1− σ1)

R3(x, z1, z2) =

= β[1 + z2]H(x)

(
1

C1

− 1− z1

)
+

+β[1 + z2]

(
1

1− σ1

− I(t(x))J ′′(t(x))

I ′(t(x))J ′(t(x))

)
,

R4(x, z1, z2) = β×

×
(

|1 + z2|σ1−1

(1− σ1)(1 + z1)
− 1− z1 + σ1z2

1− σ1

)
.

Враховуючи (19), (20) та (21) маємо

lim
|z1|+|z2|→0

Ri(x, z1, z2)

|z1|+ |z2|
= 0 (i = 1, 4)

рiвномiрно по x ∈ [x0,+∞[,

lim
x→+∞

Rj(x, z1, z2) = 0 (j = 2, 3)

рiвномiрно по z1, z2 : (z1, z2) ∈ D.
Застосуємо до (22) перетворення

z2 = w2, z1 = w1 +
1

1− σ1

h(x)w2, (23)

де w1, w2 — новi невiдомi функцiї,

h(x) =
πω(t(x))J

′(t(x))

J(t(x))
. (24)
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Будемо мати з урахуванням (17) та (18)

lim
x→+∞

h(x) = 0, lim
x→+∞

h(x)
H(x)

= σ1 − 1,

lim
x→+∞

h′(x)
H(x)

= lim
x→+∞

β×

×
(
1 +

πω(t(x))J
′′(t(x))

J ′(t(x))
− h(x)

)
= 0.

(25)
В результатi перетворення (23) отримає-

мо систему рiвнянь

w′
1 = H(x)

(
h(x)

(σ1 − 1)H(x)
A21w1+

+

(
A12 +

h(x)A22

(σ1 − 1)H(x)

)
w2

)
+

+H(x)N1(x,w1, w2)

w′
2 = A21(x)w1 + (A22 + Ch(x)A21)w2+

+N2(x,w1, w2),
(26)

де

N1(x,w1, w2) = − h2(x)

(σ1 − 1)2H(x)
A21w2+

+
h(x)N2(x,w1, w2)

(σ1 − 1)H(x)
+

+
2∑

j=1

Rj

(
x,w1 +

1

1− σ1

h(x)w2, w2

)
,

N2(x,w1, w2) =

=
4∑

j=3

Rj

(
x,w1 +

1

1− σ1

h(x)w2, w2

)
.

Враховуючи (24) та (25), а також власти-
востi функцiй R1, R2, R3, R4 отримуємо, що
для системи (26) виконано всi умови теоре-
ми 2.8 з [8], а отже ця система має хоча б
один розв’зок {z∗i }2i=1 : [x1,+∞[−→ R2 (x1 ≥
x0), що прямує до нуля при x → +∞. Йому в
силу (15) та (23) вiдповiдає розв’язок y урав-
нения (1), що допускає при t ↑ ω асимптоти-
чнi зображення (9). Отже, y є Pω(Y0, Y1, 0)-
розв’язком. Теорему доведено.

Висновки. У данiй роботi отрима-
но необхiднi та достатнi умови iснуван-
ня Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язкiв у особливому ви-
падку λ0 = 0 для класiв суттєво нелiнiйних

диференцiальних рiвнянь, якi ранiше не роз-
глядалися.
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