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ЗАДАЧА ШТЕЙНГАУЗА-КОСИНСЬКОГО В КОМПЛЕКСНОМУ
ПРОСТОРI

Розглянуто узагальнення проблеми Штейнгауза на випадок багатовимiрного комплексного
простору. Показано, що коли розшарування Гопфа, яке задане на межi кулi, продовжити мно-
гозначним ациклiчним вiдображенням, то iснують три точки для яких образи мають спiльну
точку. Якщо це продовження нульвимiрне, то точки з такими властивостями мiстять вiдкриту
пiдмножину.

We consider a generalization of some problem of Steinhaus to higher-dimensional complex
spaces. We show that for any continuous multi-valued acyclic map Φ : B2n → C on a ball B2n, n ≥ 2,
whose restiction to the boundary of the ball is a Hopf fibration, there is a point y ∈ C whose
preimage Φ−1(y) = {x ∈ B2n : y ∈ Φ(x)} contains at least three points. If the map Φ is zero-
dimensional then the set {x ∈ B2n : |Φ−1(x)| ≥ 3} has non-empty interior in B3.

Класична задача Штейнгауза, що по-
ставлена у 1953 роцi, формулюється так.
Нехай для одиничного кола на площинi
кожна пара його антиподальних точок з’єд-
нана всерединi круга дугою. Очевидно, з
теореми Жордана, що будь яка пара таких
дуг перетинається. Нехай дуги неперервно
залежать вiд своїх кiнцiв. Чи iснує точка в
якiй перетинається не менше трьох дуг?

Ця задача була позитивно розв’язана
А. Косинським [1] навiть в загальнiшiй по-
становцi для сфери в дiйсному евклiдовому
просторi. Ряд задач, що природно пов’язанi
з цитованою задачею, розв’язанi в роботах
автора [2-10].

Означення 1. Множина E називається
ациклiчною, якщо усi приведенi групи кого-
мологiй її дорiвнюють нулю (усi когомоло-
гiї ми будемо розглядати з коефiцiєнтами в
групi цiлих чисел) [11].

Розглянемо аналогiчну до задачi
Штейнгауза-Косинського задачу в ком-
плексному евклiдовому просторi Cn. Нехай
S2n−1 ⊂ Cn – одинична сфера. Кожна
комплексна пряма через початок координат
вирiзає зi сфери коло. Розбиття сфери
на такi кола задає розшарування Гопфа
h : S2n−1 → CP n−1 [12]. Припустимо, що

для кожного кола всерединi замкненої кулi
B2n, обмеженої цiєю сферою, iснує ациклi-
чний компакт, що мiстить це коло. Також
припустимо, що цi компакти напiвнепе-
рервно зверху [12] залежать вiд кiл. Така
сiм’я компактiв породжує напiвнеперервне
зверху многозначне ациклiчне вiдображе-
ння F : CP n−1 → B2n, яке кожному колу
розшарування ставить у вiдповiднiсть той
компакт, що мiстить це коло.

Основний результат роботи – встанови-
ти аналогiчнi результати до розв’язку задачi
Штейнгауза в (гiпер)комплексному випад-
ку.

Якщо F1, F2 : X → Y – два многозна-
чних вiдображення топологiчних просторiв,
то будемо говорити, що F2 є звуженням вiд-
ображення F1, якщо F1(x) ⊃ F2(x) для всiх
точок x ∈ X (зокрема, якщо A ⊃ B i
F1 : A → Y , F2 : B → Y – два вiдображення,
то вiдображення F2 – звуження вiдображен-
ня F1 на B, якщо F1(x) ⊃ F2(x) при x ∈ B i
F2(x) = ∅ при x ̸∈ B). Вiдображення F1 бу-
демо називати розширенням вiдображення
F2. Нехай F : X → Y – многозначне вiдобра-
ження. Через Γ(F ) позначимо графiк цьо-
го вiдображення в X × Y . Тодi вiдображе-
ння F можна представити як суперпозицiю
F = qp−1, де p i q – однозначнi вiдображення
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– проекцiї графiка Γ(F ) на простори X i Y ,
вiдповiдно.

Якщо тепер через F2 позначимо вiдобра-
ження h−1 – обернене до розшарування Го-
пфа h : S2n−1 → CP n−1, то вiдображення
F : CP n−1 → B2n, побудоване вище, буде
розширенням вiдображення F2.

Лема 1. Вiдображення F : CP n−1 → B2n

можна задати так щоб кожен ациклiчний
компакт (образ точки) перетинався зi сфе-
рою межi S2n−1 = ∂B2n лише по колу, яке
вiн мiстить.

Доведення. Перетворимо вiдображен-
ня F так, щоб виконувалась вимога леми.
Це просто зробити, погрузивши кулю B2n

в кулю B2n
1 бiльшого радiуса концентри-

чно i продовжуючи кожен компакт F (x)
кiльцем, яке комплексна пряма, що вирiза-
ла коло F2(x), вирiзає зi сферичного кiль-
ця B2n

1 \B2n. Далi для нового вiдображення
CP n−1 → B2n

1 залишимо вихiдне позначення
F .

Означення 2. Многозначне вiдобра-
ження F : X → Y назвемо нульвимiр-
ним, якщо розмiрнiсть [13] прообразу
F−1(y) = {x ∈ X|y ∈ F (x)} кожної точки
y ∈ Y дорiвнює нулю або вiн є порожньою
множиною.

Теорема 1. При накладених вище умовах
F (CP n−1) = B2n. Iснує точка y ∈ B2n че-
рез яку проходить не менше трьох компа-
ктiв. Якщо вiдображення F нульвимiрне,
то множина точок в кулi, через якi про-
ходить не менше нiж три компакти мi-
стить вiдкриту множину.

Доведення. Покажемо рiвнiсть
F (CP n−1) = B2n. Розглянемо комутативну
дiаграму вiдображень

де i i i2 – вiдповiднi вкладення графiкiв та
образiв многозначних вiдображень, а p, q i q2
– проекцiї цих графiкiв, причому q2 – гомео-
морфiзм як проекцiя однозначного вiдобра-
ження h. Цiй дiаграмi вiдповiдає комутатив-
на дiаграма груп когомологiй

де в нижньому рядку маємо точну когомоло-
гiчну послiдовнiсть. Група H2n−1(CP n−1) =
0 тривiальна з мiркувань розмiрностi. Те-
пер в силу ациклiчностi вiдображення F
гомоморфiзм p∗ є iзоморфiзмом, тому гру-
па H2n−1(Γ(F )) = 0 теж тривiальна. З
комутативностi дiаграми випливає, що го-
моморфiзм q∗2i

∗ тривiальний, а, отже му-
сить бути тривiальним i гомоморфiзм i∗,
тому що, в силу гомеоморфностi вiдобра-
ження q2, гомоморфiзм q∗2 є iзоморфiзмом
ненульової групи H2n−1(S2n−1). Скориста-
ємося точнiстю нижнього рядка дiаграми.
З нього випливає не тривiальнiсть групи
H2n(F (CP n−1), S2n−1), а це еквiвалентне то-
му, що образ вiдображення F покриває усю
кулю B2n. Бiльше того гомоморфiзм δ буде
iзоморфiзмом.

Далi природно вважати вiдображення F
нульвимiрним, бо iнакше прообраз деякої
точки буде мiстити не вироджений контину-
ум i твердження теореми буде очевидним. З
нульвимiрностi F випливає нульвимiрнiсть
проекцiї q.

Нехай точка a ∈ B2n\S2n−1. Покажемо,
що знайдеться точка z ∈ q−1(a) така, що
для довiльного околу W (z), a ∈ int q(W (z)).
Якщо це не так, то для кожної точки zi ∈
q−1(a) знайдеться окiл W (zi), такий що a ∈
∂q(W (zi)). Виберемо скiнчений набiр околiв
W (zi), i = 1, 2, . . . ,m, якi покривають ком-
пакт q−1(a). Нехай u(a) такий окiл точки a,
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що прообраз q−1(u(a)) лежить в об’єднан-

нi
m∪
i=1

W (zi). Розглянемо перетин q−1(u(a))∩
m∪
i=1

W (zi). Не порушуючи загальностi будемо

вважати, що цей перетин спiвпадає з об’єд-

нанням
m∪
i=1

W (zi). Має мiсце спiввiдношення

H2n

(
m∪
i=1

W (zi),
m∪
i=1

∂W (zi)

)
=

=
m
⊕
i=1

H2n(W (zi), ∂W (zi)).

Тодi в комутативнiй дiаграмi

гомоморфiзм j є iзоморфiзмом згiдно аксi-
омi про вирiзання. Отже суперпозицiя q∗j
є також iзоморфiзмом ненульових груп. Це
протирiчить тому, що за припущенням гомо-
морфiзм q∗1 тривiальний, бо вiн тривiально
вiдображає групу на кожен з доданкiв обра-
зу.

Для продовження доведення нам потрi-
бне одне твердження зв’язане з точками вза-
ємної однозначностi.

Означення 3. Якщо f : X → Y
однозначне вiдображення, то точки виду
x = f−1f(x) називаються точками взаємної
однозначностi.

Лема 2[4]. Нехай f : X
“on“−→Y – неперерв-

не вiдображення компактних топологiчних
просторiв, нульвимiрне на X\X0 (f(X0) =
Y0, f(X\X0) = Y \Y0, де Y \Y0 n-вимiрний то-
пологiчний многовид), яке має щiльну мно-
жину точок взаємної однозначностi. Якщо
Hn(A, ∂A) ̸= 0 для кожної замкненої мно-
жини A, яка мiстить в собi вiдкриту пiдмно-
жину X, то f

∣∣∣
X\X0

– гомеоморфiзм.

Продовжимо доведення теореми. Очеви-
дно, що вiдображення q не є гомеоморфi-
змом (iнакше когомологiчнi групи проектив-
ного простору, якi спiвпадають з групами
графiка Γ(F ) були б тривiальними). Тому

згiдно з лемою 2 куля B2n мiстить деяку вiд-
криту множину A кожна точка якої має не
менше двох прообразiв.

Введемо позначення

Ki = {y|y ∈ A i q−1(y) ∩ Γ(F )

складається з i точок}.
Покажемо, що розмiрнiсть dimK2 ≤ 2n−

1.
Оскiльки A − 2n-вимiрний многовид, то

досить показати, що в K2 не входить нiяка
вiдкрита множина.

Припустимо, що в K2 входить деяка вiд-
крита множина u i нехай y ∈ u. Тодi q−1(y)∩
Γ(F ) складається з двох точок x1 i x2. Вибе-
ремо для цих точок околи V1 та V2 вiдповiд-
но, якi не перетинаються. Образ принаймнi
одного з них, нехай V1, згiдно з показаним
вище буде околом точки y. Тодi, якщо V2 до-
статньо малий окiл, то q(V2) ⊂ q(V1), а от-
же, q|V2 – гомеоморфiзм, тому що усi точки
iз q(V2) ∩ q(V1) мають рiвно два прообрази.
З таких же мiркувань буде гомеоморфiзмом
обмеження q

∣∣∣
(q−1q(V2))∩V1

. Не порушуючи за-

гальностi нехай q(V2) = q(V1).
Розглянемо комутативну дiаграму

В цiй дiаграмi група H2n(A,A\q(V1)) ≈
H2n(q(V1), ∂q(V1)) ≈ Z, згiдно з аксiомою
про вирiзання, а H2n(Γ(F ),Γ(F )\(V1∪V2)) ≈

≈ H2n(V1 ∪ V2, ∂V1 ∪ ∂V2)). Група
H2n(A, ∂A) ≈ Z, а H2n(A\q(V1), ∂A) = 0,
тому що A\q(V1) власна замкнена пiд-
множина A. Отже з точностi послiдов-
ностi в верхньому рядку гомоморфiзм
j є iзоморфiзмом. Нехай η твiрна гру-
пи H2n(q(V1), ∂q(V1)), q∗j(η) = β, де β
– твiрна групи H2n(Γ(F ), q−1∂A). В си-
лу гомеоморфностi обмежень q на околи
V1 i V2 H2n(V1, ∂V1) ≈ H2n(V2, ∂V2) ≈
H2n(qV1, ∂qV1) ≈ Z. Якщо µ1, µ2 – твiрнi
груп H2n(V1, ∂V1), H2n(V2, ∂V2) вiдповiдно,
то гомоморфiзм j1 на компонентах має вид
j1(µ1, 0) = β, j1(0, µ2) = β.
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Гомоморфiзми q∗1 : H2n(q(V1), ∂q(V1)) →
H2n(Vi, ∂q(Vi)), i = 1, 2 на твiрних мають
вид q∗1(γ) = ±µi в залежностi вiд того, збе-
рiгає чи не зберiгає вiдображення q орiєнта-
цiю на околах. Тодi результатом гомоморфi-
зму j∗1q

∗
1(η) може бути один з результатiв –

2β, 0, 2β. Жоден з цих результатiв не спiвпа-
дає з β, що повинно бути згiдно комутатив-
ностi дiаграми. Маємо протирiччя.

Припустимо тепер, що dim[(A\K1)\K2] ≤
2n − 1. Тодi dim(A\K2) ≤ 2n − 1 в силу ви-
бору множини A. Отже множина K2 всюди
щiльна в A. Виберемо ту точку y ∈ A, яка
має рiвно два прообрази x1 i x2. Нехай V1 i V2

околи цих точок, якi не перетинаються. Як
i вище можемо вважати, що q(V2) = q(V1) i
обмеження вiдображення q на цi околи є го-
меоморфiзмами. Тодi отримаємо, що усi то-
чки з W = q(V2) = q(V1) мають рiвно два
прообрази, а це як ми бачили вище немо-
жливо. Отже dim[(A\K1)\K2] = 2n. Теоре-
ма доведена.

В гiперкомплексному випадку аналогiчну
задачу можна розглянути в просторi Hn. Не-
хай S4n−1 ⊂ Hn – одинична сфера. Кожна
гiперкомплексна пряма через початок коор-
динат вирiзає зi сфери тривимiрну сферу
(3-сферу). Розбиття сфери на такi 3-сфери
задає розшарування h : S4n−1 → HP n−1

[12]. Припустимо, що для кожної такої 3-
сфери всерединi замкненої кулi B4n, обме-
женої сферою S4n−1, iснує ациклiчний ком-
пакт, що мiстить вирiзану 3-сферу. Також
припустимо, що компакти напiвнеперервно
зверху залежать вiд вирiзаних 3-сфер. Та-
ка сiм’я компактiв породжує напiвнеперерв-
не зверху многозначне ациклiчне вiдображе-
ння F : HP n−1 → B4n, яке кожнiй 3-сферi
ставить у вiдповiднiсть той компакт, що мi-
стить цю 3-сферу.

Теорема 2. При накладених вище умовах
F (HP n−1) = B4n. Iснує точка y ∈ B4n че-
рез яку проходить не менше трьох компа-
ктiв. Якщо вiдображення F нульвимiрне,
то множина точок в кулi, через якi про-
ходить не менше нiж три компакти мi-
стить вiдкриту множину.

Доведення теореми аналогiчне попере-

дньому результату.
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