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СИМЕТРИЧНI АНАЛIТИЧНI ФУНКЦIЇ НА ℓ1(A)

Вивчається алгебра симетричних аналiтичних функцiй обмеженого типу з ℓ1(A) в A, де A
— деяка комутативна банахова алгебра. Описано алгебраїчну базу такої алгебри та A-значнi
гомоморфiзми.

We study the algebra of symmetric analytic functions of bounded type from ℓ1(A) into A, where
A is a commutative Banach algebra. Some algebraic bases and A-valued homomorphisms of ℓ1(A)
are described.

Вступ. Як вiдомо, мiж максимальними
iдеалами i комплексними гомоморфiзмами
(характерами) комутативної банахової ал-
гебри з одиницею iснує взаємнооднозначна
вiдповiднiсть, яка задається перетворенням
Гельфанда. Саме тому ми можемо тракту-
вати елементи вихiдної алгебри як функцiї
на просторi максимальних iдеалiв. Довiль-
на рiвномiрна напiвпроста банахова алге-
бра допускає реалiзацiю у виглядi замкненої
пiдалгебри алгебри неперервних функцiй на
компактному гаусдорфовому топологiчному
просторi, утвореному її максимальними iде-
алами. Тому питання щодо опису структури
спектру алгебр аналiтичних функцiй часто
виникає в задачах i є важливим напрямком
в теорiї аналiтичних вiдображень на банахо-
вих просторах.

Дослiдження максимальних iдеалiв ал-
гебр аналiтичних функцiй на банаховому
просторi є новим напрямком, який почав
активно розвиватися наприкiнцi двадцято-
го столiття. Одними з перших, хто розпо-
чав дослiдження в цiй тематицi, є Р. Арон,
Т. Корн, Б. Коль, Т. Гамелiн [3, 4, 5].

Вивчення симетричних функцiй на бана-
хових просторах почалось з роботи А.С. Не-
мировського та С.М. Семенова [11], де було
розглянуто симетричнi полiноми на просто-
рах ℓp i Lp[0, 1]. В статтi [10] М. Гонзалесом,
Р. Гонзало та Х. Харамiлло цi результати
узагальнено на ширший клас дiйсних бана-
хових просторiв, надiлених певною симетри-
чною структурою. Зокрема, в цiй роботi до-

ведено, що, подiбно до скiнченновимiрного
випадку, полiноми

Fk(x) =
∞∑
i=1

xki , k = 1, 2, . . . (1)

утворюють алгебраїчну базу в алгебрi всiх
симетричних полiномiв на просторi ℓ1. Iн-
шими словами, для кожного симетричного
полiнома P степеня n, n ≥ 1 iснує полiном
q ∈ Cn такий, що P (x) = q(F1(x), . . . , Fn(x)).

Простiр всiх симетричних полiномiв з ℓ1
в Cn будемо позначати Ps(ℓ1). Поповнення
простору Ps(ℓ1) вiдносно топологiї рiвномiр-
ної збiжностi на обмежених множинах збiга-
ється з алгеброю Hbs(ℓ1) цiлих симетричних
аналiтичних функцiй на просторi ℓ1, якi є
обмеженими на обмежених множинах.

Спектр алгебри Hbs(ℓp) цiлих симетри-
чних аналiтичних функцiй обмеженого ти-
пу на просторi ℓp дослiджувався в [6, 7, 8].
В роботi [2] Р. Аленкар, Р. Арон, П. Галiн-
до i А. Загороднюк, використовуючи резуль-
тати, отриманi в [10], дослiдили спектр ал-
гебри симетричних рiвномiрно неперервних
аналiтичних функцiй на одиничнiй кулi про-
стору ℓp.

В данiй роботi ми вивчаємо алгебру всiх
A-значних симетричних аналiтичних фун-
кцiй обмеженого типу на ℓ1(A), де A — де-
яка комутативна банахова алгебра, та до-
слiджуємо її спектр. Так, у роздiлi 1 вво-
дяться означення симетричних полiномiв на
просторi ℓ1(A) та наводиться приклад, який
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показує, що цi два означення не є еквiвален-
тними. У роздiлi 2 вводиться поняття си-
метричної аналiтичної функцiї обмеженого
типу на ℓ1(A). Використовуючи напрацьо-
ванi в роботах [7, 8] методи, дослiджуються
гомоморфiзми алгебри Hbs(ℓ1(A)) симетри-
чних аналiтичних функцiй обмеженого типу
на ℓ1(A).

1. Симетричнi полiноми на ℓ1(A). Не-
хай A — комутативна банахова алгебра,
ak ∈ A, k = 1, 2, . . . . Вважаємо, що елемент
ā = (a1, a2, . . .) ∈ ℓ1(A) := ℓ1 ⊗π A, якщо∑∞

k=1 ∥ak∥ < ∞. Також визначимо норму
елемента ā як

∥ā∥ =
∞∑
k=1

∥ak∥.

Означення 1. Вiдображення P :
ℓ1(A) → A називається симетричним полi-
номом, якщо iснує P ∈ Ps(Cn) — симетри-
чний полiном на просторi Cn, такий що P
ми отримуємо, пiдставивши (a1, . . . , an) в
P (t1, . . . , tn), де t = (t1, . . . , tn) ∈ Cn.

Iншими словами, якщо P (t) =∑
ck1...knt

k1
1 · · · tknn — полiном степеня

m, то P (ā) =
∑
ck1...kna

k1
1 · · · aknn , де

k1 + · · ·+ kn ≤ m.

Через P0
s (ℓ1(A), A) будемо позначати про-

стiр всiх симетричних полiномiв (в сенсi
означення 1) з ℓ1(A) в A.

Нехай A — комутативна банахова алге-
бра. Позначимо через An алгебру, породже-
ну елементами a1, . . . , an алгебри A, тобто,
An = {(a1, . . . , an)}.

Оскiльки Cn природно вкладається в ℓ1,
то An вкладається в ℓ1(A) як (a1, . . . , an) 7→
(a1, . . . , an, 0, . . .). Тому ми можемо розгля-
дати звуження полiномiв з P0

s (ℓ1(A), A)
на An. Цей простiр будемо позначати
P0

s (A
n, A).

Твердження 1. Нехай A — комута-
тивна банахова алгебра з одиницею e. Полi-
номи вигляду

F k(ā) =
∞∑
i=1

aki ,

де ai ∈ A, утворюють алгебраїчну базу в
просторi P0

s (ℓ1(A), A) всiх симетричних по-
лiномiв з ℓ1(A) в A.

Доведення. Розглянемо спочатку скiн-
ченовимiрний випадок P0

s (A
n, A).

Нехай P ∈ Ps(Cn), t = (t1, . . . , tn) ∈
Cn. Якщо P (t) = q(F1(t), . . . , Fn(t)), то, згi-
дно з означенням 1, маємо, що P (ā) =
q(F 1(ā), . . . , F n(ā)). Тому F 1, . . . , F n є твiр-
ними в P0

s (A
n, A).

Нехай q0(F 1(ā), . . . , F n(ā)) = 0 для до-
вiльного ā = (a1, . . . , an) ∈ An та деяко-
го q0, де q0(r) =

∑
ck1...knr

k1
1 · · · rknn , r =

(r1, . . . , rn) ∈ Cn.
Вiзьмемо t = (t1, . . . , tn). Тодi te =

(t1e, . . . , tne) та F k(t1e, . . . , tne) = tk1e + . . . +
tkne = Fk(t)e. Звiдси маємо, що

q0(F 1(te), . . . , F n(te)) =

= q0(F1(t)e, . . . , Fn(t)e) =

=
∑

ck1...knF1(t)
k1 · · ·Fn(t)

kne =

= q0(F1(t), . . . , Fn(t))e = 0,

а це вiрно тодi i тiльки тодi, коли

q0(F1(t), . . . , Fn(t)) = 0

звiдки випливає, що q0 ≡ 0.
Перейдемо до загального випадку. Вiдо-

мо [10], що полiноми

Fk(x) =
∞∑
i=1

xki , k = 1, 2, . . . ,

де x = (x1, x2, . . .) ∈ ℓ1, утворюють алгебраї-
чну базу в алгебрi всiх симетричних полiно-
мiв на просторi ℓ1. Повторюючи мiркування
[10, Теорема 1.1], ми отримуємо доведення
твердження.

Означення 2. Вiдображення P :
ℓ1(A) → A називається симетричним по-
лiномом в широкому сенсi, якщо iснує пе-
рестановка σ на множинi {1, . . . , n} така,
що

P (a1, . . . , an) = P (aσ(1), . . . , aσ(n)).

Будемо позначати через Ps(ℓ1(A), A) про-
стiр всiх симетричних полiномiв з ℓ1(A) в A
в сенсi означення 2.
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Приклад 1. Нехай A = ℓ1, A
2 = (a, b),

a, b ∈ ℓ1, та a =
∑∞

n=0 anen, b =
∑∞

n=0 bnen,
де en = (0, . . . , 0, 1n, 0, . . .). Визначимо полi-
ном P як

P (a, b) =
∞∑
i=0

aibiei.

Покажемо, що P ∈ Ps(A
2, A), проте P ̸∈

P0
s (A

2, A).
Припустимо протилежне. Нехай P ∈

P0
s (A

2, A). Вiзьмемо φ ∈ M(A) — довiльний
комплексний гомоморфiзм алгебри A. Подi-
явши ним, ми отримуємо, що

φ(P (a, b)) = P (φ(a), φ(b)).

Даний результат випливає як з теорiї
функцiонального числення [9], так i безпо-
середньо з означення 1.

Коли ℓ1 ∋ a =
∑∞

n=1 anen вiдомо [1], що
комплекснi гомоморфiзми мають вигляд:

φ(a) =
∞∑
n=0

anr
n,

де |r| ≤ 1. Тому для P ∈ Ps(A
2, A) i φ ∈

M(A)

φ(P (a, b)) = P (φ(a), φ(b)) =

= P

(
∞∑
n=0

anr
n,

∞∑
n=0

bnr
n

)
. (2)

З iншого боку,

φ(P (a, b)) = φ

(
∞∑
i=0

aibiei

)
=

∞∑
i=0

aibir
i. (3)

Порiвнюючи (2) та (3) легко бачити, що
у (2) коефiцiєнти anbn можуть бути при
r2n, тодi як у (3) тiльки при rn. Тому P ∈
Ps(A

2, A), проте P ̸∈ P0
s (A

2, A).

2. Комплекснi гомоморфiзми про-
стору симетричних аналiтичних фун-
кцiй обмеженого типу на ℓ1(A). Попов-
нимо простiр P0

s (ℓ1(A)) вiдносно метрики,
яка задається сiм’єю норм

∥f∥r = sup
∥ā∥≤r

∥f(ā)∥,

де r ∈ Q+. Врезультатi поповнення отрима-
ємо алгебру симетричних аналiтичних фун-
кцiй обмеженого типу на просторi ℓ1(A), яку
будемо позначати H0

bs(ℓ1(A)).
З iншого боку, використовуючи теорiю

функцiонального числення [9], кожнiй фун-
кцiї f ∈ Hbs(ℓ1) поставимо у вiдповiднiсть
функцiю f на просторi ℓ1(A). Отриману та-
ким чином алгебру всiх симетричних аналi-
тичних функцiй обмеженого типу на ℓ1(A)
позначимо Hbs(ℓ1(A)). Легко бачити, що ал-
гебри H0

bs(ℓ1(A)) та Hbs(ℓ1(A)) збiгаються.
2.1. Гомоморфiзми “значення в то-

чцi”. Для довiльного елемента ā ∈ ℓ1(A) ви-
значимо вiдображення Θā з H0

bs(ℓ1(A)) в A
наступним чином:

Θā(f) = f(ā),

де f ∈ H0
bs(ℓ1(A)). Легко бачити, що Θā є

гомоморфiзмом. Такi гомоморфiзми будемо
називати гомоморфiзмами “значення в то-
чцi”.

2.2. Гомоморфiзми ψz. У роботi [7] по-
будовано сiм’ю {ψλ : λ ∈ C} елементiв
множини Mbs(ℓp) таку, що ψλ(Fp) = λ i
ψλ(Fk) = 0 для k > p. Нагадаємо констру-
кцiю: для кожного n ∈ N розглядається еле-
мент vn =

(
λ
n

)1/p
(e1 + · · · + en), для якого

Fp(vn) = λ i limn Fj(vn) = 0, коли j > p i
послiдовнiсть {δvn} має граничну точку ψλ

у спектрi в топологiї поточкової збiжностi.
Покажемо, що подiбну сiм’ю елементiв мо-
жна побудувати i для множини A-значних
гомоморфiзмiв MA

bs алгебри H0
bs(ℓ1(A)).

Твердження 2. Нехай h ∈ M(A), ā =∑∞
n=0 anen. Тодi

h(f(ā)) = f

(
∞∑
n=0

h(an)en

)
,

де f(ā) ∈ A.

Доведення. Маємо, що

h(F k(ā)) = h

(
∞∑
n=0

aknen

)
=

∞∑
n=0

h(an)
ken =

= Fk

(
∞∑
n=0

h(an)en

)
.

80 Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 3–4.



Оскiльки кожен симетричний полiном P
подається у виглядi алгебраїчної комбiна-
цiї полiномiв F k i кожна функцiя f ∈
H0

bs(ℓ1(A)) рiвномiрно наближається симе-
тричними полiномами, то ми отримуємо до-
ведення твердження.

Теорема 1. Нехай A — напiвпроста ко-
мутативна банахова алгебра з одиницею e
i нехай z ∈ A. Визначимо

ψz(F k) =

{
F k(z), якщо k = 1
0, якщо k > 1.

(4)

Тодi ψz — неперервний.

Доведення. Вiзьмемо z ∈ A i означимо
ψz також як

ψz = lim
n→∞

vn,z = lim
n→∞

Θ ze1+···+zen
n

.

Згiдно з твердженням 2 маємо, що

h ◦Θā(f) := δ∑h(an)en(f),

де h ∈ M(A). Тодi

h ◦ ψz = lim
n→∞

Θh(z)e1+···+h(z)en
n

= ψh(z),

де ψh(z) ∈ MA
bs. Таким чином, ми отримали,

що послiдовнiсть Θ ze1+···+zen
n

“слабко” збiгає-
ться до ψz, тобто ψz є неперервним вiдносно
комплексних гомоморфiзмiв. Покажемо, що
ψz є неперервним.

Враховуючи (4) маємо, що h(F k(z)) =
h◦ψz ◦ν(Fk) = Fk(h(z)), звiдки h◦ψz ◦ν(f) =
ψh(z)(f) i композицiя h◦ψz ◦ν є неперервною
на Hbs(ℓ1). Оскiльки це виконується для до-
вiльних h ∈ M(A) i оскiльки A — напiвпро-
ста алгебра, то композицiя ψz ◦ν є неперерв-
ною теж. Далi, оскiльки f(e⊗ x) = f(x), то
∥f∥r ≤ ∥f∥r звiдки i отримуємо, що ψz —
неперервний.

2.3. Випадок бази {Gn}. Нагадаємо,
що окрiм бази {Fn} алгебра Hbs(ℓ1) має iншу
природну базу, що задається послiдовнiстю
{Gn} :

Gn(x) =
∞∑

k1<···<kn

xk1 · · · xkn ,

де G0 = 1.

Твердження 3. Нехай A — комута-
тивна банахова алгебра з одиницею e. Полi-
номи вигляду

Gn(ā) =
∞∑

k1<···<kn

ak1 · · · akn ,

де ai ∈ A, утворюють алгебраїчну базу в
просторi P0

s (ℓ1(A), A).

Доведення. Оскiльки бази {Fn} та
{Gn} взаємно виражаються одна через дру-
гу, а функцiї {F n} є алгебраїчною базою
простору P0

s (ℓ1(A), A), то функцiї {Gn} теж
є алгебраїчною базою цього простору.

Лема 1. ∥Gn∥ = 1/n!

Доведення. Доводиться аналогiчно, як
у [7, Лема 3.1].

Нехай Φ ∈ MA
bs. Позначимо через G на-

ступне вiдображення з MA
bs в простiр всiх

степеневих рядiв з коефiцiєнтами з A :

G(Φ)(t) =
∞∑
n=0

tnΦ(Gn) = Φ
( ∞∑

n=0

tnGn

)
.

Твердження 4. Множина {G(Φ): Φ ∈
MA

bs} складається з цiлих функцiй експо-
ненцiального типу на C з коефiцiєнтами з
A i таких, що G(Φ)(0) = 1.

Доведення. Нагадаємо, що у роботi [6]
для кожного елемента φ ∈ Mbs(ℓp) було ви-
значено радiус-функцiю за формулою

R(φ) = lim sup
n→∞

∥φn∥
1
n <∞,

де φn є звуженням φ на пiдпростiр n-
однорiдних полiномiв. Тому для кожного
елемента Φ ∈ MA

bs визначено

R(ϕ ◦ Φ) = lim sup
n→∞

∥ϕ ◦ Φn∥
1
n <∞,

де ϕ — лiнiйний функцiонал алгебри A та-
кий, що ∥ϕ∥ = 1.

Використовуючи цей факт, ми маємо, що
G(Φ) є цiлою функцiєю експоненцiального
типу, оскiльки

lim sup
n→∞

n

√
n!|ϕ ◦ Φn(Gn)| ≤
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≤ lim sup
n→∞

n

√
n!∥ϕ ◦ Φn∥∥Gn∥ =

= R(ϕ ◦ Φ) <∞.

Оскiльки ця нерiвнiсть виконується для ко-
жного ϕ, ∥ϕ∥ = 1, то

lim sup
n→∞

n

√
n!∥Φn(Gn)∥ <∞.

Твердження 5. Нехай ψz визначений,
як у теоремi 1. Тодi G(ψz)(t) = ezt, z ∈ A.

Доведення. Оскiльки

Gk(vn,z) =
( z
n

)k ( n
k

)
,

то

φ(Gk) = lim
n
Gk(vn,z) =

zk

k!
.

Тодi маємо, що

G(ψz)(t) = lim
n→∞

n∑
k=0

(zt)kψz(Gn) =

= lim
n→∞

n∑
k=0

(zt)k

k!
= ezt.

У роботi [8] показано, що для випадку
A = C множина Ω функцiй експоненцiаль-
ного типу

Ω = {h(t) = G(φ)(t), φ ∈ Mbs(ℓ1)}

є власною напiвгрупою з одиницею вiдносно
множення у множинi всiх функцiй експонен-
цiального типу на C.

Позначимо

Ω = {G(Φ)(t),Φ ∈ MA
bs}.

Таким чином, якщоH(t) ∈ Ω, то φ◦H(t) ∈ Ω
для довiльного φ ∈ M(A). Тому Ω є власною
напiвгрупою з одиницею у множинi всiх A-
значних функцiй експоненцiального типу на
C.
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