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ТЕОРЕМА ПРО ЕВОЛЮЦIЙНЕ РОЗШИРЕННЯ ДЛЯ УНIВЕРСАЛЬНИХ
КIНЕМАТИК ∗

Введено аналоги теоретико-множинного вiдношення включення та теоретико-множинної
операцiї об’єднання для унiверсальних кiнематичних множин. Доведено теорему про еволю-
цiйне розширення для унiверсальних кiнематик. Отриманi результати можуть бути застосо-
ванi для формулювання математичних основ спецiальної теорiї вiдносностi в рамках теорiї
кiнематичних мiнливих множин.

Analogs of the set-theoretic inclusion relation and the set-theoretic operation of union for uni-
versal kinematic sets are introduced. A theorem on evolutional extension for universal kinematic
is proved. The obtained results can be used for formulation of mathematical foundations of special
relativity in the framework of the theory of kinematic changeable sets.

1 Вступ.

Досягнення сучасної теоретичної фiзики
широко вiдомi, але проблема математично
строгого обґрунтування її основ, тобто шо-
ста проблема Гiльберта [1], залишається вiд-
критою i по сьогоднi [2–5]. В роботах [6–
11] було запропоновано новий математичний
апарат для розв’язання зазначеної проблеми
— математичну теорiю мiнливих множин. З
iнтуїтивної точки зору мiнливi множини яв-
ляють собою сукупностi об’єктiв, якi, на вiд-
мiну вiд елементiв звичайних (статичних)
множин, можуть перебувати в процесi по-
стiйних трансформацiй (зокрема змiнювати
свої властивостi в часi, розпадатись на ча-
стини, чи навпаки — об’єднуватись в одне
цiле). Крiм того, характер еволюцiї мiнли-
вої множини та її компонентiв може змi-
нюватись залежно вiд способу спостереже-
ння (тобто вiд областi сприймання або си-
стеми вiдлiку). В роботах [12–15] на базi те-
орiї мiнливих множин було побудовано но-
вий клас математичних об’єктiв — кiнема-
тичнi мiнливi множини, якi призначенi для
математичного моделювання еволюцiї фiзи-
чних систем в рамках рiзних законiв кiнема-
тики, а також показано, що теорiя кiнема-
тичних мiнливих множин може бути засто-
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сована для математично строгого обґрунту-
вання кiнематики спецiальної теорiї вiдно-
сностi та її тахiонних розширень. Кiнема-
тичнi мiнливi множини являють собою ма-
тематичнi об’єкти, в яких мiнливi множи-
ни оснащенi рiзноманiтними геометричними
та топологiчними структурами, а саме, ме-
тричними, топологiчними, лiнiйними, бана-
ховими, гiльбертовими та iншими простора-
ми. Крiм того, в роботi [14] дослiджено кi-
нематичнi мiнливi множини iз заданим унi-
версальним перетворенням координат (унi-
версальнi кiнематичнi множини, або унiвер-
сальнi кiнематики). Роботи [12–15] можна
вважати продовженням iдей, висловлених
на фiзичному рiвнi в роботах [16–18], в яких
ставилась проблема дослiдження довiльних
можливих систем просторово-часових пере-
творень координат.

В фiзицi часто зустрiчаються мiркуван-
ня, коли до фiзичної системи подумки долу-
чають додатковi, реально не iснуючi в нiй
компоненти. Наприклад, пiд час виведен-
ня формул перетворень Лоренца для систем
вiдлiку з паралельними осями використову-
ється метод “свiтлової сфери”, тобто припу-
скається, що в нульовий момент часу на по-
чатку вiдлiку “спалахнуло свiтло”, i свiтло-
вi променi розходяться вiд початку вiдлi-
ку у всiх напрямках (див., наприклад, [19,
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стор. 25]). Таке припущення зовсiм не озна-
чає, що в довiльнiй моделi еволюцiї в рамках
спецiальної теорiї вiдносностi (СТВ) мусить
iснувати “свiтлова сфера”. Просто робиться
припущення, що перетворення координат не
змiниться, коли ми до будь-якої еволюцiй-
ної моделi в рамках СТВ долучимо свiтлову
сферу, тобто коли замiсть даної моделi роз-
глянемо “розширену” модель, в якiй свiтлова
сфера вже присутня.

В роботi [20] було визначено аналоги
теоретико-множинного вiдношення включе-
ння та теоретико-множинної операцiї об’єд-
нання для базових мiнливих множин (тоб-
то для мiнливих множин з однiєю систе-
мою вiдлiку). На основi введених понять бу-
ло дано математично строге обґрунтуван-
ня процедури долучення до вихiдної моде-
лi нових “вiртуальних” еволюцiонуючих об’-
єктiв за припущення, що еволюцiя цих, но-
вих, об’єктiв не впливає на еволюцiю ви-
хiдної системи в рамках теорiї базових мiн-
ливих множин. Також в роботi [20] доведено
теорему про еволюцiйне розширення для ба-
зових мiнливих множин, тобто теорему про
iснування еволюцiйного розширення базової
мiнливої множини, що включає задану си-
стему абстрактних траєкторiй у свої лiнiї до-
лi. В роботi [21] конструкцiї роботи [20] пе-
ренесено на кiнематичнi мiнливi множини з
багатьма системами вiдлiку, зокрема введе-
нi аналоги теоретико-множинного вiдноше-
ння включення для кiнематичних мiнливих
множин та унiверсальних кiнематик, а та-
кож дослiджено їхнi властивостi. Також в
роботi [21] побудувано аналог операцiї об’-
єднання для диз’юнктних унiверсальних кi-
нематик (тобто операцiю диз’юнктного ево-
люцiйного об’єднання).

Дана робота є продовженням дослiджень,
розпочатих в [21]. В другому роздiлi роботи
поняття еволюцiйного об’єднання поширю-
ється на бiльш загальний клас випадкiв в
порiвняннi з роботою [21], а саме, вводиться
поняття еволюцiйного об’єднання довiльної
сiм’ї унiверсальних кiнематик (не обов’язко-
во диз’юнктних). В четвертому роздiлi до-
водиться теорема про еволюцiйне розшире-
ння для унiверсальних кiнематик, i, таким

чином, узагальнюються результати роботи
[20].

2 Еволюцiйне об’єднання унi-
версальних кiнематик.

Оскiльки дана робота є продовженням робо-
ти [21], надалi будемо використовувати си-
стему понять i позначень теорiї унiверсаль-
них кiнематик, прийняту в [21]. Зокрема,
для довiльних унiверсальних кiнематик F1

i F2 будемо використовувати запис F1⊂−→F2

(F1@−→F2) для позначення того факту, що кi-
нематика F1 еволюцiйно (супереволюцiйно)
включається в F2 вiдповiдно.

В роботi [21] доведено, що для довiльних
унiверсальних кiнематик F , F1, F2 i F3 ма-
ють мiсце такi властивостi:

Властивостi 1.

1. F⊂−→F .

2. Якщо F1⊂−→F2 i F2⊂−→F1 то F1 = F2.

3. Якщо F1⊂−→F2 i F2⊂−→F3 то F1⊂−→F3.

4. Якщо F1@−→F2 то F1⊂−→F2 (при цьому
обернене твердження, взагалi кажучи,
не правильне, тобто iз супереволюцiй-
ного включення F1@−→F2, взагалi кажу-
чи, не випливає еволюцiйного включен-
ня F1⊂−→F2).

5. F@−→F .

6. Якщо F1@−→F2 i F2@−→F1 то F1 = F2.

7. Якщо F1@−→F2 i F2@−→F3 то F1@−→F3.

По аналогiї з [20, означення 12] можна
сформулювати наступне означення еволю-
цiйного об’єднання для унiверсальних кiне-
матик.

Означення 1. Нехай, (Fα)α∈A (A ̸= ∅) —
довiльна iндексована сiм’я унiверсальних кi-
нематик. Унiверсальну кiнематику F буде-
мо називати еволюцiйним об’єднанням
сiм’ї (Fα)α∈A, якщо:

(EO1) Fα⊂−→F для довiльного α ∈ A.

68 Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 3–4.



(EO2) Якщо F ′ — унiверсальна кiнема-
тика i Fα⊂−→F

′ при всiх α ∈ A, то
F⊂−→F

′.

Твердження 1. Довiльна сiм’я унiвер-
сальних кiнематик (Fα)α∈A (A ̸= ∅) може
мати не бiльш, нiж одне еволюцiйне об’єд-
нання.

Доведення. Справдi, нехай унiверсальнi
кiнематики F i F̃ є еволюцiйним об’єднан-
ням сiм’ї унiверсальних кiнематик (Fα)α∈A.
Тодi, за означенням 1, F⊂−→F̃ i F̃ ⊂−→F .

Отже, за властивiстю 1(3), 1 F = F̃ . �
Враховуючи твердження 1 (тобто єди-

нiсть еволюцiйного об’єднання), еволюцiйне
об’єднання F сiм’ї унiверсальних кiнематик
(Fα)α∈A (якщо воно iснує) будемо позначати
наступним чином:

F =
←−∪
α∈A

Fα.

Зокрема, якщо A = {1, ...n} (n ∈ N), то бу-
демо використовувати позначення:

F1

←
∪ · · ·

←
∪ Fn :=

n←−∪
k=1

Fk :=
←−∪
α∈A

Fα.

В роботi [21] для довiльних диз’юнктних
унiверсальних кiнематик F1 i F2 було вве-
дено операцiю диз’юнктного еволюцiйного
об’єднання F1

←
⊔ F2. Нижче доводиться, що

операцiя еволюцiйного об’єднання, введена
в означеннi 1, є узагальненням операцiї ди-
з’юнктного еволюцiйного об’єднання.

Твердження 2. Для довiльних диз’юн-
ктних унiверсальних кiнематик F1 i F2

iснує еволюцiйне об’єднання F1

←
∪ F2. При

цьому:
F1

←
∪ F2 = F1

←
⊔ F2.

Доведення. Нехай, F1 i F2 — диз’юнктнi
унiверсальнi кiнематики. Тодi, згiдно [21, те-
орема 1], iснує диз’юнктне еволюцiйне об’-
єднання F1

←
⊔ F2. Покладемо F := F1

←
⊔ F2.

1Посилання на властивiсть 1(3) означає посилання на по-
силання на пункт 3 з групи властивостей “властивостi 1”.

Згiдно з [21, твердження 21] унiверсальна кi-
нематика F задовольняє такi умови:

1. F1,F2@−→F .

2. Якщо F1,F2⊂−→F̃ для деякої унiверсаль-

ної кiнематики F̃ , то F⊂−→F̃ .

З першої умови, згiдно з [21, твердження 15]
випливає наступна умова:

1′. F1,F2⊂−→F .

Отже, унiверсальна кiнематика F задоволь-
няє умови 1′ i 2. Тому, за означенням 1, кi-
нематика F є еволюцiйним об’єднанням унi-
версальних кiнематик F1 i F2, тобто F =

F1

←
∪ F2. �
Означення 1 дає можливiсть поширити

поняття еволюцiйного об’єднання на бiльш
загальний клас випадкiв, порiвняно з робо-
тою [21]. Наприклад, якщо F довiльна унi-
версальна кiнематика i F1 = F2 = F , то, за
означенням 1, маємо, F1

←
∪ F2 = F , тобто

F
←
∪ F = F .

З iншої сторони, для довiльного iндекса α ∈
Ind (F1) = Ind (F2) = Ind (F) маємо:

Bs (lkα (F1))∩Bs (lkα (F2)) = Bs (lkα (F)) ̸= ∅,

оскiльки, згiдно [20, означення 1], множи-
на Bs(B) елементарно-часових станiв довiль-
ної базової мiнливої множини B не може бу-
ти порожньою. Отже, згiдно [21, тверджен-
ня 18], унiверсальнi кiнематики F1 i F2 не
є диз’юнктними. Тому, введеного в [21] ди-
з’юнктного еволюцiйного об’єднання F1

←
⊔F2

(тобто F
←
⊔ F) не iснує.

3 Системи абстрактних трає-
кторiй i траєкторiї мiнливих
систем.

Означення 2. Нехай M — довiльна мно-
жина i T = (T,≤) — довiльна непорожня
(T ̸= ∅) лiнiйно упорядкована множина (в
сенсi [22, с. 12]).
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1. Вiдображення r : D(r) 7→M (D(r) ̸= ∅)
будемо називати абстрактною тра-
єкторiєю з T в M , якщо D(r) ⊆ T (де
D(r) — область визначення траєкто-
рiї r).

2. Системою абстрактних трає-
кторiй з T в M будемо називати до-
вiльну множину R, елементами якої
є абстрактнi абстрактнi траєкторiї з
T в M таку, що∪

r∈R

R (r) = M

(де R(r) — область значень абстра-
ктної траєкторiї r).

Нехай, Cb — базова кiнематична множи-
на. Для довiльної множини A ⊆ Bs

(
Cb
)

по-
кладемо:

trjCb [A] := Q⟨Cb⟩(A) =

=
{
Q⟨Cb⟩(ω) | ω ∈ A

}
⊆Mk

(
Cb
)
. (1)

Множину trjCb [A] будемо називати трає-
кторiєю множини A ⊆ Bs

(
Cb
)
.

Вiдповiдно для довiльної системи вiдлiку
l ∈ Lk (F) довiльної унiверсальної кiнемати-
ки F можна визначити траєкторiєю довiль-
ної мiнливої системи A ⊆ Bs(l):

trjl [A; F ] := trjF�l [A] =
{
Q⟨l⟩(ω) | ω ∈ A

}
(2)

(у тих випадках, коли унiверсальна кiнема-
тика F є наперед вiдомою, замiсть позначен-
ня trjl [A; F ] будемо використовувати позна-
чення trjl [A]).

4 Теорема про еволюцiйне роз-
ширення для унiверсальних
кiнематик.

Основною метою цього роздiлу є доведення
наступної теореми.

Теорема 1. Нехай, F — унiверсальна кi-
нематика, l ∈ Lk (F) — довiльна система

вiдлiку F i R — система абстрактних тра-
єкторiй з Tm (l) в M така, що M ⊆ Zk (l).
Тодi:

1. Iснує супереволюцiйне розширення
F1A←−F унiверсальної кiнематики F
таке, що всi траєкторiї r ∈ R є
траєкторiями елементарних процесiв
в системi вiдлiку l � F1 (тобто ∀r ∈
R ∃L ∈ Ld (l � F1) (r = trjl�F1 [L,F1])).

2. Якщо, додатково, унiверсальна кiне-
матика F є еволюцiйно видимою, то
iснує еволюцiйно видиме супереволю-
цiйне розширення F1A←−F унiверсальної
кiнематики F , що задовольняє умову 1
даної теореми.

Зауважимо, що поняття еволюцiйно ви-
димої унiверсальної кiнематики було визна-
чено в [21, означення 16, пункт 2].

Для доведення теореми 1 необхiдно дове-
сти деякi допомiжнi леми.

Лема 1. Нехай, Q – довiльний коорди-
натний простiр i R — система абстра-
ктних траєкторiй з T = (T,≤) в M де
M ⊆ Zk(Q).

Тодi для довiльної множини K iснує ба-
зова кiнематична множина Cb

K така, що:

1. Tm
(
Cb
K
)
= T;

2. BG
(
Cb
K
)
= Q;

3. Bs
(
Cb
K
)
∩ K = ∅;

4. всi траєкторiї r ∈ R є траєкторiями
елементарних процесiв в Cb

K (тобто
∀r ∈ R∃L ∈ Ld

(
Cb
K
) (

r = trjCb
K
[L]

)
).

Доведення. Нехай, ξ — довiльний мате-
матичний об’єкт (тобто множина), що має
наступну властивiсть:

∀x ∈ K ({ξ} /∈ x) . (3)

Така множина ξ iснує. Справдi, покладемо:

Y := {y | ∃x ∈ K (y ∈ x)} =
∪

X∈K
X; 2

2В данiй роботi ми дотримуємося класичної аксiоматиза-
цiї теорiї множин [23] або ж близької до класичної [24]. Тому
застосування операцiї

∪
X∈K

X є коректним для будь-якої мно-

жини K.
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Y1 :=
{
{u} | u ∈ 2Y

}
.

За теоремою Кантора про потужнiсть
множини всiх пiдмножин заданої множини,
card(Y ) < card (Y1). Отже Y1 \ Y ̸= ∅.
Тому, довiльна множина ξ ∈ 2Y така, що
{ξ} ∈ Y1 \ Y задовольнятиме умову (3).

Отже, зафiксуємо довiльну множину ξ,
що задовольняє умову (3).

Для довiльної траєкторiї r ∈ R покладе-
мо:

r#(t) := (ξ, r, r(t)) , t ∈ D(r) (4)(
D
(
r#

)
= D(r) ⊆ T

)
R# :=

{
r# | r ∈ R

}
.

Де довiльна упорядкована пара стан-
дартним чином трактується як мно-
жина (a, b) = {{a} , {a, b}}, а упоряд-
кована трiйка — як множина виду
(a, b, c) = (a, (b, c)) = {{a} , {a, (b, c)}}.

Доведемо, що R# є системою iндивiду-
альних траєкторiй з T у

∪
r∈RR

(
r#

)
, тоб-

то що для довiльних r#1 , r
#
2 ∈ R# з умови

r#1 ̸= r#2 випливає, що r#1 ∩ r#2 = ∅. Не-
хай, r#1 , r

#
2 ∈ R# i r#1 ̸= r#2 . Припустимо,

що
(
t, x#

)
∈ r#1 ∩ r#2 (де t ∈ T). Тодi t ∈

D (r1)∩D (r2) i x# = r#1 (t) = r#2 (t). Оскiльки
r#1 (t) = r#2 (t), то, згiдно (4), r1 = r2, а отже
r#1 = r#2 , що суперечить початковiй умовi.
Отже, припущення помилкове, а тому R#

є системою iндивiдуальних траєкторiй. По-
кладемо:

B := At
(
T,R#

)
.

Тодi, згiдно з [11, теорема 3.2] та [20, теорема
1], маємо:

Ld(B) = Ld
(
At

(
T,R#

))
= R#; (5)

Tm(B) = T. (6)

Доведемо, що

Bs(B) ∩ K = ∅. (7)

Справдi, нехай y ∈ Bs(B). Згiдно [11, вла-
стивiсть 2.1(6)],

Bs(B) = {bs(ω) |ω ∈ Bs(B)} . (8)

Отже, iснує елементарно-часовий стан ω =
(t, y) ∈ Bs(B). Де, згiдно з [20, теорема 1],

Bs(B) =
∪

r#∈R#

r#. (9)

Тому iснує траєкторiя r# ∈ R# така, що ω =
(t, y) ∈ r#, тобто така, що

t ∈ D
(
r#

)
i y = r#(t).

Припустимо, що y ∈ K. Тодi, r#(t) ∈
K, тобто, згiдно (4), (ξ, r, r(t)) ∈ K. Але,
(ξ, r, r(t)) = {{ξ} , {ξ, (r, r(t))}}. Отже, для
елемента x = {{ξ} , {ξ, (r, r(t))}} ∈ K будемо
мати, що {ξ} ∈ x, що суперечить умовi (3).
Отже, зроблене припущення — не правиль-
не. Тому жоден елемент y ∈ Bs(B) не може
належати до K. Рiвнiсть (7) доведено.

Використовуючи рiвностi (8) та (9), отри-
муємо:

Bs(B) =

{
bs(ω) |ω ∈

∪
r#∈R#

r#

}
=

=
{
bs(ω) | ∃r# ∈ R#

(
ω ∈ r#

)}
=

=
{
bs(ω) | ∃r# ∈ R#(
bs(ω) = r# (tm (ω))

)}
=

=
∪

r#∈R#

R
(
r#

)
.

Для x ∈ Bs(B) =
∪

r#∈R#

R
(
r#

)
покладе-

мо:

k(x) : = r(t) (10)(
x ∈ R

(
r#

)
, x = r#(t) де t ∈ D(r)

)
Згiдно iз спiввiдношенням (4), для довiль-
них r#, r#1 ∈ R#, t ∈ D(r) i t1 ∈ D (r1), з умо-
ви x = r#(t) = r#1 (t1) випливає, що r(t) =
r1 (t1). Отже, вiдображення k : Bs (B) 7→
Zk (Q) у формулi (10) визначено коректно.
Тому, пара:

Cb
K = (B, (Q, k)) (11)

є базовою кiнематичною множиною. При
цьому:

BE
(
Cb
K
)
= B, BG

(
Cb
K
)
= Q,

qCb
K
= k, Ld

(
Cb
K
)
= Ld(B). (12)
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Крiм того, згiдно з (11), (6), (7) та позна-
ченнями, прийнятими в теорiї кiнематичних
мiнливих множин (див. [12, 14, 15, 21]), має-
мо:

Tm
(
Cb
K
)
= Tm (B) = T; (13)

Bs
(
Cb
K
)
∩ K = Bs(B) ∩ K = ∅. (14)

Отже, базова кiнематична множина Cb
K за-

довольняє першi три умови леми 1. Перевi-
римо виконання четвертої умови цiєї леми
для Cb

K.
Розглянемо довiльну траєкторiю r ∈ R.

Тодi, r# ∈ R#. Отже, згiдно (5) та (12),

r# ∈ Ld(B) = Ld
(
Cb
K
)
.

При цьому, згiдно (4), D
(
r#

)
= D(r). Тому,

використовуючи означення координат Мiн-
ковського (див. [21, стор. 151]) а також фор-
мули (1), (12) та (10) отримуємо:

trjCb
K

[
r#

]
=

{
Q⟨Cb

K⟩(ω) | ω ∈ r#
}
=

=
{
Q⟨Cb

K⟩ ((t, r#(t))) | t ∈ D
(
r#

)}
=

=
{
Q⟨Cb

K⟩ ((t, r#(t))) | t ∈ D (r)
}
=

=
{(

t, qCb
K

(
r#(t)

))
| t ∈ D (r)

}
=

=
{(

t, k
(
r#(t)

))
| t ∈ D (r)

}
=

= {(t, r(t)) | t ∈ D (r)} = r.

Отже, для довiльної траєкторiї r ∈ R
iснує елементарний процес r# ∈ Ld

(
Cb
K
)

такий, що trjCb
K

[
r#

]
= r, тобто четверта

умова леми 1 для Cb
K також виконується. �

З леми 1 виводиться наступний наслiдок.

Наслiдок 1. Нехай, Q – довiльний коор-
динатний простiр i R — система абстра-
ктних траєкторiй з T = (T,≤) в M де
M ⊆ Zk(Q).

Тодi для довiльної множини K iснує базо-
ва кiнематична множина Cb

K, що задоволь-
няє умови 1,2,4 леми 1, а також умову:

3 ′.
(
Bs

(
Cb
K
)
∪Bs

(
Cb
K
))
∩ K = ∅.

Доведення. Покладемо:

K1 :=
∪

W∈K

W ; K2 :=
∪

W1∈K1

W1.

Згiдно з лемою 1, iснує базова кiнематична
множина Cb

K, що задовольняє такi умови:

1. Tm
(
Cb
K
)
= T;

2. BG
(
Cb
K
)
= Q;

3. Bs
(
Cb
K
)
∩ (K2 ∪ K) = ∅;

4. ∀r ∈ R∃L ∈ Ld
(
Cb
K
) (

r = trjCb
K
[L]

)
.

З умови 3 випливає, що Bs
(
Cb
K
)
∩K = ∅. От-

же, для доведення наслiдку лишається по-
казати, що Bs

(
Cb
K
)
∩ K = ∅. Припустимо

супротивне. Тодi iснує елементарно-часовий
стан ω = (t, x) ∈ Bs

(
Cb
K
)

такий, що ω ∈ K
(де x ∈ Bs

(
Cb
K
)
). Оскiльки ω = (t, x) =

{{t} , {t, x}} ∈ K i {t, x} ∈ ω, то {t, x} ∈∪
W∈KW = K1. Оскiльки x ∈ {t, x}, де
{t, x} ∈ K1, то x ∈

∪
W1∈K1

W1 = K2. Отже,
x ∈ K2, що суперечить умовi 3 (тобто умовi
Bs

(
Cb
K
)
∩ (K2 ∪ K) = ∅). Отже, припущен-

ня помилкове. Тому, Bs
(
Cb
K
)
∩ K = ∅, тобто(

Bs
(
Cb
K
)
∪Bs

(
Cb
K
))
∩ K = ∅. �

Лема 2. Нехай, F — унiверсальна кiне-
матика, l0 ∈ Lk (F) — довiльна система
вiдлiку F i R — система абстрактних тра-
єкторiй з Tm (l0) в M ⊆ Zk (l0).

Тодi iснує еволюцiйно видима унiверсаль-
на кiнематика F1 така, що:

1. F1 диз’юнктна з F ;

2. всi траєкторiї r ∈ R є траєкторiя-
ми елементарних процесiв в системi
вiдлiку l0 � F1 (тобто ∀r ∈ R ∃L ∈
Ld (l0 � F1) (r = trj l0�F1 [L,F1])).

Доведення. Оскiльки F � l0 є базо-
вою кiнематичною множиною i Zk (l0) =
Zk (F � l0) = Zk (BG (F � l0)), то, за наслiд-
ком 1, iснує базова кiнематична множина
C(0), що задовольняє такi умови:

(C1
0): Tm

(
C(0)

)
= Tm (F � l0) = Tm (l0);

(C2
0): BG

(
C(0)

)
= BG (F � l0) = BG (l0,F);

(C3
0):

(
Bs

(
C(0)

)
∪Bs

(
C(0)

))
∩

∩
(∪

l∈Lk(F)Bs(l)
)
= ∅;
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(C4
0): ∀r ∈ R ∃L ∈ Ld

(
C(0)

)
(r = trjC(0) [L]) .

З умов (C1
0), (C2

0) випливає, що:

Mk
(
C(0)

)
= Tm

(
C(0)

)
× Zk

(
C(0)

)
=

= Tm
(
C(0)

)
× Zk

(
BG

(
C(0)

))
=

= Tm (l0)× Zk (BG (l0,F)) =
= Tm (l0)× Zk (l0,F) = Mk (l0,F) . (15)

1. Покладемо α0 := ind (l0). Для довiль-
ного iндекса α ∈ Ind (F) i ω ∈ Bs

(
C(0)

)
по-

кладемо:

Uα(ω) :=

:=


(
tm

(
[lkα (F)← l0, F ]Q⟨C

(0)⟩(ω)
)
, ω

)
,

α ̸= α0

ω, α = α0.

(16)

Uα є вiдображенням з Bs
(
C(0)

)
в

Tm (lkα (F))×Xα, де

Xα =

{
Bs

(
C(0)

)
, α ̸= α0

Bs
(
C(0)

)
, α = α0.

(17)

Для довiльних α ∈ Ind (F) i w ∈
Mk

(
C(0)

)
= Mk (l0,F) покладемо:

Kα(w) := [lkα (F)← l0, F ] w. (18)

2. Зафiксуємо довiльний iндекс
α ∈ Ind (F). Доведемо, що п’ятiрка
(Tm (lkα (F)) ,Xα,Uα,BG (lkα (F) ,F) ,Kα)
є унiверсальним кiнематичним проектором
для C(0).

2.1) Оскiльки Uα є вiдображенням з
Bs

(
C(0)

)
= Bs

(
BE

(
C(0)

))
в Tm (lkα (F)) ×

Xα, то, згiдно [14, означення 7], упорядкова-
на трiйка (Tm (lkα (F)) ,Xα,Uα) є еволюцiй-
ним проектором для BE

(
C(0)

)
.

2.2) Згiдно з означеннями [21, означення
3 та 5], i системою позначень теорiї кiнема-
тичних множин та унiверсальних кiнематик
(див. [12, 14, 15, 21]), BG (lkα (F) ,F) є коор-
динатним простором.

2.3) За означенням [21, означення 5]
i системою позначень теорiї унiверсаль-
них кiнематик, вiдображення Kα, що

задається формулою (18), є бiєкцi-
єю з Mk (l0,F) на Mk (lkα (F) ,F) =
Tm (lkα (F))× Zk (BG (lkα (F) ,F)), де, згi-
дно (15), Mk (l0,F) = Mk

(
C(0)

)
. При цьому,

використовуючи (18) та [21, рiвностi (7) та
(8)], для w ∈Mk (lkα (F) ,F) отримуємо:

Kα
[−1](w) = [l0← lkα (F) , F ] w (19)

2.4) Нехай, ω1, ω2 ∈ Bs
(
C(0)

)
i

bs (Uα (ω1)) = bs (Uα (ω2)). Тодi при
α ̸= α0 з (16) отримуємо, ω1 = ω2,
а отже i bs

(
Kα

(
Q⟨C(0)⟩ (ω1)

))
=

bs
(
Kα

(
Q⟨C(0)⟩ (ω2)

))
.

У випадку, α = α0, згiдно (16), отримує-
мо:

bs(ω1) = bs(ω2). (20)

Оскiльки α0 = ind (l0), то lkα (F) =
lkα0 (F) = l0. Отже, використовуючи (18)
та [21, рiвнiсть (7)], отримуємо:

Kα(w) = Kα0(w) =

= [l0← l0,F ] w = w, w ∈Mk (l0,F) .
(21)

Тому, використовуючи означення координат
Мiнковського на C(0), для довiльного ω ∈
Bs

(
C(0)

)
маємо:

bs
(
Kα

(
Q⟨C(0)⟩ (ω)

))
= bs

(
Q⟨C(0)⟩ (ω)

)
=

= bs ((tm (ω), qC(0) (bs(ω)))) = qC(0) (bs(ω)) .

Звiдси, враховуючи (20), отри-
муємо, bs

(
Kα

(
Q⟨C(0)⟩ (ω1)

))
=

bs
(
Kα

(
Q⟨C(0)⟩ (ω2)

))
.

Отже, в обох випадках для ω1, ω2 ∈
Bs

(
C(0)

)
з умови bs (Uα (ω1)) = bs (Uα (ω2))

випливає рiвнiсть:

bs
(
Kα

(
Q⟨C(0)⟩ (ω1)

))
=

= bs
(
Kα

(
Q⟨C(0)⟩ (ω2)

))
.

2.5) Використовуючи (16), (18) у випадку
α ̸= α0 для довiльного ω ∈ Bs

(
C(0)

)
отриму-
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ємо:

tm (Uα (ω)) =

= tm
(
[lkα (F)← l0, F ]Q⟨C

(0)⟩(ω)
)
=

= tm
(
Kα

(
Q⟨C(0)⟩(ω)

))
.

У випадку α = α0, згiдно (16), Uα (ω) = ω
(ω ∈ Bs

(
C(0)

)
). Отже, використовуючи (21),

при ω ∈ Bs
(
C(0)

)
отримуємо:

tm (Uα (ω)) = tm (ω) =

= tm ((tm (ω), qC(0) (bs(ω)))) =

= tm
(
Q⟨C(0)⟩(ω

)
=

= tm
(
Kα

(
Q⟨C(0)⟩(ω)

))
.

Таким чином, рiвнiсть tm (Uα (ω)) =

tm
(
Kα

(
Q⟨C(0)⟩(ω)

))
(ω ∈ Bs

(
C(0)

)
) викону-

ється в обох випадках.
З пунктiв 2.1)–2.5), за означенням [14,

означення 13], випливає, що п’ятiрка
(Tm (lkα (F)) ,Xα,Uα,BG (lkα (F) ,F) ,Kα)
є унiверсальним кiнематичним проектором
для базової кiнематичної множини C(0) (при
довiльному значення iндекса α ∈ Ind (F)).
Отже, за означенням [14, означення 13],
iндексована сiм’я

P = (Tm (lkα (F)) ,Xα,Uα,
BG (lkα (F) ,F) ,Kα) | α ∈ Ind (F))

є унiверсальним кiнематичним мультипрое-
ктором для C(0).

3. Покладемо:

F1 := Ku
[
P,C(0)

]
, (22)

де сенс позначення Ku
[
P,C(0)

]
роз’яснення

в роботi [14].
3.1) Доведемо, що F1 [≡]F .
3.1.1) Згiдно з теоремою [14, теорема 4],

BE (F1) = Z im
[
P(e),BE

(
C(0)

)]
, (23)

де P(e) = ((Tm (lkα (F)) ,Xα,Uα) | α ∈
Ind (F)).

Згiдно з властивiстю [14, властивiсть
8(2)]:

Ind (F1) = Ind
(
Ku

[
P,C(0)

])
= Ind (F) .

3.1.2) Використовуючи [14, властивiсть
8(1)], отримуємо:

Lk (F1) = Lk
(
Ku

[
P,C(0)

])
=

=
{(

α, Uα
[
BE

(
C(0)

)
, Tm (lkα (F))

]) ∣∣
α ∈ Ind (F)

}
(24)

(зауважимо, що у властивостях 8 з робо-
ти [14] пiд символом B слiд розумiти базову
мiнливу множину BE

(
Cb
)
). З формули (24)

випливає, що для довiльного α ∈ Ind (F1) =
Ind (F) виконується рiвнiсть:

lkα (F1) =

=
(
α, Uα

[
BE

(
C(0)

)
, Tm (lkα (F))

])
. (25)

Отже, в силу теореми [14, теорема 1]:

Tm (lkα (F1)) =

= Tm
(
Uα

[
BE

(
C(0)

)
, Tm (lkα (F))

])
=

= Tm (lkα (F)) ,

а в силу теореми [14, теорема 4] (пункт 2):

BG (lkα (F1) ,F1) = BG (lkα (F) ,F) .

3.1.3) Розглянемо довiльнi iндекси α, β ∈
Ind (F1) = Ind (F). Враховуючи (25), по-
кладемо:

l := lkα (F1) =

=
(
α, Uα

[
BE

(
C(0)

)
, Tm (lkα (F))

])
;

m := lkβ (F1) =

=
(
β, Uβ

[
BE

(
C(0)

)
, Tm (lkβ (F))

])
.

Використовуючи теорему [14, теорема 4]
(пункт 3) та рiвностi (18), (19) i [21, рiвнiсть
(8)], для довiльного ω ∈ Mk (l,F1) отримує-
мо:

[lkβ (F1)← lkα (F1) , F1] w =

= [m← l, F1] w = Kβ

(
Kα

[−1](w)
)
=

= [lkβ (F)← l0, F ] [l0← lkα (F) , F ] w =

= [lkβ (F)← lkα (F) , F ] w.

3.1.4) З пiдпунктiв 3.1.1)–3.1.3), за озна-
ченням [21, означення 6], випливає, що
F [≡]F1.
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3.2) Доведемо, що унiверсальна кiнема-
тика F1 — диз’юнктна з F .

З рiвностi (25) та теореми [14, теорема
1] випливає, що для довiльного iндекса α ∈
Ind (F):

Bs (lkα (F1)) =

= Bs
(
Uα

[
BE

(
C(0)

)
, Tm (lkα (F))

])
=

= Uα
(
Bs

(
BE

(
C(0)

)))
=

= Uα
(
Bs

(
C(0)

))
=

=
{
Uα(ω) | ω ∈ Bs

(
C(0)

)}
.

Звiдси, оскiльки Uα є вiдображенням з
Bs

(
C(0)

)
в Tm (lkα (F))×Xα, то, згiдно [11,

властивiсть 2.1(6)] або [8, property 7.1(6)]
при α ∈ Ind (F) отримуємо:

Bs (lkα (F1)) =

=
{
bs (Uα(ω)) | ω ∈ Bs

(
C(0)

)}
⊆ Xα,

де множина Xα визначається формулою
(17), тобто Xα ⊆ Bs

(
C(0)

)
∪Bs

(
C(0)

)
. Тому, з

умови (C3
0) отримуємо, Xα∩Bs (lkα (F)) = ∅

(α ∈ Ind (F)). Таким чином, для довiльного
α ∈ Ind (F) маємо:

Bs (lkα (F1)) ∩Bs (lkα (F)) ⊆
⊆ Xα ∩Bs (lkα (F)) = ∅.

Звiдси, враховуючи, що, згiдно з пунктом
3.1), F1 [≡]F , за означенням [21, означення
12], отримуємо, що унiверсальна кiнематика
F1 — диз’юнктна з F .

3.3) Оскiльки α0 = ind (l0), то, викори-
стовуючи [21, формула (30)], а також фор-
мулу (25) та умову (C1

0), отримуємо:

l0 �F1 = lkα0 (F1) =

=
(
α0, Uα0

[
BE

(
C(0)

)
, Tm (lkα0 (F))

])
=

=
(
α0, Uα0

[
BE

(
C(0)

)
, Tm (l0)

])
=

=
(
α0, Uα0

[
BE

(
C(0)

)
, Tm

(
C(0)

)])
. (26)

Оскiльки, згiдно (16), Uα0 є тотожним вiд-
ображенням, то, згiдно з зауваженням [14,
зауваження 9], Uα0

[
BE

(
C(0)

)
, Tm

(
C(0)

)]
=

BE
(
C(0)

)
. Отже, згiдно з (26):

l0 �F1=
(
α0, BE

(
C(0)

))
.

З останньої рiвностi випливає, що:

Bs (l0 �F1) = Bs
(
BE

(
C(0)

))
= Bs

(
C(0)

)
;
(27)

Ld (l0 �F1) = Ld
(
C(0)

)
. (28)

Розглянемо довiльну траєкторiю r ∈ R.
За умовою (C4

0), iснує лiнiя долi L ∈
Ld

(
C(0)

)
така, що:

r = trjC(0) [L] . (29)

З рiвностi (28) випливає, що

L ∈ Ld (l0 �F1) . (30)

З рiвностi (26) та пункту 2 теореми [14,
теорема 4] випливає, що:

Q⟨l0�F1⟩ (ω,F1) = Kα0

(
Q⟨C(0)⟩

(
Uα0

[−1](ω)
))

,

ω ∈ Bs (l0 �F1) ,

де, згiдно (27), Bs (l0 �F1) = Bs
(
C(0)

)
. З рiв-

ностей (16) та (21) випливає, що Uα0 та Kα0

— тотожнi вiдображення. Отже:

Q⟨l0�F1⟩ (ω,F1) = Q⟨C(0)⟩(ω),
ω ∈ Bs (l0 �F1) = Bs

(
C(0)

)
.

Тому, з рiвностi (29), використовуючи озна-
чення траєкторiї множини (див. рiвностi
(2),(1)), отримуємо:

r = trjC(0) [L] =
{
Q⟨C(0)⟩(ω) | ω ∈ L

}
=

=
{
Q⟨l0�F1⟩ (ω,F1) | ω ∈ L

}
=

= trjl0�F1
[L,F1] ,

де, згiдно (28), L ∈ Ld (l0 �F1). Отже, ми до-
вели, що:

∀r ∈ R∃L ∈ Ld (l0 �F1)
(
r = trjl0�F1

[L,F1]
)
.

З пунктiв 3.2), 3.3) випливає, що унiвер-
сальна кiнематика F1 задовольняє умови 1,2
даної леми. При цьому, згiдно з рiвнiстю (22)
i наслiдком [21, наслiдок 4], унiверсальна кi-
нематика F1 є еволюцiйно видимою. �

Доведення теореми 1. Нехай, F — унi-
версальна кiнематика, l ∈ Lk (F) i R —
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система абстрактних траєкторiй з Tm (l) в
M така, що M ⊆ Zk (l). За лемою 2, iснує
еволюцiйно видима унiверсальна кiнемати-
ка F∼1 така, що:

1) F∼1 диз’юнктна з F ; (31)
2) ∀r ∈ R ∃L ∈ Ld (l � F∼1 )(

r = trj l�F∼
1
[L,F∼1 ]

)
(32)

Покладемо:

F1 := F∼1
←
⊔ F . (33)

Оскiльки, згiдно (31), кiнематика F∼1 ди-
з’юнктна з F , то диз’юнктне еволюцiйне об’-
єднання в правiй частинi (33) iснує (згiдно
з [21, теорема 1]). Доведемо, що унiверсаль-
на кiнематика F1 задовольняє умови теоре-
ми 1.

1. Розглянемо довiльну траєкторiю r ∈
R. За умовою (32), iснує лiнiя долi L ∈
Ld (l � F∼1 ) така, що

r = trj l�F∼
1
[L,F∼1 ] . (34)

Оскiльки F1 = F∼1
←
⊔F , то, згiдно з твердже-

нням [21, твердження 21], пункт 1, F∼1 @−→F1.
Отже, згiдно з твердженням [21, тверджен-
ня 17], пункт 4, отримуємо:

Ld (l � F∼1 ) = Ld
(
lkind(l) (F∼1 )

)
⊆

⊆ Ld
(
lkind(l) (F1)

)
= Ld (l � F1) .

Отже, оскiльки L ∈ Ld (l � F∼1 ), то L ∈
Ld (l � F1). При цьому, використовуючи рiв-
ностi (34) та (2), а також [21, твердження 17,
пункт 6], отримуємо:

r = trj l�F∼
1
[L,F∼1 ] =

=
{
Q⟨l�F∼

1 ⟩ (ω,F∼1 ) | ω ∈ L
}
=

=
{
Q⟨l�F1⟩ (ω,F1) | ω ∈ L

}
=

= trj l�F1 [L,F1] .

Отже, перший пункт теореми 1 для унiвер-
сальної кiнематики F1 виконується.

2. Нехай, додатково, кiнематика F є ево-
люцiйно видимою. Оскiльки унiверсальна
кiнематика F∼1 , за доведеним вище, також
еволюцiйно видима, то кiнематика F1 =

F∼1
←
⊔ F є еволюцiйно видимою за теоремою

[21, теорема 2]. �
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