
Bukovinian Math. Journal. 2024, 12, 2, 182–189 Буковинський матем. журнал 2024, Т.12, №2, 182–189

Попов М.М., Українець О. З.

ЦIЛОЧИСЛЕННI ТОВАРНI ВЕКТОРИ У МОДЕЛI ЕКОНОМIКИ

ЕРРОУ-ДЕБРЕ

Ми розглядаємо невiд’ємнi цiлочисленнi товарнi вектори у моделi економiки Ерроу-
Дебре. Наш основний результат є версiєю теореми Ерроу-Дебре про рiвноважну цiну,
адаптовану до випадку цiлочисленних товарних векторiв. Доведення базується на геоме-
тричнiй формi теореми Гана-Банаха та iстотно використовує специфiку цiлочисленного
простору товарiв. Наше доведення працює лише для одноточкової множини агентiв, i ми
не знаємо, чи можна його модифiкувати для загального випадку, використовуючи ту ж
саму iдею.
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Вступ

Класична модель економiки Ерроу-Дебре побудована ще в серединi минулого сто-
лiття. Незважаючи на це, вона залишається актуальною темою сучасних дослiджень,
див. [4], [5], [7]. Автори даної замiтки у недавнiй статтi [8] дослiджували модель типу
Ерроу-Дебре на основi нового фазового простору, який називається комплементарним
простором, i який узагальнює простори Рiсса та булевi кiльця.

В данiй статтi розглядається версiя класичної моделi Ерроу-Дебре, в якiй розгляда-
ються лише цiлочисленнi кiлькостi товарiв, що є природним обмеженням для практи-
чних задач. Таке обмеження дозволяє по-новому осмислити задачу iснування рiвнова-
жної цiни. Доведення цiлочисленної версiї теореми Ерроу-Дебре, з одного боку, виглядає
простiшим. Але, з iншого боку, доведення, яке базується на геометричнiй версiї теоре-
ми Гана-Банаха, годиться лише для випадку одного агента. Залишається вiдкритим
питання, чи можна дану iдею доведення застосувати до випадку довiльної скiнченної
кiлькостi агентiв.
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1 Термiнологiя моделi Ерроу-Дебре

Загальноприйняту термiнологiю та позначення з теорiї векторних ґраток ми запо-
зичили з пiдручника Алiпрантiса i Буркiншава [2].

Нагадаємо, що бiнарне вiдношення ≽ на множинi P називається вiдношенням
переваги (див. [1, Definition 1.1.1]), якщо виконуються наступнi умови для довiльних
x, y, z ∈ P :

1. x ≽ x (рефлексивнiсть);

2. x ≽ y або y ≽ x (лiнiйнiсть);

3. якщо x ≽ y та y ≽ z, то x ≽ z (транзитивнiсть).

Очевидно, що кожне вiдношення нестрогого лiнiйного порядку є вiдношенням пере-
ваги, але, наприклад, максимальне вiдношення P 2, тобто, (∀x, y ∈ P ) x ≽ y є вiдноше-
нням переваги, яке не є вiдношенням порядку. З iншого боку, на фактор-множинi по
вiдношенню еквiвалентностi x ∼ y тодi i лише тодi, коли x ≽ y та y ≽ x, вiдношення
переваги iндукує вiдношення порядку. Запис x ̸≽ y означає заперечення x ≽ y. “Строга”
версiя вiдношення переваги визначається так: x ≻ y означає, що x ≽ y та y ̸≽ x. Вжи-
вають також y ≼ x, як рiвносильну версiю запису x ≽ y (аналогiчне правило стосується
вiдношень ≻ та ̸≽). Вiдношення x ̸≻ y означає заперечення x ≻ y.

Нехай ≽ – вiдношення переваги на множинi P . Елемент q0 ∈ Q пiдмножини Q ⊆ P

називається ≽-максимальним (чи просто максимальним , якщо зрозумiло, про яке
вiдношення переваги йдеться), якщо не iснує x ∈ Q такого, що x ≻ q0.

Класична модель економiки Ерроу-Дебре [3], [1] базується на додатному конусi Rd
+

d-вимiрного простору Рiсса Rd, де d ∈ R – це кiлькiсть товарiв даної економiки. Ве-
ктори x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd

+ розглядаються як вибiрки кiлькостей товарiв i називаю-
ться товарними векторами , якi можуть вироблятися, продаватися, обмiнюватися
та споживатися.

Для елементiв u = (u1, . . . , ud) та v = (v1, . . . , vd) простору Рiсса Rd вважається, що:

• u ≤ v, якщо ui ≤ vi для кожного i = 1, . . . , d;

• u < v, якщо u ≤ v та u ̸= v.

Вiдношення переваги ≽ на Rd
+ називається:

• монотонним , якщо для довiльних x,y ∈ Rd
+ з умови x > y випливає x ≽ z;

• строго монотонним , якщо для довiльних x,y ∈ Rd
+ з умови x > y випливає

x ≻ z.

Елементи дуального простору Рiсса (Rd)′ всiх лiнiйних на Rd функцiоналiв, який
ототожнюється iз самим Rd, називаються цiнами . Таким чином, кожна цiна p =

(p1, . . . , pd) ∈ Rd
+, як функцiя на E+, визначає цiну довiльного стану x ∈ Rd

+ за до-
помогою виразу p(x), який дорiвнює p(x) =

∑d
k=1 pkxk.
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Кожна фiксована цiна p ∈ Rd
+ та фiксований товарний вектор ωωω ∈ Rd

+ (який назива-
ється початковим запасом) визначають бюджетну множину товарних векторiв
за допомогою рiвностi:

Bωωω(p) :=
{
x ∈ Rd

+ : p(x) ≤ p(ωωω)
}
.

Геометрично, бюджетна множина – це багатовимiрна пiрамiда, яка за умови p >> 0

є компактною пiдмножиною Rd, i яка цiлком природно має ≽-максимальнi елементи
для широкого класу вiдношень переваги ≽ на Rd

+ (див. [1, Subsection 1.2]), а при певних
умовах на вiдношення переваги максимальний елемент єдиний [1, Theorem 1.2.3] (на
просторi Рiсса Rd вiдношення (x1, . . . , xd) >> (y1, . . . , yd) означає, що xk > yk для всiх
k = 1, . . . , d). Оскiльки умова p >> 0, яка рiвносильна до умови p ∈ IntRd

+, є, очеви-
дно, необхiдною для обмеженостi бюджетної множини Bωωω(p), ωωω ∈ Rd

+, то максимальнi
елементи бюджетних множин розглядаються лише для цiн p з внутрiшностi IntRd

+.
Нехай ≽ – вiдношення переваги на Rd

+ та ωωω ∈ Rd
+ – початковий запас. Позначи-

мо через D≽
ωωω – множину всiх цiн p ∈ IntRd

+, для яких iснує єдиний ≽-максимальний
елемент у бюджетнiй множинi Bωωω(p), який називатимемо вектором попиту вiдно-
шення переваги ≽ при дiї цiни p i позначатимемо через xωωω(p). Вiдповiдне вiдображення
xωωω : D≽

ωωω → Rd
+ називається функцiєю попиту , що вiдповiдає вiдношенню переваги ≽.

Позначимо через P множину всiх вiдношень переваги на Rd
+.

Нехай A – скiнченна множина (елементи якої називаються агентами). Довiльне
вiдображення E : A → Rd

+ ×P називається економiкою обмiну.
Значення економiки обмiну записують в iндекснiй формi: для кожного агента k ∈ A

значення Ek = (ωωωk,≽k) характеризує початковий запас k-го агента ωωωk та вiдношення
переваги ≽k, яке вiн обрав. Далi уводиться поняття повного запасу економiки , яке
дорiвнює ωωω :=

∑
k∈Aωωωk. Для кожного k ∈ A функцiя попиту xk,ωωωk

: D≽k
ωωωk

→ Rd
+ визна-

чена на своїй областi. Тому розглянемо спiльну область визначення економiки обмiну
E рiвнiстю DE :=

∩
k∈AD≽k

ωωωk
. Нарештi, функцiя надлишкового попиту ζ : DE → Rd

уводиться за допомогою формули

ζ(p) :=
∑
k∈A

(
xk,ωωωk

(p)−ωωωk

)
=

∑
k∈A

xk,ωωωk
(p)−ωωω. (1)

Вектор цiн p ∈ DE називається рiвноважним , якщо ζ(p) = 0. Основне питання
моделi економiки Ерроу-Дебре полягає у наступному.

Проблема 1. За яких умов на економiку обмiну iснує рiвноважний вектор цiн?

Класична теорема Ерроу-Дебре дає позитивну вiдповiдь для, так званої, неокласи-
чної економiки обмiну (див. [3], [1, Theorem 1.4.9]).

2 Випадок цiлочисленних товарних векторiв

У даному роздiлi ми розглядатимемо випадок, у якому кiлькiсть товарiв не може
бути дробовою, що є вельми природною вимогою для значної кiлькостi товарiв. Отже,
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товарнi вектори розглядатимуться у множинi Nd
0 замiсть Rd

+, де N0 := N∪{0}. Тодi роль
внутрiшностi IntRd

+ для Nd
0 замiсть Rd

+ вiдiграватиме Nd. Решта понять з попереднього
пiдроздiлу залишаються без змiн. Зокрема, цiни, як i ранiше, розглядаються з додатного
конусу p ∈ Rd

+.
Позначимо ei = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−1

, 1, 0, . . . , 0) ∈ Nd
0 ⊆ Rd

+ при i = 1, . . . , d.

Твердження 1. Для довiльного ненульового початкового запасу ωωω ∈ Nd
0 i довiльної

цiни p = (p1, . . . , pd) ∈ Rd
+ наступнi умови рiвносильнi:

(i) бюджетна множина Bωωω(p) скiнченна;

(ii) p >> 0.

Доведення. (i) ⇒ (ii). Нехай, навпаки, iснує число i ∈ {1, . . . , d} таке, що pi = 0, де
p = (p1, . . . , pd). Тодi для довiльного n ∈ N маємо n · ei ∈ Bωωω(p), що суперечить (i).

(ii) ⇒ (i). Для довiльного x = (x1, . . . , xd) ∈ Bωωω(p) та довiльного i ∈ {1, . . . , d}
маємо

pixi ≤
d∑

j=1

pjxj ≤ p(ωωω).

Оскiльки pi > 0, то з попередньої нерiвностi отримуємо xi ≤ p(ωωω)
pi

. Беручи до уваги,
що xi ∈ N0, отримуємо xi ∈

{
0, 1, . . . ,

[
p(ωωω)
pi

]}
, де через [z] позначається цiла частина

числа z ∈ R. Тому кiлькiсть елементiв бюджетної множини має оцiнку

|Bωωω(p)| ≤
d∏

i=1

([
p(ωωω)

pi

]
+ 1

)
.

Твердження 2. Нехай ≽ – вiдношення переваги на Rd
+ та ωωω ∈ Nd

0 – ненульовий поча-
тковий запас. Тодi для кожної цiни p ∈ Nd iснує ≽-максимальний елемент у бюджетнiй
множинi Bωωω(p). Якщо, крiм того, вiдношення переваги ≽ є лiнiйним порядком, то такий
максимальний елемент єдиний, а отже, D≽

ωωω = Nd.

Доведення. Згiдно з твердженням 1, бюджетна множина Bωωω(p) скiнченна. Використо-
вуючи лiнiйнiсть вiдношення переваги ≽, iндукцiєю за кiлькiстю елементiв Bωωω(p) дово-
димо iснування максимального елементу. Єдинiсть максимального елементу є безпосе-
реднiм є наслiдком того, що вiдношення переваги є вiдношенням лiнiйного порядку.

3 Коротке доведення версiї теореми Ерроу-Дебре для випадку
цiлочисленних товарних векторiв

Нагадаємо, що пiдмножина K ⊆ Rd називається опуклою, якщо для довiльних
x,y ∈ K та довiльного скаляру λ ∈ (0, 1) маємо λx+ (1− λ)y ∈ K. Опукла оболонка
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convK довiльної пiдмножини K ⊆ Rd визначається, як перетин всiх опуклих пiдмно-
жин Rd, що мiстять K. Опукла оболонка довiльної пiдмножини є коректно визначеною.
Безпосередньо легко довести, що convK є опуклою множиною.

Вiдношення переваги ≽ на Rd
+ називається опуклим , якщо для довiльного z ∈ Rd

+

множина {x ∈ Rd
+ : x ≽ z} є опуклою в Rd.

Дещо iнакше дається означення строго опуклого вiдношення переваги (див. [1, Defi-
nition 1.1.5]). Вiдношення переваги ≽ на Rd

+ називається строго опуклим , якщо для
довiльних x,y, z ∈ Rd

+ з умов x ≽ z, y ≽ z та x ̸= y випливає, що для довiльного
λ ∈ (0, 1) маємо λx+ (1− λ)y ≻ z.

Наведемо версiю останнього означення, адаптовану до випадку цiлочисленних то-
варних векторiв.

Означення 1. Вiдношення переваги ≽ на Nd
0 називатимемо строго опуклим, якщо

для довiльних x,y, z ∈ Nd
0 з умов x ≽ z, y ≽ z та x ̸= y випливає, що для довiльного

λ ∈ (0, 1) з умови λx+ (1− λ)y ∈ Nd
0 випливає, що λx+ (1− λ)y ≻ z.

Позначимо через P0 множину всiх строго монотонних i строго опуклих вiдношень
переваги на Nd

0.

Теорема 1. Кожна одноагентна економiка обмiну E : {a} → Nd
0 ×P0 з умовою DE = Nd

має рiвноважний вектор цiн p0 ∈ IntRd
+.

Доведення базується на геометричнiй формi теореми Гана-Банаха.

Лема 1 (Теорема Гана-Банаха, [6], c. 280). Нехай A,B – неперетиннi опуклi пiдмно-
жини дiйсного нормованого простору X, причому A – вiдкрита множина. Тодi iснує
ненульовий лiнiйний неперервний функцiонал f : X → R та дiйсне число γ такi, що
f(x) < γ для довiльного x ∈ A та f(y) ≥ γ для довiльного y ∈ B.

Доведення теореми 1. Позначимо E(a) = (ωωω,≽); ωωω = (ω1, . . . , ωd). Тодi сума (1) скла-
дається з одного доданку, а отже, означення рiвноважного вектору p0 зводиться до
рiвностi

xωωω(p0) = ωωω, (2)

яку потрiбно довести.
Визначимо множини A := {x ∈ Rd

+ : x < ωωω}, B0 := {x ∈ Nd
0 : x ≽ ωωω} та B := convB0.

З опуклостi вiдношення переваги ≽ отримуємо:

B ∩Nd
0 = B0. (3)

Згiдно з означеннями,

(∀p ∈ Rd
+) xωωω(p) ∈ B0 ∩ Bωωω(p), (4)

а отже, поклавши B∗
0 := {x ∈ Nd

0 : x ≻ ωωω}, отримуємо, що умова (2) рiвносильна до
наступної:

B∗
0 ∩ Bωωω(p0) = ∅. (2′)
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Розглянемо Rd, як нормований простiр, наприклад з евклiдовою нормою ∥x∥2 =

x2
1 + . . .+ x2

d для x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd. Вiдкритiсть та опуклiсть множини A доводяться
стандартно, використовуючи лише означення. Виберемо, згiдно з лемою 1, функцiонал
q = (q1, . . . , qd) ∈ Rd та дiйсне число γ так, щоб q(x) < γ для довiльного x ∈ A та
q(y) ≥ γ для довiльного y ∈ B. Оскiльки 0 ∈ A, то 0 = q(0) < γ. Отже, γ > 0.

Покладемо λm := 1 − 1
m

та xm := λmωωω для m = 1, 2, . . .. Тодi limm→∞ ∥ωωω − xm∥ = 0

та xm ∈ A. З неперервностi q та нерiвностi q(xm) < γ отримуємо q(ωωω) ≤ γ, а з умови
ωωω ∈ B – нерiвнiсть q(ωωω) ≥ γ. Отже,

d∑
i=1

qiωi = q(ωωω) = γ. (5)

Оскiльки для кожного i ∈ {1, . . . , d} маємо ωωω − ωiei ∈ A, то

γ − qiωi = q(ωωω − ωiei) < γ,

звiдки дiстаємо, що qiωi > 0, а отже, qi > 0. Таким чином,

q >> 0. (6)

Позначимо через xωωω(q) = (x1, . . . , xd) вiдповiдний вектор попиту, який є коректно
визначений, згiдно з (6). З максимальностi вектора попиту випливає, що xωωω(q) ∈ B0, а
отже, q

(
xωωω(q)

)
≥ γ. З iншого боку, оскiльки xωωω(q) ∈ Bωωω(q), то з (5) дiстаємо q

(
xωωω(q)

)
≤

q(ωωω) = γ. Таким чином,
q
(
xωωω(q)

)
= γ. (7)

Отже, вектор попиту xωωω(q) лежить на гiперплощинi {x ∈ Rd : q(x) = γ}. Будувати
шуканий вектор цiни p0 з умовою (2) будемо за рахунок “малого” збурення вектора q.

Якщо xωωω(q) = ωωω, то p0 := q є шуканим вектором цiн з умовою (2). Розглянемо
випадок xωωω(q) ̸= ωωω. Тодi з максимальностi та єдиностi максимального вектора xωωω(q)

випливає xωωω(q) ≻ ωωω. Зi строгої монотонностi вiдношення переваги випливає, що iснує
координата i ∈ {1, . . . , d} така, що

xi > ωi. (8)

Вектор цiн p0 шукатимемо у виглядi

pε = (q1, . . . , qi−1, qi + ε, qi+1, . . . , qd), ε > 0. (9)

Для довiльного ε > 0 маємо

pε(xωωω(q))
(9)
= q(xωωω(q)) + εxi

(7)
= γ + εxi

(8)
> γ + εωi

(5)
= q(ωωω) + εωi

(9)
= pε(ωωω),

тобто, xωωω(q) /∈ Bωωω(pε), а отже, xωωω(q) не може бути вектором попиту xωωω(pε) при дiї цiни
pε. Аналогiчно, для довiльних x = (x1, . . . , xn) ∈ B0 та ε > 0 виконується iмплiкацiя

(xi > ωi) ⇒
(
x /∈ Bωωω(pε)

)
. (10)
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Доведемо включення ∩
ε∈(0,1]

(
B∗

0 ∩ Bωωω(pε)
)
⊆ B∗

0 ∩ Bωωω(q). (11)

Дiйсно, нехай y = (y1, . . . , yd) – довiльний елемент B∗
0 . Якщо для довiльного ε ∈ (0, 1]

виконується y ∈ Bωωω(pε), то

(∀ε ∈ (0, 1]) pε(y) =
d∑

j=1

qjyj + εyi ≤
d∑

j=1

qjωj + εωi,

звiдки при ε ↓ 0 дiстаємо

q(y) =
d∑

j=1

qjyj ≤ q(ωωω),

а отже, (11) доведено. Оскiльки всi множини, якi фiгурують в (11), є пiдмножинами
скiнченної множини Bωωω(p1), то всi цi множини теж скiнченнi. Тому з очевидного вклю-
чення Bωωω(pε1) ⊇ Bωωω(pε2) при ε1 < ε2 випливає, що серед множин лiвої частини (11),
якi стоять в перетинi, є найбiльший (в розумiннi включення) елемент. Отже, умова (11)
може бути рiвносильно переписана так:(

∃ε0 ∈ (0, 1]
) (

B∗
0 ∩ Bωωω(pε0)

)
⊆ B∗

0 ∩ Bωωω(q). (11′)

З (11′) випливає, що коли за допомогою збурення qi на ε0 ми виключаємо з множи-
ни B∗

0 елемент xωωω(q) ̸= ωωω, який не потрапляє до множини бюджетних векторiв збуре-
ного вектора Bωωω(pε0), ми не отримуємо нових бюджетних векторiв, а отже, кiлькiсть
елементiв множини B∗

0 ∩ Bωωω(q) зменшується на 1. Залишається розглянути при цьо-
му можливiсть при новому виключеннi чергового елементу повторного отримання вже
вилученого ранiше. Якщо на якомусь етапi вилучення вектора z при збуреннi певної
координати qs на довiльне ε ∈ (0, ε′) у вiдповiднiй множинi бюджетних векторiв з’яв-
ляється вже вилучений на попереднiх етапах вектор u, то в цьому випадку вектор u є
лiнiйною комбiнацiєю векторiв ωωω та z (iнакше вектори u i z можна було б вiдокремити
прямою, що проходить через вектори ωωω, при певному збуреннi ε). Оскiльки на кожному
етапi вилучення вiдповiднi координати вектора z задовольняють умову (8), а з iмплiка-
цiї (10) випливає, що координати вектора u не можуть задовольняти аналогiчну умову,
то вектори z та u знаходяться по рiзнi боки прямої вiд точки ωωω. Це означає, що iснує
λ ∈ (0, 1) таке, що ωωω = λz + (1− λ)u. Оскiльки z,u ∈ B0 та z ̸= u, зi строгої опуклостi
вiдношення переваги ≽ випливає, що ωωω = λz + (1 − λ)u ≻ ωωω, – суперечнiсть. Отже,
строга опуклiсть вiдношення ≽ гарантує, що при поетапному збуреннi вектора цiни q

на кожному етапi будуть виключатися по одному вектору з B∗
0 ∩ Bωωω(q), причому не

лише нових елементiв не з’явиться, але й не повернуться вже вилученi вектори. За ра-
хунок скiнченностi множини Bωωω(q) процес вилучення призведе до порожньої у залишку
множини B∗

0 ∩ Bωωω(p0). Таким чином, теорему доведено.
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Popov M. M., Ukrainets O. Z. Integer commodity vectors in the Arrow-Debreu model of
economy, Bukovinian Math. Journal. 12, 2 (2024), 182–189.

We consider nonnegative integer values of commodity in the Arrow-Debreu model of
economy. Our main result is a version of the Arrow-Debreu equilibrium price theorem adapted
to the setting of integer commodity vectors. The proof is based on the geometric form of the
Hahn-Banach theorem and essentially uses peculiarity of the integer-valued commodity space.
Our proof works for one-point set of agents only, and we do not know, whether it can be
adjusted to the general case using the same idea.


