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ФУНДАМЕНТАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ

УЛЬТРАПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ ЗI ЗРОСТАЮЧИМИ

КОЕФIЦIЄНТАМИ, ЗАЛЕЖНИМИ ВIД ПАРАМЕТРА, ТА З

ВИРОДЖЕННЯМ НА ПОЧАТКОВIЙ ГIПЕРПЛОЩИНI

Для ультрапараболiчного рiвняння типу Колмогорова iз залежними вiд параметра
зростаючими коефiцiєнтами та з виродженням на початковiй гiперплощинi побудовано
фундаментальний розв’язок задачi Кошi та дослiджено його властивостi. Коефiцiєнти
рiвняння є досить гладкими, а їх рiст залежить вiд росту деякої функцiї. Такi властивостi
є важливими для побудови фундаментального розв’язку задачi Кошi для рiвняння типу
Колмогорова зi зростаючими коефiцiєнтими, залежними вiд змiнних основної групи.

Ключовi слова i фрази: ультрапараболiчне рiвняння типу Колмогорова, зростаючi
коефiцiєнти, фундаментальний розв’язок задачi Кошi, виродження на початковiй гiпер-
площинi.
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Вступ

Дослiдження класiв параболiчних рiвнянь i систем рiвнянь, якi мають виродження
на множинi задання початкових даних, започаткованi в серединi 90-х рокiв минулого
столiття у Чернiвцях. Ними охоплено параболiчнi за Петровським чи за Ейдельманом
системи з обмеженими або необмеженими при |x| → ∞ коефiцiєнтами, виродженi пара-
болiчнi типу Колмогорова (ультрапараболiчнi) рiвняння з обмеженими коефiцiєнтами.
Бiльшiсть вищеназваних результатiв увiйшли повнiстю, або частково до монографiї [1],
а огляди результатiв мiстяться в [2, 3]. Питання побудови, дослiдження i застосування
фундаментального розв’язку задачi Кошi для ультрапараболiчних типу Колмогорова
рiвнянь з виродженнями на початковiй гiперплощинi, коефiцiєнти якого можуть зроста-
ють при |x| → ∞, залишається вiдкритим. Ми розглядаємо ультрапараболiчне рiвняння
типу Колмогорова другого порядку з виродженнями на початковiй гiперплощинi, кое-
фiцiєнти якого задежать вiд параметра y1 i можуть зростають при |y1| → ∞.
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1 Постановка задачi

Нехай n1, n2 – заданi натуральнi числа такi, що n2 ≤ n1; n := n1 + n2; M :=

n1m1 + n2m2, де m1 := 1/2, m2 := 3/2; змiнна x ∈ Rn складається з двох груп змiнних
xl := (xl1, . . . , xlnl

) ∈ Rnl , l ∈ {1, 2}, так що x := (x1, x2). Будемо використовувати ще
позначення: x1 := (x′1, x

′′
1), де x′1 := (x11, . . . , x1n2), x′′1 := (x1(n2+1), . . . , x1n1); X1(t) = x1,

X2(t) = x2 + tx′1; α i β – неперервнi на [0, T ] функцiї, для яких α(t) > 0, β(t) > 0 при

t > 0 i α(0)β(0) = 0, причому функцiя β монотонно неспадна; B(t, τ) =
t∫
τ

β(θ)
α(θ)

dθ.

Розглядатимемо в шарi Π(0,T ] := (0, T ]× Rn скiнченної товщини T > 0 рiвняння(
S − β(t)

( n1∑
j,s=1

ajs(t, y1)∂x1j
∂x1s +

n1∑
j=1

aj(t, y1)∂x1j
+ a0(t, y1)

))
u(t, x) = 0, (1)

в якому S := α(t)∂t − β(t)
n2∑
j=1

x1j∂x2j
, y1 – фiксована точка з Rn1 .

Припускається, що на коефiцiєнти рiвняння (1) виконуються наступнi умови.
А1. Iснує неперервна функцiя D : Rn1 → [1,∞), яка задовольняє такi умови:
1) D(y1) → ∞ при |y1| → ∞;
2) функцiї bjs(t, x1) ≡ ajs(t, y1), {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, bj(t, y1) ≡ aj(t, y1)D(y1)

−1, j ∈
{1, ..., n1}, b0(t, y1) ≡ a0(t, y1)D(y1)

−2, y1 ∈ Rn1 , 0 ≤ t ≤ T , обмеженi;
3) для рiвняння без виродження на початковiй гiперплощинi(

∂t −
n2∑
j=1

x1j∂x2j
−

n1∑
j,s=1

bjs(t, y1)∂x1j
∂x1s −

n1∑
j=1

bj(t, y1)∂x1j

(
−i∂xn+1

)
−

−b0(t, y1)
(
−i∂xn+1

)2)
v(t, x) = 0,

з обмеженими коефiцiєнтами i додатковою просторовою змiнною xn+1 виконується умо-
ва параболiчностi

∃ δ > 0 ∀σ1 := (σ11, ..., σ1n1) ∈ Rn1 ∀µ ∈ R :

Re
(
−

n1∑
j,s=1

bjs(t, x1)σ1jσ1s −
n1∑
j=1

bj(t, x1)σ1jµ− b0(t, x1)µ
2
)
≥ δ
(
|σ1|2 + µ2

)
. (2)

.
А2. Iснують неперервнi похiднi ∂k1y1 ajs, {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, ∂k1y1 aj, j ∈ {1, ..., n1}, ∂k1y1 a0,

|k1| ≤ 2, для яких справджуються оцiнки
|∂k1y1 ajs(t, y1)| ≤ C(D(y1))

|k1|(1−ε), |∂k1y1 aj(t, y1)| ≤ C(D(y1))
1+|k1|(1−ε),

|∂k1y1 a0(t, y1)| ≤ C(D(y1))
2+|k1|(1−ε), t ∈ [0, T ], y1 ∈ Rn1 ,

де C > 0, ε ∈ (0, 1); функцiї bjs(t, y1), {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, bj(t, y1), j ∈ {1, ..., n1}, b0(t, y1)
як функцiї t є неперервними рiвномiрно щодо y1 ∈ Rn1 .

А3. Похiднi ∂k1y1 ajs, {j, s} ⊂ {1, ..., n}, ∂k1y1 aj, j ∈ {1, ..., n}, ∂k1y1 a0, |k1| ≤ 2, задовольня-
ють локальну умову Гельдера за y1 з показником λ ∈ (0, 1) рiвномiрно щодо t ∈ [0, T ],
тобто

∀R > 0 ∃C > 0 ∀{y1, z1} ⊂ Rn1 , |y1−z1| ≤ R ∀ t ∈ [0, T ] : |∆z1
y1
a(t, y1)| ≤ C|y1−z1|λ.
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2 Побудова фундаментального розв’язоку задачi Кошi (ФРЗК)

Розглянемо допомiжне рiвняння(
α(t)∂t − β(t)

n2∑
j=1

x1j∂x2j
− β(t)

( n1∑
j,s=1

bjs(t, y1)∂x1j
∂x1s +

n1∑
j=1

bj(t, y1)∂x1j

(
−i∂xn+1

)
+

+b0(t, y1)
(
−i∂xn+1

)2))
v(t, x, xn+1) = 0, (t, x, xn+1) ∈ Π(0,T ] × R, (3)

де y1 – фiксована точка простору Rn1 .
Функцiю φ вважатимемо такою функцiєю, що всi подальшi мiркування є законними,

зокрема, для неї iснує перетворення Фур’є ψ(σ) := Fx→σ[φ], σ ∈ Rn.
Шукаючи розв’язок задачi Кошi для рiвняння (3) у виглядi

v(t, x, xn+1) = F−1
σ→x

η→xn+1

[ṽ(t, σ, η)], t > 0, (x, xn+1) ∈ Rn+1, (4)

i використавши властивостi оберненого перетворення Фур’є, одержимо для невiдомої
функцiї ṽ задачу Кошi(

α(t)∂t + β(t)

n2∑
j=1

σ2j∂σ1j
+ β(t)

( n1∑
j,s=1

bjs(t, y1)σ1jσ1s−

−i
n1∑
j=1

bj(t, y1)σ1jη − b0(t, y1)η
2
))

ṽ(t, σ, η) = 0, (t, σ, η) ∈ Π(τ,T ] × R, (5)

ṽ(t, σ, η)|t=τ = 2πψ(σ)δ(η), σ ∈ Rn, η ∈ R. (6)

Рiвняння (5) – це лiнiйне неоднорiдне рiвняння з частинними похiдними першого по-
рядку. Задача Кошi для такого рiвняння розв’язується методом характеристик, згiдно
з яким складаємо вiдповiдну систему звичайних диференцiальних рiвнянь

dt

α(t)
=

dσ11
β(t)σ21

= ...=
dσ1n2

β(t)σ2n2

=
dṽ

β(t)
(
−

n1∑
j,s=1

bjs(t, y1)σ1jσ1s+i
n1∑
j=1

bj(t, y1)σ1jη+b0(t, y1)η2
)
ṽ

i знаходимо її n2 + 1 незалежних iнтегралiв

σ1j −B(t, τ)σ2j = Cj, j ∈ {1, . . . , n2};

ṽ = C exp

{ t∫
τ

(
−

n1∑
j,s=1

bjs(θ, y1)σ1jσ1s + i

n1∑
j=1

bj(θ, y1)σ1jη + b0(θ, y1)η
2
)β(θ)
α(θ)

dθ

}
,

де Cj, C – довiльнi сталi. Задовольнивши початкову умову (6), в результатi одержимо

v(t, x, xn+1) = (2π)−(n+1)

∫
Rn+1

exp

{
i((x, xn+1), (σ, η))+

+

t∫
τ

(
−

n1∑
j,s=1

bjs(θ, y1)
(
[σ1j −B(t, θ)σ2j]ς̄j + σ1j ¯̄ςj

)(
[σ1s −B(t, θ)σ2s]ς̄s + σ1s ¯̄ςs

)
+
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+i

n1∑
j=1

bj(θ, y1)
(
[σ1j −B(t, θ)σ2j]ς̄j + σ1j ¯̄ςj

)
η + b0(θ, y1)η

2

)
β(θ)

α(θ)
dθ

}
×

×ψ (σ′
1 −B(t, τ)σ2; σ

′′
1 ; σ2) (2πδ(η)) dσ dη, t > τ, x ∈ Rn, xn+1 ∈ R,

де ς̄j :=
{

1, j ∈ {1, ..., n2},
0, j ∈ {n2 + 1, ..., n1},

¯̄ςj :=

{
0, j ∈ {1, ..., n2},
1, j ∈ {n2 + 1, ..., n1}.

Зробивши замiну змiнних iнтегрування за формулами

σ′
1 −B(t, τ)σ2 = µ′

1, σ′′
1 = µ′′

1, σ2 = µ2, η = ν,

змiнивши порядок iнтегрування, прийдемо до формули

v(t, x, xn+1) =

∫
Rn+1

G0(t, x, τ, ξ, xn+1 − ξn+1, y1)φ(ξ) dξ dξn+1,

t > 0, x ∈ Rn, xn+1 ∈ R,

де

G0(t, x, τ, ξ, xn+1 − ξn+1, y1) = (2π)−(n+1)

∫
Rn+1

exp

{
i((x1 − ξ1, µ1)+

+(x2 +B(t, τ)x′1 − ξ2, µ2) + (xn+1 − ξn+1, ν))+

+

t∫
τ

(
−

n1∑
j,s=1

bjs(θ, y1)
(
[µ1j +B(θ, τ)µ2j]ς̄j + µ1j ¯̄ςj

)(
[µ1s +B(θ, τ)µ2s]ς̄s + µ1s ¯̄ςs

)
+

+i

n1∑
j=1

bj(θ, y1)
(
[µ1j +B(θ, τ)µ2j]ς̄j + µ1j ¯̄ςj

)
ν + b0(θ, y1)ν

2

)
β(θ)

α(θ)
dθ

}
dµ dν =

= F−1
µ→X(B(t,τ))−ξ
ν→xn+1−ξn+1

[V (t, τ, µ, ν, y1)](t, τ, x, ξ, xn+1 − ξn+1, y1), (7)

а функцiя

V (t, τ, µ, ν, y1)= exp

{ t∫
τ

(
−

n1∑
j,s=1

bjs(θ, y1)
(
[µ1j+B(θ, τ)µ2j]ς̄j+µ1j ¯̄ςj

)(
[µ1s+B(θ, τ)µ2s]ς̄s+

+µ1s ¯̄ςs
)
+ i

n1∑
j=1

bj(θ, y1)
(
[µ1j +B(θ, τ)µ2j]ς̄j + µ1j ¯̄ςj

)
ν + b0(θ, y1)ν

2

)
β(θ)

α(θ)
dθ

}
є розв’язком задачi[
α(t)∂t − β(t)

(
−

n1∑
j,s=1

bjs(t, y1)
(
[µ1j +B(t, τ)µ2j]ς̄j + µ1j ¯̄ςj

)(
[µ1s +B(t, τ)µ2s]ς̄s + µ1s ¯̄ςs

)
+

+i

n1∑
j=1

bj(t, y1)
(
[µ1j +B(t, τ)µ2j]ς̄j + µ1j ¯̄ςj

)
ν + b0(t, y1)ν

2
)]
V (t, τ, µ, ν, y1) = 0, (8)

V |t=τ = 1.
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В iнтегралi (7) зробимо замiну змiнних iнтегрування за формулами

µ1 = (B(t, τ))−1/2σ1, µ2 = (B(t, τ))−3/2σ2, ν = (B(t, τ))−1/2η, B(θ, τ) = B(t, τ)ϑ.

В результатi отримаємо рiвнiсть

G0(t, x, τ, ξ, xn+1 − ξn+1, y1) = (B(t, τ))−(n1+3n2+1)/2×

×F−1

σ1→(B(t,τ))−1/2(x1−ξ1)

σ2→(B(t,τ))−3/2(x2+(t−τ)x′
1−ξ2)

η→(B(t,τ))−1/2(xn+1−ξn+1)

[V̂ (t, τ, σ, η, y1)](t, τ, z, zn+1, y1)
∣∣∣ z=(X(B(t,τ))−ξ)B(t,τ)

zn+1=(B(t−τ))−1/2(xn+1−ξn+1)

, (9)

в якiй xt = (t−1/2x1, t
−3/2x2), i з урахуванням обмеженостi коефiцiєнтiв bjs, bj, j ∈

{1, . . . , n1}, та b0

|V̂ (t, τ, σ, η, y1)| ≤ exp
{ 1∫

0

(
−

n1∑
j,s=1

(
[σ1j + ϑσ2j]ς

′
j + σ1jς

′′
j

)(
[σ1s + ϑσ2s]ς

′
s + σ1sς

′′
s

)
+

+i

n1∑
j=1

(
[σ1j + ϑσ2j]ς

′
j + σ1jς

′′
j

)
η + η2

)
dϑ
}
.

Як в [1], отримується оцiнка

|V̂ (t, τ, σ + iγ, η, y1)| ≤ C exp{−δ1|σ|2 + c1|γ|2 − δ|η|2},
0 < τ < t ≤ T, {σ, γ} ⊂ Rn, η ∈ R, y1 ∈ Rn1 ,

де C > 0, δ1 > 0, c1 > 0, δ > 0. Тому

|V (t, τ, σ + iγ, η, y1)| ≤ C exp{(−δ1|σ1|2 + c1|γ1|2)B(t, τ) + (−δ1|σ2|2 + c1|γ2|2)(B(t, τ))3−
−δ|η|2B(t, τ)}, 0 < τ < t ≤ T, {σ, γ} ⊂ Rn, η ∈ R, y1 ∈ Rn1 , (10)

в якiй C > 0, δ1 > 0, c1 > 0, δ > 0.
З (7) та (10) за умови A1 одержуємо, як в [1], оцiнку

|∂kx∂kn+1
xn+1

G0(t, x, τ, ξ, xn+1 − ξn+1, y1)| ≤ Ckkn+1(B(t, τ))−M−Mk0−|kn+1|/2Ec(B(t, τ), x, ξ)×

× exp
{
−c |xn+1 − ξn+1|2

B(t, τ)

}
, 0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, {xn+1, ξn+1} ⊂ R, y1 ∈ Rn1 , (11)

де

Ec(t, x, ξ) = exp
{
−c
( |X1(t)− ξ1|2

t
+

|X2(t)− ξ2|2

t3

)}
,

а k ∈ Zn
+, kn+1 ∈ Z1

+ , Ckkn+1 > 0, c > 0 – деякi сталi, Mkl := (|k1|+ |l1|)m1+(|k2|+ |l2|)m2.
При цьому, зокрема, похiдна ∂kxG0(t, x, τ, ξ, z, y1), z = z′+ iz′′ ∈ C, як функцiя аргументу
(B(t, τ))−1/2z при фiксованих t, τ, x, ξ i y є цiлою функцiєю, для якої справджуються
оцiнки

|∂kxG0(t, x, τ, ξ, z, y1)| ≤ Ck(t− τ)−M−Mk0Ec(B(t, τ), x, ξ) exp
{
−c |z′|2

B(t, τ)
+ c′

|z′′|2

B(t, τ)

}
,

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, z ∈ C, y1 ∈ Rn1 , (12)
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де Ck > 0, c > 0, c′ > 0

Нехай Ĝ0(t, x; τ, ξ; ν; y1) ≡ Fz→ν [G0(t, x; τ, ξ; z; y1)]. Тодi функцiя Ĝ0(t, x; τ, ξ; ν; y1),
0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 , ν ∈ R, є ФРЗК для рiвняння(

α(t)∂t − β(t)

n2∑
j=1

x1j∂x2j
− β(t)

( n1∑
j,s=1

bjs(t, y1)∂x1j
∂x1s −

n1∑
j=1

bj(t, y1)∂x1j
ν−

−b0(t, y1)ν2
))

ṽ(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ], (13)

для довiльно фiксованих точок ν ∈ R i y1 ∈ Rn1 .
З оцiнок (12) на пiдставi леми 1.1 з [4, с. 35] про перетворення Фур’є випливають

такi оцiнки:∣∣∣∂kxĜ0(t, x; τ, ξ; ν; y1)
∣∣∣ ≤ Ck(B(t, τ))−M−Mk0Ec(B(t, τ), x, ξ) exp{−cν2B(t, τ)},

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, ν ∈ R y1 ∈ Rn1 . (14)

Тепер, поклавши Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) ≡ Ĝ0(t, x; τ, ξ;D(y1); y1), з оцiнок (14) одержуємо∣∣∣∂kxĜ(t, x; τ, ξ; y1)∣∣∣≤ Ck(B(t, τ))−M−Mk0Ec(B(t, τ), x, ξ) exp{−cB(t, τ)(D(y1))
2},

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ, } ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 , (15)

де k ∈ Zn
+, Ck > 0, c > 0.

При цьому функцiя Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) = F−1
σ→X(B(t,τ))−ξ[V0(t, τ, σ, y1)](t, τ, x, ξ, y1), 0 < τ <

t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 , в якiй V0(t, τ, σ, y1) = V (t, τ, σ,D(y1), y1) згiдно з (8) є
розв’язком рiвняння[
α(t)∂t − β(t)

(
−

n1∑
j,s=1

ajs(t, y1)
(
[σ1j +B(t, τ)σ2j]ς

′
j + σ1jς

′′
j

)(
[σ1s +B(t, τ)σ2s]ς

′
s + σ1sς

′′
s

)
+

+i

n1∑
j=1

aj(t, y1)
(
[σ1j +B(t, τ)σ2j]ς

′
j + σ1jς

′′
j

)
+ a0(t, y1)

)]
V0(t, τ, σ, y1) = 0, (16)

є ФРЗК для рiвняння (1) для кожної фiксованої точки y1 ∈ Rn1 .
Зазначимо, з (10) випливає оцiнка

|V0(t, τ, σ + iγ, y1)| ≤ C exp{(−δ1|σ1|2 + c1|γ1|2)B(t, τ) + (−δ1|σ2|2 + c1|γ2|2)(B(t, τ))3−
−δ(D(y1))

2B(t, τ)}, 0 < τ < t ≤ T, {σ, γ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 , (17)

де C > 0, δ1 > 0, c1 > 0, δ > 0.

3 Властивостi ФРЗК для рiвняння (1)

Оцiнка (17) лежить в основi отримання повного аналiтичного опису Ĝ.
Наведемо деякi властивостi ФРЗК для рiвняння (1).
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Властивiсть 1. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) задовольняють умови А1 i А2.
Тодi справджуються оцiнки∣∣∣∂kx∂ly1Ĝ(t, x; τ, ξ; y1)∣∣∣≤ C(B(t, τ))−(M+Mk0+|l|(1−ε)/2)Ec(B(t, τ), x, ξ)×

× exp{−cB(t, τ)(D(y1))
2}, 0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 , k ∈ Zn

+, |l| ≤ 2. (18)

Доведення. Оцiнимо спочатку похiднi вiд Ĝ за y1. Згiдно з вищевикладеним досить
одержати оцiнку V0(t, τ, ϱ, y1), 0 ≤ τ < t ≤ T , ϱ ∈ Cn, y1 ∈ Rn1 . Диференцiюючи рiвнiсть
(16) за y1j, j ∈ {1, ..., n1}, одержуємо

∂y1jV0(t, τ, ϱ, y1) =

t∫
τ

V0(t, θ; ϱ; y1)×

×
(
−

n1∑
j,s=1

∂y1jajs(θ, y1)
(
[ϱ1j +B(θ, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)(
[ϱ1s +B(θ, τ)ϱ2s]ς

′
s + ϱ1sς

′′
s

)
+

+i

n1∑
j=1

∂y1jaj(θ, y1)
(
[ϱ1j +B(θ, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)
+ ∂y1ja0(θ, y1)

)
V0(θ, τ, ϱ, y1)

β(θ)

α(θ)
dθ.

Використавши умову А2, оцiнку (17), нерiвнiсть

|r|k exp{−c|r|p} ≤ Ck exp{−c0|r|p}, r ∈ R, (19)

в якiй k > 0, p > 0, c > 0, 0 < c0 < c, Ck > 0, одержимо∣∣∂y1jV0(t, τ ; ϱ; y1)∣∣ ≤ C exp
{
(−δ3|σ1|2 + c3|γ1|2)B(t, τ) + (−δ4|σ2|2 + c4|γ2|2)B(t, τ)3−

−δ(D(y1))
2B(t, τ)

}(
(D(y1))

1−ε + (D(y1))
2−ε + (D(y1))

3−ε
)
B(t, τ) ≤

≤ C exp
{
(−δ3|σ1|2 + c3|γ1|2)B(t, τ) + (−δ4|σ2|2 + c4|γ2|2)B(t, τ)3 − δ1(D(y1))

2B(t, τ)
}
×

×
(
B(t, τ)−(1−ε)/2 +B(t, τ)−(2−ε)/2 +B(t, τ)−(3−ε)/2

)
B(t, τ) ≤

≤ C exp
{
(−δ3|σ1|2 + c3|γ1|2)B(t, τ) + (−δ4|σ2|2 + c4|γ2|2)B(t, τ)3 − δ1(D(y1))

2B(t, τ)
}
×

×(B(t, τ))−(1−ε)/2, 0 ≤ τ < t ≤ T, y1 ∈ Rn1 , ϱ ≡ σ + iγ ∈ Cn, (20)

де δ3 > 0, c3 > 0, δ4 > 0, c4 > 0, 0 < δ1 < δ.
Диференцiюючи рiвнiсть (16) за y1j та y1k, {j, k} ⊂ {1, ..., n1}, отримуємо

∂2y1jy1kV0(t, τ, ϱ, y1) =

t∫
τ

V0(t, θ; ϱ; y1)Q(θ, τ, ϱ, y1)
β(θ)

α(θ)
dθ,

де

Q(t, τ, ϱ, y1) =

=
(
−

n1∑
j,s=1

∂y1kajs(t, y1)
(
[ϱ1j +B(t, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)(
[ϱ1s +B(t, τ)ϱ2s]ς

′
s + ϱ1sς

′′
s

)
+

+i

n1∑
j=1

∂y1kaj(t, y1)
(
[ϱ1j +B(t, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)
+ ∂y1ka0(t, y1)

)
∂y1jV0(t, τ, ϱ, y1)+



150 Мединський I.П., ПасiчникГ.С.

+
(
−

n1∑
j,s=1

∂y1jajs(t, y1)
(
[ϱ1j +B(t, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)(
[ϱ1s +B(t, τ)ϱ2s]ς

′
s + ϱ1sς

′′
s

)
+

+i

n1∑
j=1

∂y1jaj(t, y1)
(
[ϱ1j +B(t, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)
+ ∂y1ja0(t, y1)

)
∂y1kV0(t, τ, ϱ, y1)+

+
(
−

n1∑
j,s=1

∂2y1jy1kajs(t, y1)
(
[ϱ1j +B(t, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)(
[ϱ1s + (t− τ)ϱ2s]ς

′
s + ϱ1sς

′′
s

)
+

+i

n1∑
j=1

∂2y1jy1kaj(t, y1)
(
[ϱ1j +B(t− τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)
+ ∂2y1jy1ka0(t, y1)

)
V0(t, τ, ϱ, y1)/

За допомогою умови А2, оцiнок (17), (20) та нерiвностi (19) одержуємо∣∣∣∂2y1jy1kV0(t, τ, ϱ, y1)∣∣∣ ≤ C exp
{
(−δ5|σ1|2 + c5|γ1|2)B(t, τ) + (−δ6|σ2|2 + c6|γ2|2)B(t, τ)3−

−δ1(D(y1))
2(t− τ)

}
(B(t, τ))−2(1−ε)/2, 0 ≤ τ < t ≤ T, y1 ∈ Rn1 , ϱ ≡ σ + iγ ∈ Cn. (21)

Оцiнки (20) та (21) дозволяють одержати повний аналiтичний опис для похiдних за
y1 вiд функцiї Ĝ, тобто похiдних

∂ly1Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) = B(t, τ)−MF−1
σ→z[∂

l
y1
V0(t, τ, σ, y1)](t, τ, x, z, y1)

∣∣∣
z=(X(B(t,τ))−ξ)B(t,τ)

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 .

Зауваження 1. З оцiнок (18) випливають оцiнки∣∣∣∂k1x1
Ĝ(t, x; τ, ξ;x1)

∣∣∣≤ C(B(t, τ))−(M+Mk10
)Ec(B(t, τ), x, ξ)×

× exp{−cB(t, τ)(D(x1))
2}, 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, |k1| ≤ 2,

Властивiсть 2. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) задовольняють умови А1–А3.
Тодi справджуються оцiнки

∀R > 0 ∃C > 0 ∀{y1, z1} ⊂ Rn1 , |y1 − z1| ≤ R :

|∆z1
y1
∂kx∂

l
y1
Ĝ(t, x; τ, ξ; y1)

∣∣∣≤ C|y1 − z1|λ(B(t, τ))−(M+Mk0+|l|(1−ε)/2)Ec(B(t, τ), x, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, k ∈ Zn
+, |l| ≤ 2, (22)

де C > 0, c > 0, λ ∈ (0, 1] з умови А3, ε ∈ (0, 1) з умови А2.

Доведення. Для отримання оцiнки (22) досить одержати оцiнку |∆z1
y1
∂ly1V0(t, τ, ϱ, y1)|,

{y1, z1} ⊂ Rn1 , |y1 − z1| ≤ R, 0 ≤ τ < t ≤ T , ϱ ∈ Cn. Згiдно з (16)

∆z1
y1
V0(t, τ, ϱ, y1) =

t∫
τ

V0(t, θ; ϱ; y1)×

×
(
−

n1∑
j,s=1

∆z1
y1
ajs(θ, y1)

(
[ϱ1j +B(θ, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)(
[ϱ1s +B(θ, τ)ϱ2s]ς

′
s + ϱ1sς

′′
s

)
+
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+i

n1∑
j=1

∆z1
y1
aj(θ, y1)

(
[ϱ1j +B(θ, τ)ϱ2j]ς

′
j + ϱ1jς

′′
j

)
+∆z1

y1
a0(θ, y1)

)
V0(θ, τ, ϱ, z1)

β(θ)

α(θ)
dθ.

Скориставшись умовою А3 та оцiнкою (17), маємо∣∣∣∆z1
y1
V0(t, τ, ϱ, y1)

∣∣∣ ≤ C|y1 − z1|λ exp
{
(−δ3|σ1|2 + c3|γ1|2)B(t, τ) + (−δ4|σ2|2+

+c4|γ2|2)(B(t, τ))3
}
, 0 ≤ τ < t ≤ T, {y1, z1} ⊂ BR, ϱ ≡ σ + iγ ∈ Cn.

Аналогiчно оцiнюємо прирости похiдних за y1, використовуючи (18).

Властивiсть 3. Справджується рiвнiсть∫
Rn

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) dξ = exp
{ t∫

τ

a0(θ, y1)
β(θ)

α(θ)
dθ
}
, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn, y1 ∈ Rn1 . (23)

Доведення. Маємо∫
Rn

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) dξ = F−1
σ→X(B(t,τ))−ξ[V0(t, τ, σ, y1)](t, τ, x, ξ, y1).

Здiйснивши замiну змiнних iнтегрування ξ за формулами X(B(t, τ))−ξ = η, одержуємо∫
Rn

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) dξ =

∫
Rn

(
F−1
σ→η[V0(t, τ, σ, y1)]

)
(t, τ, x, η, y1) dη =

= Fη→0[F
−1
σ→η[V0(t, τ, σ, y1)](t, τ, x, η, y1)] = V0(t, τ, x, 0, y1) = exp

{ t∫
τ

a0(θ, y1)
β(θ)

α(θ)
dθ
}
.

Зауваження 2. З (23) випливає, що
1) для довiльних k ∈ Zn

+ \ {0}, 0 ≤ τ < t ≤ T i x ∈ Rn, y1 ∈ Rn1

∂kx

∫
Rn

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) dξ = 0;

2)

lim
t→τ

∫
Rn

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) dξ = 1

рiвномiрно щодо x ∈ Rn, а якщо a0 = 0∫
Rn

Ĝ(t, x; τ, ξ; y1) dξ = 1, 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 .

В наступнiй властивостi z(1) := (z1, x2), z(2) := (x1, z2), ∆zs
xs
f(·, x, ·) := ∆z(s)

x f(·, x, ·),
s ∈ {1, 2}; BR := {x ∈ Rn, |x| ≤ R}, R > 0.
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Властивiсть 4. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) задовольняють умови А1 i А2, а
непрервна функцiя φ(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, задовольняє умови

|φ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(B(t, τ))−M−1+ε/2Ec(B(t, τ), x, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn

∀R > 0 ∃λs1 ∈ (0, 1), λ11 < ε, λ21 <
ε

3
∀{x, z(s)} ⊂ BR :

|∆zs
xs
φ(t, x; τ, ξ)| ≤ C|xs − zs|λ

s
1(B(t, τ))−M−1+λs

2ms

(
Ec(B(t, τ), x, ξ) + Ec(B(t, τ), z(s), ξ)

)
,

0 ≤ τ < t ≤ T, ξ ∈ Rn, λ12 ≡ ε− λ11, λ22 ≡
ε

3
− λ21, s ∈ {1, 2}.

Тодi функцiя

w(t, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

Ĝ(t, x; θ, y, x1)φ(θ, y; τ, ξ)dy, 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

має неперервнi похiднi ∂k1x1
w, |k1| ≤ 2, и Sw, для яких правильнi формули

∂x1j
w(t, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂x1j
Ĝ(t, x; θ, y;x1)φ(θ, y; τ, ξ)dy, (24)

∂2x1jx1l
w(t, x; τ, ξ) =

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂2x1jx1l
Ĝ(t, x; θ, y;x1)φ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂2x1jx1l
Ĝ(t, x; θ, y;x1)∆

X(B(t,θ))
y φ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

(∫
Rn

∂2x1jx1l
Ĝ(t, x; θ, y; x1)dy

)
φ(θ,X(B(t, θ)); τ, ξ)

dθ

α(θ)
, (25)

Sw(t, x; τ, ξ) = φ(t, x; τ, ξ) +

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y;x1)φ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y;x1)∆
X(B(t,θ))
y φ(θ, y; τ, ξ)dy+

+

t∫
t1

(∫
Rn

SĜ(t, x; θ, y;x1)dy

)
φ(θ,X(B(t, θ)); τ, ξ)

dθ

α(θ)
, (26)

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, B(t, t1) = B(t, τ)/2.

Доведення. Доведення (24) – (26) проводиться модифiкацiєю доведень аналогiчних вла-
стивостей для рiвняння без виродження на початковiй гiперплощинi та рiвнянь з [1],
використовуючи властивостi оцiнних функцiй Ec з [5].
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4 Висновки

Для виродженого параболiчного рiвняння другого порядку типу Колмогорова зi
зростаючими коефiцiєнтами, залежними вiд параметра y1 ∈ Rn1 , та з виродженням на
початковiй гiперплощинi побудовано i дослiджено фундаментальний розв’язок задачi
Кошi. Аналогiчнi результати є правильними для побудови фундаментального розв’язку
задачi Кошi для рiвняння з коефiцiєнтами, залежними вiд t i параметра y, y ∈ Rn.

Отриманi результати можуть бути використанi для дослiдження фундаментального
розв’язу задачi Кошi для рiвняння з виродженням на початковiй гiперплощинi i зро-
стаючими коефiцiєнтами, залежними вiд змiнної x1 ∈ Rn1 .
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Medynskyi I. P., PasichnykH. S. Fundamental solution of the Cauchy problem for an
ultraparabolic equation with increasing coefficients depending on a parameter and with
degeneration on the initial hyperplane, Bukovinian Math. Journal. 12, 2 (2024), 143–153.

For an ultraparabolic Kolmogorov type equation with parameter-dependent increasing
coefficients and with degeneration on the initial hyperplane, a fundamental solution of the
Cauchy problem is constructed and its properties are investigated. The coefficients of the equati-
on are quite smooth, and their growth depends on the growth of some function. Such properties
are important for constructing a fundamental solution of the Cauchy problem for an equation
of Kolmogorov type with increasing coefficients depending on the variables of the main group.


