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ЗАДАЧА КОШI ДЛЯ ВИРОДЖЕНОГО ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ

ТИПУ КОЛМОГОРОВА ДОВIЛЬНОГО ПОРЯДКУ З ОДНIЄЮ

ГРУПОЮ ВИРОДЖЕННЯ

Дослiдження присвячене виродженим параболiчним рiвнянням з блочною структурою,
якi за певних умов є узагальненням добре вiдомого виродженого параболiчного рiвняння
дифузiї з iнерцiєю А.М.Колмогорова.

У цiй працi сформульовано спецiальнi умови Гельдера вiдносно просторових змiнних
на коефiцiєнти таких рiвнянь, за яких доведено iснування класичного фундаментального
розв’язку задачi Кошi, отримано оцiнки для нього та його похiдних, доведено властиво-
стi такi, як нормальнiсть, формулу згортки, єдинiсть. Також отримано коректну розв’я-
знiсть задачi Кошi у спецiальних вагових просторах та iнтегральнi зображення класичних
розв’язкiв однорiдних рiвнянь у виглядi iнтегралiв Пуассона вiд функцiй або узагальнених
мiр, якими задається початкова умова. Описано класи коректностi задачi Кошi.

Отриманi результати можна використати у подальших дослiдженнях задачi Кошi та
крайових задач для лiнiйних i квазiлiнiйних вироджених параболiчних рiвнянь.

Ключовi слова i фрази: вироджене параболiчне рiвняння типу Колмогорова, ультра-
параболiчнi рiвняння довiльного порядку, коректна розв’язнiсть задачi Кошi, iнтегральне
зображення класичних розв’язкiв, iнтеграли Пуассона, азiйськi опцiони, спецiальнi умови
Гельдера, спецiальнi ваговi простори.
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Вступ

У роботi розглянуто виродженi параболiчнi рiвняння довiльного порядку з блочною
структурою з однiєю групою виродження. Такi рiвняння узагальнюють вiдповiднi рiв-
няння другого порядку, що виникають при дослiдженнях азiйських опцiонiв на ринку
цiнних паперiв [1]. За певних умов вони є модифiкацiєю класичного рiвняння дифузiї з
iнерцiєю А. М. Колмогорова [2]. Це рiвняння та його рiзноманiтнi узагальнення вивча-
лися багатьма авторами. Лiнiйнi й нелiнiйнi виродженi параболiчнi рiвняння виникають
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у теорiї броунiвського руху, теорiї конвективної дифузiї, теорiї бiнарних електролiтiв,
у вiковому наближеннi теорiї сповiльнених електронiв, у деяких задачах теорiї ймовiр-
ностей, математичного моделювання азiйських опцiонiв, у бiологiї, економiцi та iнших
галузях науки (див. [3, 4, 5]).

У данiй працi вивчається коректна розв’язнiсть задачi Кошi для рiвнянь типу Кол-
могорова довiльного порядку з однiєю групою виродження, з певною вимогою щодо
вигляду матрицi, що задає блочну структуру рiвняння. Сформульовано умови на кое-
фiцiєнти рiвняння, за яких доведено iснування класичного фундаментального розв’язку
задачi Кошi, отримано оцiнки для нього та його похiдних, доведено властивостi такi,
як нормальнiсть, формулу згортки, єдинiсть. Також доведено коректну розв’язнiсть за-
дачi Кошi, а також iнтегральне зображення класичного розв’язку у виглядi iнтеграла
Пуссона вiд функцiї або узагальненої мiри, якими задається початкова умова.

1 Формулювання задачi, припущення й означення

Розглянемо рiвняння

(SB − A(t, x, ∂x1))u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ], (1)

де b, n1, n2 – натуральнi числа такi, що b > 0, 0 ≤ n2 ≤ n1, n := n1 + n2; x := (x1, x2),
xi := (xi1, ..., xini

), i ∈ {1, 2}; мультиiндекс k ∈ Znj

+ запишемо у виглядi k := (k1, k2), де
ki := (ki1, . . . , kini

) ∈ Zni
+ , |ki| := |ki1|+ . . .+ |kini

|, i ∈ {1, 2}; Π(0,T ] := {(t, x)| t ∈ (0, T ], x ∈
Rn},

SB := ∂t −
n2∑
j=1

(
n1∑
i=1

b1ijx1i

)
∂x2j

, A(t, x, ∂x1) :=
∑

|k1|≤2b

ak1(t, x)∂
k1
x1
. (2)

Перший диференцiальний вираз з (2) у матричнiй формi має вигляд

SB = ∂t − (x,BDx),

де B – матриця розмiру n× n, яка має структуру

B :=

(
O B1

O O

)
, (3)

B1 – матриця, складена з дiйсних чисел bij, i ∈ {1, ..., n1}, j ∈ {1, ..., n2}, O – нульовi
матрицi вiдповiдних розмiрiв, Dx := col(∂x11 , ..., ∂x1n1

, ∂x21 , ..., ∂x2n2
), (·, ·) – скалярний

добуток в Rn.
Використовуватимемо такi умови:
А1. Для матрицi (3), в якiй блок B1 записаний у виглядi

(
B1

1

B1
2

)
, де B1

1 , B1
2 – матрицi

вiдповiдно розмiрiв n2 × n2 i (n1 − n2)× n2, виконується умова: detB1
1 ̸= 0;

А2. Iснує така стала δ > 0, що для всiх (t, x) ∈ Π[0,T ] i σ1 ∈ Rn1 має мiсце оцiнка

Re
∑

|k1|=2b

ak1(t, x)(iσ1)
k1 ≤ −δ

n1∑
j=1

σ2b
1j .
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Рiвняння (1) при виконаннi умов А1 та А2 входять до класу, який часто (див., напри-
клад, [6]) позначається символом EB

21. Вiн узагальнює клас вироджених параболiчних
рiвнянь типу Колмогорова довiльного порядку E21, запроваджений у монографiї [7].
Рiвняння типу (1) узагальнюють рiвняння, якi з’являються в моделях дифузiї з iнер-
цiєю, а також при дослiдженнi математичних моделей азiйських опцiонiв, коли змiннi,
що залежать вiд траєкторiї цiни, включають до простору станiв.

Очевидно, що при виконаннi умови A1 замiна просторових змiнних

x̂1j =


n1∑
i=1

bijx1i, j ∈ {1, ..., n2},

x1j, j ∈ {n2 + 1, ..., n1};
x̂2j = x2j, j ∈ {1, ..., n2} (4)

є невиродженою.
Структура замiни змiнних (4) та її невиродженiсть доводять наступне твердження.

Твердження 1. При виконаннi умови A1 замiна просторових змiнних (4) зводить
рiвняння (1) до рiвняння

(SB̂ − Â(t, x̂, ∂x̂1))û(t, x̂) = 0, (t, x̂) ∈ Π(0,T ], (5)

в якому

B̂ :=

(
O B̂1

O O

)
, B̂1 :=

(
In2

O

)
In2 – одинична матриця порядку n2, O – нульовi матрицi вiдповiдних розмiрiв, дифе-
ренцiальний вираз Â(t, x̂, ∂x̂1) має той самий вигляд, що й вираз A(t, x, ∂x1), його коефi-
цiєнти âij, âi, i â0 виражаються через вираженi в нових змiнних x̂ коефiцiєнти aij, ai i
a0 та елементи матриць B1.

При цьому з виконання умови A2 для рiвняння (1) випливає умова Â2 для рiвняння
(5), яка фактично не вiдрiзняється вiд умови A2.

Надалi використовуватимемо вирази, якi пов’язують просторовi змiннi мiж собою iз
залученням елементiв матрицi B:

X(h) := (X1(h), X2(h)), Xi(h) := (Xi1(h), ..., Xini
(h)), i ∈ {1, 2}, (6)

X1j(h) := x1j, j ∈ {1, ..., n1}, X2j(h) := x2j + h

n1∑
i=1

bijx1i, j ∈ {1, ..., n2}, h ∈ R.

Також позначимо: M := (n1 + 3n2)/2, Mk := (|k1| + 3|k2|)/2, якщо k ∈ Zn
+, k := (k1, k2),

kl := (kl1, ..., klnl
), l ∈ {1, 2}; Ec(t, x; τ, ξ) := exp

{
−c

2∑
l=1

(t− τ)1−2l|Xl(t− τ)− ξl|2
}

, t > τ ,

{x, ξ} ⊂ Rn, c > 0 – деяка стала, вирази для Xl, l ∈ {1, 2}, заданi в (6); ∆ξ1
x1
f(t, x) :=

f(·, (x1, x2))−f(·, (ξ1, x2)), ∆ξ2
x2
f(t, x) := f(·, (x1, x2))−f(·, (x1, ξ2)), де {t, τ} ⊂ R, {x, ξ} ⊂

Rn, f – деяка функцiя.
Cтавитимо на коефiцiєнти рiвняння (1) ще такi умови:
A3. Коефiцiєнти виразу A(t, x, ∂x1) (тобто функцiї ak1(t, x)) є обмеженими, неперерв-

ними за t на вiдрiзку [0, T ] та гельдеровими за просторовими змiнними у такому сенсi:
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∃H1 > 0, ∃α1 ∈ (0, 1] ∀(t, x) ∈ Π[0,T ], ∀z1 ∈ Rn1 :
∣∣∆z1

x1
a(t, x)

∣∣ ≤ H1|x1 − z1|α1 ,

∃H2 > 0, ∃α2 ∈ (1/3, 2/3] ∀(t, x) ∈ Π[0,T ], ∀z2 ∈ Rn2 , ∀h ∈ [0, T ] :∣∣∆z2
x2
a(t, x)

∣∣ ≤ H2(h
3α2/2 + |X2(h)− z2|α2).

∃H3 > 0 ∀(t, x) ∈ Π[0,T ], ∀zi ∈ Rni , i ∈ {1, 2}, ∀h ∈ [0, T ] :∣∣∆z1
x1
∆z2

x2
a(t, x)

∣∣ ≤ H3|x1 − z1|α1(h3α2/2 + |X2(h)− z2|α2),

де a – будь-який iз коефiцiєнтiв ak1 , |k1| ≤ 2b.
A4. В Π[0,T ] iснують обмеженi похiднi ∂k1x1

ak1 , |k1| ≤ 2b, якi задовольняють за просто-
ровими змiнними умову Гельдера у сенсi A3.

Очевидно, що при h = 0 з умови A3 випливають класичнi умови Гельдера для груп
просторових змiнних.

У наступних пунктах роботи вивчатимуться питання щодо класичного фундамен-
тального розв’язку задачi Кошi (далi – КФРЗК) для рiвняння (1) та коректної розв’я-
зностi задачi Кошi у спецiальних вагових проcторах.

2 Класичний фундаментальний розв’язок задачi Кошi

Сформулюємо теореми про iснування та властивостi КФРЗК для рiвняння (1).

Теорема 1. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) задовольняють умови A1–A3. Тодi iснує
КФРЗК Z для цього рiвняння i

|∂kxZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−MkEc(t, x; τ, ξ), |k1|/2 + |k2| ≤ 1,

k = (k1, k2) ∈ Zn
+, 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn; (7)

|SBZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−1Ec(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn.

Для доведення теореми застосуємо невироджену замiну змiнних (4) до рiвняння (1)
й умови теореми. На основi твердження 1 рiвняння (1) буде зведене до рiвняння (5) з
класу E21, а з умов A2–A3 ми отримаємо для цього рiвняння, вiдповiдно, умови Â2–Â3

якi вiдрiзняються вiд перших тiльки тим, що в них вираз X(h) замiнений виразом X̂(h)

який визначений рiвностями

X̂(h) := (X̂1(h), X̂2(h)), X̂i(h) := (X̂i1(h), ..., X̂ini
(h)), i ∈ {1, 2},

X̂ij(h) :=
i−1∑
s=0

1

s!
hsx̂(i−s),j, j ∈ {1, ..., ni}, i ∈ {1, 2}.

Використовуючи результати з [8] для рiвняння з класу E21 при n3 = 0 (а саме, теорему
3 з [8, С.15]) ми одержимо доведення твердження тереми 1.
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Теорема 2. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) задовольняуть умови A1–A4. Тодi iснує
класичний ФРЗК Z∗ для спряженого рiвняння

S∗
Bv(τ, ξ)− A∗(τ, ξ, ∂ξ1) = 0, (τ, ξ) ∈ Π[0,T ),

де

S∗
B := −∂τ +

n2∑
i=1

(
n1∑
j=1

b1jiξ1j

)
∂ξ2i , A∗(τ, ξ, ∂ξ1) :=

∑
|k1|≤2b

(−∂ξ1)k1(āk1(τ, ξ)v(τ, ξ));

функцiя Z∗ пов’язана iз функцiєю Z рiвнiстю

Z∗(τ, ξ; t, x) = Z(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (8)

i для Z виконується формула згортки

Z(t, x; τ, ξ) =

∫
Rn

Z(t, x;λ, y)Z(λ, y; τ, ξ)dy, 0 ≤ τ < λ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (9)

Зауважимо, що рiвнiсть (8) означає властивiсть нормальностi ФРЗК.
Доведення теореми 2 базується на формулi Грiна-Остроградського

t2∫
t1

dθ

∫
BR

(vLu− uL∗v)(θ, y)dy =

∫
BR

(vu)(θ, y)|t2θ=t1
dy−

−
t2∫

t1

dθ

∫
ΓR

(
n2∑
j=1

(
n1∑
s=1

b1sjy1s

)
µ2j

)
(vu)(θ, y)dSy +

t2∫
t1

dθ

∫
ΓR

n1∑
j=1

Bj[v, u](θ, y)µ1jdSy, (10)

де 0 ≤ t1 < t2 ≤ T , BR – сфера в Rn радiусу R з центром в початку координат,
ΓR – її межа, (µ11, ..., µ1n1 , µ21, ..., µ2n2) – одиничний вектор зовнiшньої нормалi до ΓR,
L := SB −A(θ, y, ∂y1), L∗ := S∗

B −A∗(θ, y, ∂y1), Bj[v, u], j ∈ {1, ..., n1}, – бiлiнiйнi форми,
якi мiстять похiднi за y1 вiд u i v не вищого за 2b − 1 порядку; u i v – досить гладкi
функцiї.

Перейшовши у формулi (10) до границi при R → ∞, у випадку дiйснозначних фун-
кцiй ми отримаємо формулу

t2∫
t1

dθ

∫
Rn

(vLu− uL∗v)(θ, y)dy =

∫
Rn

(vu)(θ, y)|t2θ=t1
dy. (11)

Використовуючи оцiнки з теореми 1 i подiбнi оцiнки для Z∗, у формулi (11) ми
можемо покласти u(θ, y) = Z(θ, y; τ, ξ), v(θ, y) = Z∗(θ, y; t, x), t1 = τ +ε i t2 = t−ε, де ε –
мале додатнє число. В одержанiй рiвностi, прямуючи до границi при ε→ 0, отримаємо
формулу (8).
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Рiвнiсть (9) одержується подiбним чином, тiльки потрiбно взяти t1 = λ. Одержимо
рiвнiсть ∫

Rn

Z∗(λ, y; t, x)Z(λ, y; τ, ξ)dy =

∫
Rn

Z∗(t− ε, y; t, x)Z(t− ε, y; τ, ξ)dy,

в якiй необхiдно перейти до границi при ε→ 0 i використати формулу (8).

Теорема 3. (Єдинiсть класичного ФРЗК). Iснує тiльки один нормальний класи-
чний ФРЗК, для якого мають мiсце оцiнки (7).

Нехай Z1 i Z2 – два нормальнi класичнi ФРЗК для рiвняння (1), для яких справджу-
ються оцiнки (7). Покладемо у формулу (11) u(θ, y) = Z1(θ, y; τ, ξ), v(θ, y) = Z2(t, x; θ, y).
Тодi одержимо рiвнiсть∫

Rn

Z1(t2, y; τ, ξ)Z2(t, x; t2, y)dy =

∫
Rn

Z1(t1, y; τ, ξ)Z2(t, x; t1, y)dy (12)

для довiльних t1 i t2 з iнтервалу (τ, t). З довiльностi t1 i t2 випливає, що права i лiва
частини в (12) не залежать нi вiд t1, нi вiд t2, i можна перейти до границi в (12),
попрямувавши t1 → τ , t2 → t. Зробивши це, ми отримаємо

Z1(t, x; τ, ξ) = Z2(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn.

Зауважимо, що властивостi КФРЗК для рiвняння (5) з класу EB
22 ультрапараболi-

чних рiвнянь (другого порядку) дослiджувалися у [1].

3 Коректна розв’язнiсть задачi Кошi

Розглянемо набори функцiй k(t, a) i s(t), t ∈ [0, T ], якi означимо таким способом:

k(t, a) := (k1(t, a1), k2(t, a2)), s(t) := (s1(t), s2(t)),

ki(t, ai) := c0ai(c
2b−1
0 − a2b−1

i t2b(i−1)+1)1−q, i ∈ {1, 2};

s1(t) := k1(t, a1) + 2q−1tq∥B1∥qk2(t, a2), s2(t) := 2q−1k2(t, a2),

де q := 2b/(2b−1), c0 ∈ (0, c), c – стала з оцiнок (7), a := (a1, a2) – набiр таких невiд’ємних
чисел, що T < min

i∈{1,2}
(c0/ai)

(2b−1)/(2b(i−1)+1), ∥B1∥ – норма матрицi B1. Запровадимо ще
таке позначення:

[k(t, a), ξ)] :=
2∑

i=1

ki(t, ai)|ξi|2, t > 0, ξi ∈ Rni , i ∈ {1, 2}.

Зауважимо, що правильними є спiввiдношення

k(0, a) = a, ki(t, ai) ≥ ai, kij(t, aij) ≥ aij, t ∈ [0, T ], j ∈ {1, ..., ni}, i ∈ {1, 2};

k1(t− τ, k1(τ, a1)) = k1(t, a1), k1j(t− τ, k1j(τ, a1j)) = k1j(t, a1j), j ∈ {1, ..., n1};
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k2(t− τ, ki(τ, ai)) ≤ k2(t, ai), k2j(t− τ, k2j(τ, a2j)) ≤ k2j(t, a2j), j ∈ {1, ..., n2},

i справджується нерiвнiсть

−c0
2∑

i=1

t1−2i|Xi(t)− ξi|2 + [k(0, a), ξ] ≤ [k(t, a), X(t)], t ∈ (0, T ], {x, ξ} ⊂ Rn.

Нехай p ∈ [1,∞] i u(t, x), (t, x) ∈ Π[0,T ], – задана комплекснозначна функцiя, вимiрна
для будь-якого t ∈ [0, T ]. Для кожного t ∈ [0, T ] означимо норми

∥u(t, ·)∥k(t,a)
p := ∥u(t, x) exp{−[k(t, a), X(t, 0)]}∥Lp(Rn),

∥u(t, ·)∥s(t)
p := ∥u(t, x) exp{−[s(t), x]}∥Lp(Rn).

Використовуватимемо також простори:
L

k(t,a)
p , t ∈ [0, T ], p ∈ [1,∞], – простори вимiрних функцiй φ : Rn → C, для яких є

скiнченними норми ∥φ∥k(t,a)
p ;

Mk(0,a) – простiр злiченно-адитивних функцiй µ : B → C (узагальнених борельових
мiр в Rn), якi задовольняють умову

∥µ∥k(0,a) :=

∫
Rn

exp{−[k(0, a), x]}d|µ|(x) <∞,

де B – σ-алгебра борельових множин простору Rn, а |µ| – повна варiацiя µ;
L
−s(T )
1 – простiр вимiрних функцiй ψ : Rn → C зi скiнченною нормою

∥ψ∥−s(T )
1 := ∥ψ(x) exp{−[s(T ), x]}∥L1(Rn);

C
−s(T )
0 – простiр неперервних функцiй ψ : Rn → C таких, що при |x| → ∞ маємо

|ψ(x)| exp{[s(T ), x]} → 0. Норму в C−s(T )
0 означимо формулою

∥ψ∥−s(T )
∞ := sup

x∈Rn

(|ψ(x)| exp{[s(T ), x]}).

Враховуючи означення точок Xi(t), i ∈ {1, 2}, та нерiвностi (1.3.9), (1.3.10) з [7],
маємо такi нерiвностi:

|X2(t)|2 =
∣∣x2 + t((B1)′x′1)

′∣∣2 ≤ 2
(
|x2|2 + t2|((B1)′x′1)

′|2
)
≤ 2

(
|x2|2 + t2∥B1∥2|x1|2

)
,

та аналогiчно
|X2j(t)|2 ≤ 2

(
|x2j|2 + t2∥B1∥2|x1j|2

)
, j ∈ {1, ..., n2}.

Iз цих нерiвностей випливає нерiвнiсть

exp{−[s(t), x]} ≤ exp{−[k(t, a), x]},

i тому
∥u(t, ·)∥s(t)

p ≤ ∥u(t, ·)∥k(t,a)
p , t ∈ [0, T ], p ∈ [1,∞].

Оскiльки за означенням s(t) ≥ k(0, a), t ∈ [0, T ], то для φ ∈ L
k(0,a)
p маємо

∥φ∥s(t)
p ≤ ∥φ∥k(0,a)

p , t ∈ [0, T ], p ∈ [1,∞].
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Теорема 4. Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (1) виконуються умови A1–A4 i p ∈ [1,∞].
Тодi правильними є такi твердження:

1) для будь-яких функцiй φ ∈ L
k(0,a)
p формула

u(t, x) :=

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ], (13)

визначає єдиний в шарi Π(0,T ] розв’язок однорiдного рiвняння (1);
iснує стала C > 0, яка не залежить вiд φ ∈ L

k(0,a)
p , така, що для довiльного t ∈ (0, T ]

справджуються оцiнки
∥u(t, ·)∥k(t,a)

p ≤ C∥φ∥k(0,a)
p ;

для p ∈ [1,∞) справджується рiвнiсть lim
t→0

∥u(t, ·) − φ(·)∥s(t)
p = 0, а для p = ∞ –

граничнi спiввiдношення u(t, ·) →
t→0

φ у слабкому сенсi, тобто для будь-яких функцiй

ψ : Rn → C з простору L−s(T )
1 виконуються спiввiдношення

lim
t→0

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)φ(x)dx;

2) для будь-якої узагальненої мiри µ ∈Mk(0,a) формула

u(t, x) :=

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)dµ(ξ), (t, x) ∈ Π(0,T ], (14)

визначає єдиний в шарi Π(0,T ] розв’язок однорiдного рiвняння (1);
iснує стала C > 0, яка не залежить вiд µ ∈Mk(0,a), така, що для довiльного t ∈ (0, T ]

справджуються оцiнки
∥u(t, ·)∥k(t,a)

1 ≤ C∥µ∥k(0,a);

справджується граничне спiввiдношення u(t, ·) →
t→0

µ у слабкому сенсi, тобто для

будь-яких функцiй ψ : Rn → C з простору C−s(T )
0 виконуються спiввiдношення

lim
t→0

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)dµ(x).

Наступна теорема є в певному сенсi оберненою до теореми 4.

Теорема 5. Нехай виконуються умови A1–A4 i u – розв’язок в Π(0,T ] однорiдного рiв-
няння (1), який задовольняє умову

∥u(t, ·)∥k(t,a)
p ≤ C, t ∈ (0, T ], (15)

з деякими C > 0 i p ∈ [1,∞]. Тодi для p ∈ (1,∞] iснує єдина функцiя φ ∈ L
k(0,a)
p , а

для p = 1 – єдина узагальнена мiра µ ∈ Mk(0,a), такi, що розв’язок u зображується
вiдповiдно у виглядi (13) або (14).
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Нехай Up, p ∈ [1,∞], – класи усiх розв’язкiв однорiдного рiвняння (1), якi при ко-
жному t ∈ (0, T ] належать до просторiв L

k(t,a)
p як функцiї x i для яких виконується

умова (15). Iз теорем 4 i 5 випливають такi важливi наслiдки.

Наслiдок 1. Множинами початкових значень розв’язкiв iз класiв Up, p ∈ (1,∞], та U1

є вiдповiдно простори Lk(0,a)
p та Mk(0,a) i тiльки вони.

Наслiдок 2. Класи Up, p ∈ (1,∞], i U1 є множинами значень операторiв Пуассона,
визначених формулами (13) i (14) на просторах вiдповiдно Lk(0,a)

p i Mk(0,a), причому цi
оператори є iзоморфiзмами.

Для отримання результатiв, сформульованих у теоремах 4 i 5, використовується
методика, подiбна до працi [7].

Висновки

У роботi розглянуто виродженi параболiчнi рiвняння типу Колмогорова довiльного
порядку з блочною структурою з однiєю групою виродження. Такi рiвняння узагальню-
ють вiдповiднi рiвняння другого порядку, що виникають при дослiдженнях азiйських
опцiонiв на ринку цiнних паперiв.

У статтi сформульовано спецiальнi умови Гельдера вiдносно просторових змiнних
на коефiцiєнти рiвнянь, за яких доведено iснування класичного фундаментального
розв’язку задачi Кошi та ряд його властивостей: його оцiнки i оцiнки його похiдних, нор-
мальнiсть, формулу згортки, єдинiсть нормального КФРЗК. Також отримано коректну
розв’язнiсть задачi Кошi у спецiальних вагових просторах та iнтегральне зображення
класичних розв’язкiв однорiдних рiвнянь у виглядi iнтегралiв Пуассона вiд функцiй або
узагальнених мiр, якими задається початкова умова. Описано класи коректностi задачi
Кошi. При цьому одержано оцiнки в спецiальних вагових нормах iнтегралiв Пуассона,
породжених КФРЗК, та дослiджена їх гранична поведiнка.

Наведенi результати є досить точними. З них, зокрема, випливає повна характериза-
цiя розглянутих класiв розв’язкiв. Цим самим для таких розв’язкiв розв’язана задача,
яка є важливою класичною задачею теорiї аналiтичних та гармонiчних функцiй. Вона
полягає у вiдшуканнi умов на розв’язки рiвнянь, визначених в областi, якi гарантують
iснування їхнiх граничних значень на межi областi.

Зауважимо, що подiбнi виродженi параболiчнi рiвняння з блочною структурою дру-
гого порядку вивчалися у [1] i [9], аналогiчнi результати для так званих L-розв’язкiв
задачi Кошi для таких рiвнянь отримано в [6].

Отриманi результати є реалiзацiєю вiдомого пiдходу Ейдельмана–Iвасишена [7]. Во-
ни можуть бути використанi у подальших дослiдженнях задачi Кошi та крайових задач
для лiнiйних i квазiлiнiйних вироджених параболiчних рiвнянь, а також у теорiї мар-
ковських процесiв, густиною ймовiрностi переходу яких є ФРЗК для рiвнянь iз класу
EB

22.



78 Дронь В.С.1, Мединський I.П.1,2

Список лiтератури

[1] Dron V.S., Medynskyi I.P. On fundamental solution of the Cauchy problem for ultra-parabolic
equations in the Asian options models. Math. Modeling and Computing 2024, 11 (2), 593–606.
https://doi.org/10.23939/mmc2024.02.593

[2] Kolmogoroff A. Zufällige Bewegungen (Zur Theorie der Brownschen Bewegung). Ann.Math. 1934, 35,
No.1, 116–117. – https://doi.org/10.2307/1968123

[3] Pascucci A. Kolmogorov Equations in Physics and in Finance. Progress in Nonlinear Differential Equati-
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Dron V.S.1, Medynskyi I.P.1,2 Cauchy problem for degenerated parabolic equations of Kolmo-
gorov type of arbitrary order with one group of degeneration, Bukovinian Math. Journal. 12, 2
(2024), 69–79.

The investigation is devoted to degenerated parabolic equations of arbitrary order with block
structure and with one group of degeneration. Such equations generalize the corresponding
second-order equations that arise in the studying of Asian options on financial markets. Under
some conditions they generalize well-known Kolmogorov’s equation of diffusion with inertia.

In the work, for the given equations we study the classical fundamental solutions and soluti-
ons of the Cauchy problem. For the coefficients of the equations we apply special Hölder condi-
tions with respect to spatial variables. Under these conditions, we prove such results as existing
of classic fundamental solution of the Cauchy problem (further – CFSCP), the estimations of
it and of its derivatives, the normality property, the convolution formula, the uniqueness of the
normal CFSCP. Also, the well-posedness of the Cauchy problem in special weighed spaces, the
integral presentation of classic solutions of the Cauchy problem for homogeneous equations (in
the form of Poisson integrals of functions or generalized measures which are given by the initial
condition) of classic solutions of the Cauchy problem for homogeneous equations are obtained.
Limiting behavior of the Poisson integrals was investigated. Classes of well-posedness of the
Cauchy problem are described.
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The presented results are quite accurate. In particular, they lead to a complete characteri-
zation of the considered classes of solutions. It solves a problem for such solutions, which is
an important classical problem of the theory of analytic and harmonic functions. It consists in
finding conditions for solutions of equations defined in a domain that guarantee the existence
of their limiting values on the boundary of the domain.

Previous, the similar degenerated parabolic second-order equations with block structure
have been studied, and similar results for the so-called L-solutions of the Cauchy problem for
such equations have been obtained.

The results obtained in the work are realization of well-known Eidelman–Ivasyshen app-
roach. Ones can be used to advanced studying of the Cauchy problem and boundary value
problems for linear and quasi-linear degenerated parabolic equations as well as in the theory of
Markov processes, the transition probability density of which is the CFSCP for the second-order
equations.


