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СИНГУЛЯРНI ФУНКЦIЇ, ПОВ’ЯЗАНI З МАРКОВСЬКИМ

ЗОБРАЖЕННЯМ ЧИСЕЛ

У статтi вводиться в розгляд трисимвольне марковське зображення чисел, що
грунтується на розкладi числа в ряд

x =

α1−1∑
i=0

qi +
∞∑
k=1

qα1

αk−1∑
i=0

qαki

k−1∏
j=1

qαjαj+1

 = ∆α1α2...αk..., αk ∈ A = {0, 1, 2},

де ∥qij∥ — додатня стохастична матриця (матриця перехiдних ймовiрностей), (q0; q1; q2) —
додатний стохастичний вектор. Дане зображення є узагальненням класичного трiйкового
зображення чисел i спiвпадає з ним при qi =

1
3 = qij ∀i, j ∈ A. Описано тополого-метричнi

властивостi цилiндрiв марковського зображення, зокрема виписано основне метричне
вiдношення довжин цилiндрiв попереднього i наступного рангiв. Введено поняття
марковсько-нормального числа i доведено, що множина чисел, асимптотична частота ко-
жної цифри i яких вiдповiдно рiвна

∑
i∈A

qjqji, i, j ∈ A, має повну мiру Лебега.

Введена в розгляд функцiя (iнверсор цифр), означена рiвнiстю

I(x = ∆α1α2...αn...) = ∆[2−α1][2−α2]...[2−αn]....

Доведено, що функцiя I є неперервною строго спадною функцiєю на вiдрiзку [0; 1]. На
основi поняття цилiндричної похiдної знайдено вираз похiдної функцiї I в точцi.
Використовуючи нормальну властивiсть числа за його марковським зображенням i
отриманий вираз похiдної знайдено умови, рiвностi похiдної нулю майже в кожнiй точцi
одничного вiдрiзка у розумiннi мiри Лебега, тобто умови сингулярностi функцiї I.

Ключовi слова i фрази: сингулярна функцiя, нормальна властивiсть числа, марковське
зображення дiйсних чисел, iнверсор цифр зображення.
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Вступ

Неперервна строго зростаюча функцiя розподiлу випадкової величини, цифри трiй-
кового зображення якої є випадковими величинами з марковською залежнiстю, iндукує
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нову систему кодування дробової частини дiйсного числа (марковське трисимвольне
зображення) [5]. Це є аналогом вiдомого двосимвольного марковського зображення, що
вивчалось у роботах [1, 2], яке заслуговувало на окрему увагу в силу мiнiмальностi
алфавiту. Геометрiя цього зображення чисел, породжена залежнiстю цифр, продукує
складнiшi тополого-метричнi властивостi множин рiзного роду особливостей функцiй,
визначених автоматами зi скiнченною пам’яттю у просторах марковських зображень.

Cтаття присвячена однiй сингулярнiй функцiї (неперервнiй функцiї, вiдмiннiй вiд
константи, похiдна якої дорiвнює нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега), озна-
ченiй в термiнах марковського зображення чисел. Розглядувана функцiя вiдноситься
до класу "iнверсорiв цифр прикладами таких є iнверсор цифр Q2-зображення чисел [6],
iнверсор цифр Q∗

2-зображення [3], iнверсор цифр Q3-зображення чисел [7] тощо. Для
доведення сингулярностi iнверсора цифр поглиблюється ергодична теорiї марковського
зображення чисел, а саме вводиться марковсько-нормальна властивiсть числа.

1 Марковське трисимвольне зображення дiйсних чисел

Нехай A ≡ {0, 1, 2} – алфавiт, L = A × A × ... – простiр послiдовностей елементiв

алфавiту, q0, q1, q2 – фiксований набiр додатних чисел такий, що
2∑

i=0

qi = 1, ∥qij∥ —

стохастична матриця 3-го порядку (
2∑

j=0

qij = 1, ∀i ∈ A, qij > 0).

Теорема 1. Для довiльного числа x ∈ [0; 1] iснує (αn) ∈ L така, що має мiсце рiвнiсть

x = βα1 +
∞∑
k=1

βαkαk+1

k−1∏
j=1

qαjαj+1
= ∆α1α2...αk..., (1)

де βα1 =

α1−1∑
i=0

qi, βαkαk+1
= qα1

αk−1∑
i=0

qαki.

Доведення. Доведемо iснування розкладу для довiльного числа x ∈ [0; 1]. Зазначимо,
що має мiсце рiвнiсть x ∈ [0; 1] = [β0; β1] ∪ [β1; β2] ∪ [β2; β3] =

∪2
i=0 [βi; βi+1]. Тодi iснує

α1 ∈ A таке, що x ∈ [βα1 ; βα1+1], тобто

βα1 ≤ x < βα1+1, 0 ≤ x− βα1 ≡ x1 < βα1+1 − βα1 = qα1 ⇒ x = βα1 + x1.

Якщо x1 = 0, то x = βα1 = ∆α1(0). Тобто αn = 0 ∀n > 1.
Якщо x1 > 0, то можна знову запустити аналогiчний процес:

x1 ∈ [0; qα1) =
2∪

i=0

[βα1i; βα1(i+1),

то iснує α2 ∈ A таке, що
βα1α2qα1 ≤ x1 < βα1(α2+1)qα1 ,
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тобто
0 ≤ (x1 − βα1α2qα1) ≡ x2 < qα1(βα1(α2+1) − βα1α2)

0 ≤ x2 < qα1qα1α2 .

Отже, x1 = βα1α2qα1 + x2, а x = βα1 + βα1α2qα1 + x2.

Якщо x2 = 0, то x = βα1 + βα1α2qα1 = ∆α1α2(0)∀n > 2.
Продовжуючи цей процес, знайдемо числа α3, α4, ..., αn i x3, x4, ..., xn, такi, що

0 ≤ xn−1 − βαn−1αnqα1qα1α2 ...qαn−2αn−1 = xn i

x = βα1 + βα1α2qα1 + ...+ βαn−1αnqα1qα1α2 ...qαn−2αn−1 + xn.

Аналогiчно, записуємо, що оскiльки

xn ∈ [0; qα1

n−1∏
k=1

qαkαk+1
) =

2∪
i=0

[βαni; βαn(i+1)),

то iснує αn+1 ∈ A, таке, що

0 ≤ xn − βαnαn+1qα1qα1α2 ...qαn−1αn ≡ xn+1 < qα1qα1α2 ...qαk−1αk
qαkαk+1

= qα1

n∏
k=1

qαkαk+1
.

Цей процес є нескiнченним, але збiжним, оскiльки xn+1 < (max {q00, q01, q10, q11})n → 0

(n → ∞). Отже, розклад числа x в ряд (1) iснує, що й доводить теорему.

Запис числа x у формi ряду (1) називається марковським представленням цього
числа, а формальний запис x = ∆α1α2...αn... – його марковським зображенням, елемент
αn називають n-ою цифрою (символом) марковського зображення числа x.

Iснують числа, що мають два зображення. Це числа виду:

∆α1α2...αk−1i(2) = ∆α1α2...αk−1[i+1](0), i ∈ {0, 1}.

Їх називатимемо марковсько-бiнарними. Решта чисел мають єдине зображення, їх на-
зиватимемо марковсько-унарними.

2 Геометрiя марковського зображення чисел

Пiд геометрiєю марковського зображення чисел ми розумiємо геометричний змiст
цифр, метричнi спiввiдношення та геометричнi властивостi множин чисел (фiгур), що
мають на фiксованих мiсцях заданi марковськi цифри. Такими множинами є цилiндри,
напiвцилiндри, хвостовi множини тощо [4].

Означення 1. Нехай (c1, c2, ..., cn) – фiксований впорядкований набiр цифр алфавiту
A. Цилiндром рангу n з основою (c1c2...cn) називається множина ∆c1c2...cn всiх чисел
x ∈ [0; 1], якi мають наступне марковське зображення x = ∆c1c2...cnαn+1...αn+m..., αn+i ∈ A.
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Цилiндр ∆c1...cn є вiдрiзком з кiнцями a = ∆c1...cn(0) i b = ∆c1...cn(2), тобто ∆c1...cn =

[a; b]. Його внутрiшнiсть будемо позначати через ∇c1...cn i називатимемо цилiндричним
iнтервалом, тобто ∇α1...αn = int∆c1...cn = (a, b).

Вивчимо властивостi цилiндрiв.
Властивiсть 1. Для довiльного (c1, ..., cn) ∈ An має мiсце рiвнiсть

∆c1...cn = ∆c1...cn0 ∪∆c1...cn1 ∪∆c1...cn2.

Випливає безпосередньо з означення цилiндра.
Властивiсть 2. ∀i = 0, 1 виконуються рiвностi:

max∆c1...cni = min∆c1...cn(i+1), max∆c1...cn2 = max∆c1...cn , min∆c1...cn0 = max∆c1...cn .

Властивiсть 3. Основне метричне вiдношення обчислюється за формулою:

|∆c1...cnij|
|∆c1...cni|

= qij, де i, j ∈ A.

З властивостi 1 для цилiндрiв (n+1)-го рангу маємо:

∆c1...cni = ∆c1...cni0 ∪∆c1...cni1 ∪∆c1...cni2, i ∈ A.

З врахуванням властивостi 2, перепишемо останню рiвнiсть у виглядi:

|∆c1...cni| = |∆c1...cni0|+ |∆c1...cni1|+ |∆c1...cni2|,

1 =
|∆c1...cni|
|∆c1...cni|

=
|∆c1...cni0|
|∆c1...cni|

+
|∆c1...cni1|
|∆c1...cni|

+
|∆c1...cni2|
|∆c1...cni|

.

Тодi

|∆c1...cni2|
|∆c1...cni|

= 1−qi0−qi1 = qi2,
|∆c1...cni1|
|∆c1...cni|

= 1−qi0−qi2 = qi1,
|∆c1...cni0|
|∆c1...cni|

= 1−qi1−qi2 = qi0.

Властивiсть 4. Довжина цилiндра ∆α1...αn обчислюється за формулою

|∆α1...αn | = qα1

n−1∏
i=1

qαiαi+1
.

З властивостi 3 цилiндрiв n-го рангу маємо:

|∆α1...αn | = qα[n−1]αn |∆α1...α[n−2]α[n−1]
| = ... = qα[n−1]αnqα[n−2α[n−1]

...qα2α3qα1α2 |∆α1 | =

= qα1

n−1∏
i=1

qαiαi+1
.

Властивiсть 4. Для довiльної послiдовностi (αn) ∈ L: |∆α1...αn | → 0 (n → ∞). Випли-
ває з того, що |∆α1...αn | ≤ (maxi∈A qi)(maxi,j∈A {qij})n−1 → 0 (n → ∞).

Властивiсть 5. Цилiндри одного рангу не перетинаються або збiгаються (рiвнi), при-
чому ∆c1c2...cn = ∆c′1c

′
2...c

′
n
⇔ ci = c′i, i = 1,m.

Властивiсть 6. Для довiльної послiдовностi (cn) ∈ L, iснує єдина точка x ∈ [0; 1], та-

ка, що належить всiм цилiндрам послiдовностi, тобто x =
∞∩
n=1

∆c1c2...cn = ∆c1c2...cn....
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3 Марковсько-нормальнi властивостi числа

Нехай Ni(x, k) – кiлькiсть цифр i в марковському зображеннi числа x до k-го мi-
сця включно. Тодi границя (якщо вона iснує) νi(x) = lim

k→∞
Ni(x,k)

k
називається частотою

(асимптотичною частотою) цифри i в марковському зображеннi числа x.

Лема 1. Якщо в марковському зображеннi числа x iснують νi1(x) i νi2(x), де i1 ̸= i2 та
i1, i2 ∈ {0, 1, 2} то iснує ν3−i1−i2(x).

Доведення. Згiдно означення з введених позначень можемо записати:

N0(x, k) +N1(x, k) +N2(x, k) = k,

тодi
N0(x, k)

k
+

N2(x, k)

k
+

N2(x, k)

k
= 1.

Тодi, якщо iснують границi lim
k→∞

Ni1
(x,k)

k
i lim
k→∞

Ni2
(x,k)

k
, то

lim
k→∞

Ni1(x, k)

k
+ lim

k→∞

Ni1(x, k)

k
= lim

k→∞
(1− N3−i1−i2(x, k)

k
),

тобто
νi1(x) + νi2(x) = 1− ν3−i1−i2(x).

Означення 2. Число x = ∆α1α2...αn... називається марковсько-нормальним, якщо для
його частот справджуються рiвностi

νj =
∑
i∈A

qiqij, ∀i, j ∈ A. (2)

Теорема 2. Мiра Лебега множини всiх марковсько-нормальних чисел вiдрiзка [0; 1]

дорiвнює 1.

Доведення. Доведемо, що для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) чисел x одиничного
вiдрiзка виконується рiвнiсть

lim
k→∞

Nj(x, k)

k
=

∑
i∈A

qiqij, ∀j ∈ A.

Розглянемо функцiю f(x), таку що

f(x = ∆α1α2...αn...) = ∆Q3
α1α2...αn...,

де ∆Q3
α1α2...αn... = α1q

′
1−α1

+
∞∑
n=2

αnq
′
1−αn

n−1∏
k=1

q′αk
— Q3-зображення чисел з параметрами

q′0 = q0q00 + q1q10 + q2q20, q′1 = q0q01 + q1q11 + q2q21, q′2 = q0q02 + q1q12 + q2q22.
Вiдомо [7], що мiра Лебега тих чисел x = ∆Q3

α1...αn..., для частот яких мають мiсце
рiвностi ν0(x) = q0, ν1(x) = q1, ν2(x) = q2, є повною, а тому властивiсть числа мати
частоти цифр 0, 1, 2 вiдповiдно рiвними q0, q1, q2 є нормальною.
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Оскiльки функцiя f є проєктором цифр двох топологiчно еквiвалентних зображень
(трисимвольного марковського зображення в Q3-зображення чисел), а тому є бiєкцiєю
[0; 1] в [0; 1], то

νi(y) = lim
n→∞

Ni(y, n)

n
= lim

n→∞

Ni(x, n)

n
= q′i, i = {0, 1, 2}.

Отже, множина тих чисел, якi в марковському трисимвольному зображеннi мають ча-
стоти цифр вiдповiдно рiвнi q′0, q′1, q′2, є множиною повної мiри.

Введемо такi фiксованi частоти для пари цифр (ij), ∀i, j ∈ A. Нехай Nij(x, n) –
кiлькiсть тих k ≤ n для яких αk(x) = i i αk+1(x) = j в марковському зображеннi
числа x до n-го мiсця включно. Тодi границя (якщо вона iснує) νij(x) = lim

n→∞
Nij(x,n)

n

називається частотою пари (i, j) в марковському зображеннi числа x.

Означення 3. Число x = ∆α1α2...αn..., для частот пар цифр якого справджуються рiв-
ностi

νj(x) = ν0j + ν1j + ν2j = q0q0j + q1q1j + q2q2j, де νij = qiqij, (i, j) ∈ A,

називається марковсько-нормальним.

4 Iнверсор цифр марковського зображення

Розглядається функцiя (iнверсор цифр), означена рiвнiстю:

I(x = ∆α1α2...αn...) = ∆[2−α1][2−α2]...[2−αn]....

Очевидно, що означення функцiї I є коректним на множинi чисел, що мають два фор-
мально рiзних зображення: I(∆α1α2...αn(0)) = I(∆α1α2...[αn−1](2)).

Теорема 3. Функцiя I є неперервною cтрого спадною функцiєю на вiдрiзку [0; 1].

Доведення. Неперервнiсть функцiї I у множинi марковсько-бiнарних точках є наслiд-
ком коректностi її означення. Покажемо неперервнiсть функцiї у множинi марковсько-
унарних точках, тобто що виконується рiвнiсть lim

x′→x
|I(x′)− I(x)| = 0, де x – марковсько-

унарне число. Нехай x = ∆α1...αm..., x′ = ∆c1...cm.... Умова x′ → x рiвносильна тому, що
m → ∞, де αm(x) ̸= cm(x

′), але aj(x) = cj(x
′) при j < m. Нехай am = 1 та c′m ̸= 1 – m-тi

цифри марковського числа вiдповiдно для I(x) та I(x′). Тодi

lim
x′→x

|I(x′)− I(x)| = lim
m→∞

m−1∏
i=1

q[2−αj−1][2−αj ] · |A| = 0,

A ≡ β[2−cm][2−cm+1]−β1[2−αm+1]+β[2−cm+1][2−cm+2]q[2−cm][2−cm+1]−β[2−αm+1][2−αm+2]q1[2−αm+1]+....
Отже, I(x) неперервна в усiх точках вiдрiзка [0; 1]. Тепер доведемо, що iнверсор є

спадною функцiєю на вiдрiзку [0; 1]. Розглянемо x1 i x2 такi, що x1 = ∆α1...αn−1αn... <
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x2 = ∆α1...αn−1α′
n..., причому αn < α′

n, тодi 2− αn > 2− α′
n i

I(x1)− I(x2) = ∆[2−α1][2−α2]...[2−αn−1][2−αn]... −∆[2−α1][2−α2]...[2−αn−1][2−α′
n]... =

= (β[2−αn−1][2−αn] − β[2−αn−1][2−α′
n])

n−2∏
j=1

q[2−αj ][2−αj+1]+

+ (β[2−αn][2−αn+1] − β[2−α′
n][2−α′

n+1]
)
n−1∏
j=1

q[2−αj ][2−αj+1] + . . . > 0.

Тому I(x1) > I(x2) при x1 < x2, тобто функцiя I є монотонно спадною на [0; 1].

Теорема 4. Якщо I ′(x) iснує, то

I ′(x) = − lim
n→∞

|I(∆α1(x)α2(x)...αn(x))|
|∆α1(x)α2(x)...αn(x)|

= −
q[2−α1]

qα1

lim
n→∞

∏
i,j∈A

(
q[2−i][2−j]

qij

)Nij(x,n)−N[2−i][2−j](x,n)

n

.

Доведення. Оскiльки функцiя I є монотонною на [0; 1], то згiдно з теоремою Лебега
вона має скiнченну похiдну майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега. Скористаємось ци-
лiндричною похiдною. Тодi

− I ′(x) = lim
n→∞

|I(∆α1(x)α2(x)...αn(x))|
|∆α1(x)α2(x)...αn(x)|

= lim
n→∞

|∆[2−α1(x)][2−α2(x)]...[2−αn(x)]|
|∆α1(x)α2(x)...αn(x)|

=

= lim
n→∞

q[2−α1]

∏n−1
i=1 q[2−αi][2−αi+1]

qα1

∏n−1
i=1 qαiαi+1

=

= lim
n→∞

q[2−α1]

qα1

· q
N22(x,n)
00 q

N21(x,n)
01 q

N20(x,n)
02 q

N12(x,n)
10 q

N11(x,n)
11 q

N10(x,n)
12 q

N02(x,n)
20 q

N01(x,n)
21 q

N00(x,n)
22

q
N00(x,n)
00 q

N01(x,n)
01 q

N02(x,n)
02 q

N10(x,n)
10 q

N11(x,n)
11 q

N12(x,n)
12 q

N20(x,n)
20 q

N21(x,n)
21 q

N22(x,n)
22

= lim
n→∞

q[2−α1]

qα1

· q
N22(x,n)−N00(x,n)
00 q

N21(x,n)−N01(x,n)
01 q

N20(x,n)−N02(x,n)
02 q

N12(x,n)−N10(x,n)
10

q
N12(x,n)−N10(x,n)
12 q

N20(x,n)−N02(x,n)
20 q

N21(x,n)−N01(x,n)
21 q

N22(x,n)−N00(x,n)
22

=

=
q[2−α1]

qα1

lim
n→∞

∏
i,j∈A

(
q[2−i][2−j]

qij

)Nij(x,n)−N[2−i][2−j](x,n)

n

.

Теорема 5. Якщо принаймнi для однiєї з пар q00 ̸= q22, q01 ̸= q21, q02 ̸= q20 або q10 ̸= q12,
то iнверсор I є сингулярною функцiєю (тобто неперервною функцiєю похiдна якої рiвна
нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега).

Доведення. Нехай W – множина точок, для яких iснує похiдна скiнченна I ′(x), а B

– множина марковсько-нормальних чисел. Оскiльки мiри Лебега λ(W ) = λ(B) = 1, то
λ(W ∩B) = 1. Покажемо, що I ′(x) = 0 для будь-якого x = ∆α1α2...αn... ∈ W ∩B. Оскiльки
x ∈ B, то

νij(x) = qiqij, i, j ∈ A.
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Взявши до уваги теорему 4, обчислимо похiдну

− I ′(x) =
q[2−α1]

qα1

lim
n→∞

∏
i,j∈A

(
q[2−i][2−j]

qij

)Nij(x,n)−N[2−i][2−j](x,n)

n

=
q[2−α1]

qα1

·

· lim
n→∞

((q00
q22

)N22(x,n)
n

−N00(x,n)
n

(q01
q21

)N21(x,n)
n

−N01(x,n)
n

(q02
q20

)N20(x,n)
n

−N02(x,n)
n

(q10
q12

)N12(x,n)
n

−N10(x,n)
n

)n

=
q[2−α1]

qα1

lim
n→∞

(((
q00
q22

)q22( q01
q21

)q21( q02
q20

)q20)q2((
q00
q22

)q00( q01
q21

)q01( q02
q20

)q02)q0 ·
(q10
q12

)q1(q12−q10)
)n

.

Оцiнимо значення виразу
((

q00
q22

)q22
(

q01
q21

)q21
(

q02
q20

)q20
)q2((

q00
q22

)q00
(

q01
q21

)q01
(

q02
q20

)q02
)q0 ·

(
q10
q12

)q1(q12−q10):

• якщо q00 < q22, q01 < q21, q02 < q20, q10 < q12, то((
q00
q22

)q22( q01
q21

)q21( q02
q20

)q20)q2((
q00
q22

)q00( q01
q21

)q01( q02
q20

)q02)q0 ·
(q10
q12

)q1(q12−q10)< 1;

• якщо хоча б одна з умов q00 < q22, q01 < q21, q02 < q20 порушується (не порушуючи
загальностi, припустимо, що q00 > q22), але q10 < q12 та q2 < q0, то

q00
q22

> 1,

(
q00
q22

)q2q22(
q00
q22

)q0q00 < 1,

((
q01
q21

)q21( q02
q20

)q20)q2((
q01
q21

)q01( q02
q20

)q02)q0 ·
(q10
q12

)q1(q12−q10)< 1;

• якщо ж усi умови попереднього випадку зберiгаються, але q2 > q0, то

q00
q22

> 1,
q2
q0

< 1,

((
q01
q21

)q21( q02
q20

)q20)q2((
q01
q21

)q01( q02
q20

)q02)q0 ·
(q10
q12

)q1(q12−q10)< 1.

Цей випадок аналогiчним чином працює i для iнших пар з умов

q00 < q22, q01 < q21, q02 < q20;

• якщо ж порушуються кiлька або всi зразу умови q00 < q22, q01 < q21, q02 < q20, але
q10 < q12, то аналогiчним до попереднiх двох випадкiв чином можна показати, що(

q00
q22

)q2q22( q01
q21

)q2q21( q02
q20

)q2q20(
q00
q22

)q0q00( q01
q21

)q0q01( q02
q20

)q0q02 ·
(q10
q12

)q1(q12−q10)< 1;

• якщо ж q10 > q12, то q1(q12 − q10) < 0, то
(
q10
q12

)q1(q12−q10)< 1.

Тодi маємо, що

lim
n→∞

(((
q00
q22

)q22( q01
q21

)q21( q02
q20

)q20)q2((
q00
q22

)q00( q01
q21

)q01( q02
q20

)q02)q0 ·
(q10
q12

)q1(q12−q10)
)n

= 0.

А тому I ′(x) = 0 для точок множини W ∩B. Отже, похiдна функцiї I на вiдрiзку [0; 1]

дорiвнює нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега, тобто функцiя є сингулярною.
Теорему доведено.
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In this article, we introduce the three-symbol Markov representation of numbers, based on
the decomposition of a number into the series

x =

α1−1∑
i=0

qi +
∞∑
k=1

qα1

αk−1∑
i=0

qαki

k−1∏
j=1

qαjαj+1

 = ∆α1α2...αk..., αk ∈ A = {0, 1, 2},

where ∥qij∥ is a positive stochastic matrix (transition probability matrix), and (q0; q1; q2) is a
positive stochastic vector. This representation corresponds to thee classical ternary
representation of numbers and coincides with it if qi = 1

3 = qij ∀i, j ∈ A. The topological and
metric properties of the cylinders in this Markov representation are described. In particular, the
basic metric ratio between the lengths of cylinders of the successive ranks is derived. Moreover,
the concept of a Markov-normal number is introduced, and it is proved that the set of numbers
for which the asymptotic frequency of each digit i equals to

∑
i∈A

qjqji, i, j ∈ A, has full Lebesgue

measure. The function (inversor of numbers) is introduced and defined by the equality

I(x = ∆α1α2...αn...) = ∆[2−α1][2−α2]...[2−αn]....

It is proved that the function I is a continuous, strictly decreasing function on the interval [0; 1].
An expression for the derivative of the function I at a point is foud based on the concept of a
cylindric derivate. Using the normal property of a number in its Markov representation and the
obtained expression for the derivative, conditions for the derivative to be zero at almost every
point of the unit interval in the sense of the Lebesgue measure are established. Therefore, the
conditions for the singularity of the function I are determined.


